Théoréme de Stone-Weilerstrass

Le but du probléme est de démontrer le théoréme de Stone-Weierstrass (qui est est hors-programme). Ce théoréme
affirme que toute fonction continue sur un segment est la limite uniforme d’une suite de fonctions polynémes.

Notation 1 On note C ([0,1],R) ’espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] a valeurs dans R. On note, pour

fecC(0,1],R), [|fllo = sup |f(x)| (norme de la convergence uniforme). On note £ l'ensemble des fonctions de
z€(0,1]

[0,1] & valeurs dans R qui sont limite uniforme d’une suite de polynomes. Autrement dit, si f est une fonction de
[0,1] & valeurs dans R, f € & si et seulement si il existe une suite (P,) de polynomes & coefficients réels qui converge
uniformément vers f sur le segment [0, 1].

Premiere partie: Un cas particulier
On définit par récurrence la suite de fonctions (fy,) sur Uintervalle [0; 1] par les conditions: fo (x) = 0 et pour

tout n €N, fuyr (2) = § (2 + fu (@)%).
Soit n € Net z € [0,1].

1. Justifier que la fonction f,, est polynomiale et que Vz € [0;1], 0 < f,, (z) < 1.

2. Justifier que fp42 () — fot1 (@) est du méme signe que fp41 () — frn (). En déduire que la suite de fonctions
(fn) converge simplement. Préciser sa limite f.

3. Justifier que la fonction f,, est croissante. En déduire par récurrence que fr,11 () — fr () < fri1 (1) — fn (1).

4. En déduire que pour tout n, 0 < f (z) — f (x) < f (1) — fn (1). En déduire la convergence uniforme de la suite
(fn) vers la fonction f.

Deuxiéme partie: Généralités sur I’ensemble ¢

1. Montrer que l'ensemble £ est contenu dans C ([0, 1], R).

2. Montrer que 'ensemble £ est un sous espace vectoriel de C ([0, 1], R).

3. Montrer que I’ensemble £ est stable par x, c’est & dire que pour tout couple (f,g) € E2, ona f x g € £.
4. On définit, pour a € [0,1], la fonction g, sur [0, 1] par g, (z) = |z — al.

(a) Montrer que si f € &, alors la fonction h définie sur [0, 1] par h (z) = f (1 — ) appartient a &.
(b) Pour b € [0,1] et f une fonction de [0, 1] & valeurs dans R, on note f;, la fonction définie par f, (z) =

f ((b - :1:)2) Justifier que cette relation définit bien une fonction sur [0, 1] et montrer que si f € £, alors
f}, cé€.

(¢) En déduire que pour tout a € [0,1], la fonction g, définie sur [0,1] par g, () = |x — a| est élément de
I’ensemble €.

Troisiéme partie: Fonctions affines par morceaux et continues

On appelle subdivision du segment [0, 1] une suite finie (ag,a1,...,a,) de réels vérifiant: a9 = a,a, = b et
pour tout ¢ € [0,n — 1], a; < a;4+1. Une fonction affine par morceaux continue sur [0, 1] associée a la subdivision
(ag,a1,...,a,) est une fonction continue dont la restriction a tout segment [a;, a;11] est affine.

n
1. On considére des réels Ao, A1,...,A\n €t g = > A\;iga,- Montrer que g est une fonction affine par morceaux
i=0
continue associée a la subdivision (ag,a1,...,a,). Préciser le coefficient directeur de la restriction de g au
segment [a;, a;41].

2. Montrer qu’une fonction affine par morceaux continue h associée a la subdivision (ag, a1, . .., a,) est entiérement
déterminée par h (0) et les valeurs de n coefficients directeurs des restrictions de h aux segments [a;, a;41].



3. Justifier que la matrice carrée M suivante de taille n + 1 est inversible.

0 ai as -+ ap
1 —1 o v -1
M=|1 1 -1 -1
1 e e 10 —1
4. En déduire que pour toute fonction affine par morceaux continue h associée a la subdivision (ag, a1, ..., a,), il

n
existe des réels Ag, A1,..., A\, tels que h = > A\iga,.
i=0

K2

Quatriéme partie: Conclusion
Soit f une fonction continue sur [0, 1].

1. Montrer que toute fonction affine par morceaux continue sur [0, 1] appartient a &.

2. On admet le résultat suivant: Pour tout ¢ > 0, il existe @ > 0 tel que V(z,2’) € [0, 1}2, e —2'| < e =

f () = f (@)] <e.

Montrer qu'il existe une fonction affine par morceaux continue h sur [0, 1] vérifiant || f — bl < e.
3. Déduire des questions 1 et 2 que f € £.
4. application: théoréme des moments: On suppose que f et g sont des fonctions continues de [0, 1] & valeurs dans

R vérifiant Vn € N, [i " f (£)dt = [ t"g (¢) dt.

. 1
(a) Montrer que pour tout polynéome P, on a [; P(t) (f —g) (t)dt = 0.
(b) En déduire que f =g.



Correction: o
Premiere partie: Un cas particulier
On définit par récurrence la suite de fonctions (f,,) sur Uintervalle [0;1] par les conditions: fo(x) = 0 et pour

tout n € N, foi1 (z) =3 (at + fn (x)z)
1. Récurrence.

2. Soit @ € [0,1] fixé. Ona fusz (@)= fus1 (@) = 3 (241 @) = fu (@) = § U1 @)+ fo (@) (i @) = fu (2)
du meéme signe que (fpy1 (z) — fn (2)) car fi(z) >0 Ona fi(z) = 5 > fo(z) donc fi (x) — fo(x) > 0 donc
VY, frot1 (2) — fn (x) > 0 d’apres ce qui précéde. La suite (f,, (z)) est croissante et majorée par 1 donc converge
et, par passage a la limite dans la relation de récurrence, sa limite [ vérifie [ = % (x + 12) soit 12 — 2l +z = 0.

2+v4—-14
%zli\/l—w. Or !l e [0,1] car f, (z) € [0,1] donc I =1 —+/1 —z. On en déduit

que la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction f: 2z — 1 — /1 — x.

On a donc [ =

3. La fonction fj est constante donc croissante Supposons f, croissante et soit x et y, 0 < x <y < 1. On a
frg1 (@) = 3 (x + fan (w)2> <3 (;y + fn (y)2> = fnt1 (y) car f, est croissante donc f,11 est croissante. Par
récurrence, pour tout n € N, la fonction f,, est croissante.
Montrons par récurrence que fr+1 () — fn () < far1 (1) — fn (1). Por n =0, On a f; (z) — fo () = f1 (z) <
f1 (1) = f1(0) = f1(0).
Supposons la propriété viaie pour . Ona fusa ()~ fs1 (2) = 5 (f241 (@) = fu (2)°) = & (usr (@) + fu (@) (ot (&) = £,
3 (farr (V) + fr (1)) (fag1 (1) = f0 (1)) = fugz (1) = fag1 (1) ce qui termine la récurrence.

4. La suite (fy, (x)) étant croissante et de limite f (z), on f, (z) < f(z). Pour p € N, on a f4, (z) — fn (z) =
n+p—1 n+p—1

Yo femi(@) = fu(@) < X fer1 () = fro (1) < fagp (1) — fn(1). En passant a la limite lorsque p tend

k=n k=

=n

vers 400, on obtient que f(x) — f, () < f(1) — fn (1). On a donc |f (z) — fn ()] < f(1) = fn (1) et donc
Il fr— fllo = f(1)— fu(1). Or nll)rfoof (1) — fn (1) d’apres Q2 donc nli)rj_loo || fn — fllo = 0 donc la suite (f,)

convergence uniformément vers la fonction f.
Deuxieme partie: Généralités sur I’ensemble ¢

Remarque Les questions 2 et 3 de cette partie reprennent un exercice du cours en utilisant les propriétés de la
norme infinie vue en cours, ce qui abrége la rédaction. Toutes les fonctions intervenant dans ces questions étant
continues sur [0,1] sont donc bornées surl0,1].

1. Soit f € &€. 1l existe une suite (P,,) de polyndmes & coefficients réels qui converge uniformément vers f sur le
segment [0, 1].
Les fonctions P, sont continues sur [0, 1] donc f est continue sur [0,1]. On a donc € C C ([0, 1], R).

2. On a & # 0. Soit (f,g) € £? et (\,u) € R? 1l existe une suite (P,) (respectivement (Q,)) de polynomes
a coefficients réels qui converge uniformément vers f (vers g) sur le segment [0, 1].Les fonctions Af + ug et
AP, + 1@, sont continues donc bornées et |[(Af + pg) — (AP + uQu)lloe = IAN(f—Pn) + (9 — Qu)lle <
A = Po)lloe + (g = Qn)llc = IS = Pull + 1llg = @ulloc —n—to0c 0 donc la suite de polynomes
(AP, + 1Qn), ey converge vers Af + pug qui est donc élément de £ donc £ est un sous espace vectoriel de
C ([0,1],R).

3. Avec les mémes notations, Hfg - PNQTLHOO = ||fg - an + an - PTLQn”oo = ||f (g - Qn) + Qn (f - Pn)HOO S
1/ (9= Q@ulloe +1Qn (f = Po)lloe < [IFlloc 19 = @ulloe + 1Qnllo If = Pallo car [ux vl < Jull vl (car
uv ()] < [|ull o [[v]lo) Or |@nll = 1@n — 9+ glloe < 1@n — gllocHl9llae =n—to0 l9llcc €t 19 = @nlloe —n—to0
Oet ||f — Pullo =notoo 0donc ||[fg — PoQnll., —n—too 0. Le produit de polynome étant un polynome, f X g
est donc limite uniforme de la suite de polynomes (P,Q,,) donc f x g € £.

4. On pose g, () = |z — al.

(a) Avec les mémes notations, On pose @, (z) = P, (1 — z). La fonction @Q,, est polynomiale car P, l'est et
1Qn — bl < ||Pn— fll, carsize0,1] alors 1 —x € [0,1]. On en déduit que h est limite uniforme de
la suite de polyndomes Q,, sur [0,1] donc h appgrtient ac.



(b) Si b e [0,1] alors pour tout z € [0,1], =1 <b—1<b—2<b<1donc0< (b—z)*> <1 donc fy est bien
définie sur [0,1]. a valeurs dans R, on note f, la fonction définie par f;, (z) = f ((b — x)Z) En posant

R, (z) = P, ((b — :U)2>7 on montre comme dans a que f; € £.

(c) Posons k(x) = 1 — /1 —x. D’aprés la premiére partie, k € £ donc I = —(k—1) € & d’aprés la
Q1. La fonction [ est définie par [ : z — /1 —x et d’aprés Q2, f : x — +/x appartient & £. Or

9o () =z —a| =1/(z— a)2 =f ((m — a)2) donc d’aprés Q3b, g, € €.

Troisiéme partie: Fonctions affines par morceaux et continues

On appelle subdivision du segment [0, 1] une suite finie (ag,aq,...,a,) de réels vérifiant: a9 = a,a, = b et
pour tout ¢ € [0,n — 1], a; < a;+1. Une fonction affine par morceaux continue sur [0, 1] associée a la subdivision
(ag,a1,-..,a,) est une fonction continue dont la restriction & tout segment [a;, a;11] est affine.

n

n
1. La fonction g est continue car les gq, le sont. Si z € [a;,ai11], g(z) = Y Aiba,, () = D A (z—ag) —
k=0

i=0
n 3 n
> Ak (z —a;) donc g est affine sur [a;,a;11] et de coefficient directeur > A — > A sur cet intervalle
k=it+1 i=0 k=it1
donc g est une fonction affine par morceaux continue associée a la subdivision (ag, a1, ..., ay).
2. Soit une fonction affine par morceaux continue h associée a la subdivision (ag, a1, ..., ay).

La valeur de & (0) et du coefficient directeur de la restriction de h & segment [ag, a1] détermine la restriction de
h a [ag,a1] (et donc h (aq)).

La valeur de h(a;) et du coefficient directeur de la restriction de h & segment [aq, as] détermine la restriction
de h a [a1,a2] (et donc h (az)).

et ainsi de suite donc h est entiérement déterminée par h (0) et les valeurs de n coefficients directeurs des
restrictions de h aux segments [a;, a;11].

0 a1 a9 Qn,
1 0 --- 0
3. Les combinaisons L; « L; + L; 1 font passer de M a M; = L2 0 0 . En développant par
1 2 2 0
1 0
+2 12 0 +2
rapport & la derniére colonne, on a det (M) = (—=1)"""a,| . . . . = (=1)""" 2" 1q, # 0 donc M
1 2 2
est inversible.
4. Soit h une fonction affine par morceaux continue associée a la subdivision (ag, ay, ..., a,). On note ¢; le coeffi-
n
cient directeur de h sur [a;, a;+1]. Posons, pour Ag, A1, ..., A, réels, hy = > A;gq,. D’aprés Ql et 2, ona h = hy
i=0

h(0) = > Akag
kzln
co=MXo— Y Mk
=1

si et seulement si h (0) = hy (0) et Vi € [0,n — 1], ¢; = > A — D, Mg, Cest-a-dire ¢ ¢; = Ao+ A — i A
i=0 k=it1 k=2

n—1

Cp = Z )\k 7)\71
k=0

Ao Ao
soit . =M . La matrice M étant inversible, on en déduit qu’il existe un et un seul

An An

Cn



Ao
tel que . = : c’est-a-dire telle que h = h;.
An

Cn

Quatriéme partie: Conclusion

Soit f une fonction continue sur [0, 1].

On admet provisoirement dans les questions 1 et 2 le résultat suivant:

Pour tout € > 0, il existe une fonction affine par morceaux continue h sur [0, 1] vérifiant ||f — h|  <e.
On fixe un réel € > 0

1. Toute fonction affine par morceaux continue sur [0, 1] est combinaison linéaire de fonctions g, qui appartienent
a &£ donc, d’apres III1, appartient & &.

2. Soit ¢ > 0, et & > 0 tel que V(z,2') € [0,1]%, |z —2'| < e = |f(z) — f(2')] < e. Soit n = | 2] +1 (donc
L < a) et a; = L. Soit h la fonction affine par morceaux sur [0, 1] continue associée & la subdivision (a;)g«;<,,
et qui veérifie Vi, f (a;) = h(a;).
Siz € [a;, aiy1], alors min (f (a;) , f (ai+1)) < h(z) < max (f (a;), f (ai41)) done min (f (a;), f (ai+1))—f (2) <

h(z) = f(x) <max (f (ai), f (air1)) — f (z) donc —e < h(x) - f(z) < +e donc [|[h— fl[ < e

1

3. Soit n € N*. il existe une fonction affine par morceaux continue h sur [0,1] vérifiant ||f — Al < 5- et
h € & donc h est limite uniforme d’une suite de polynomes (@) donc il existe un polynome Qg, tel que
Ih = Qk, |l < 5 donc tel que [[f = Qg [l = IIf =h+h—Q,llo <IIf—hllo + 11— Q,ll, <5 Posons
P, = Qk,. On adonc ||f — P,||, < +. La suite de polynéme (P,) converge uniformément vers f donc f € €.

4. OnaVie N, Va; €R, [ ait'f (t)dt = [, ait’ (t)dt.

(a) Soit P= Y a; X" € R[X]. OnaVi € N, fol tif (t)dt = fol tig (t) dt donc 3 a; fol tif(t)dt=>" a; fol tig (t)dt
i=0 i=0

soit, par linéarité de [, fol <z: aiti> (f(t)—g(t))dt. soit fol P(t)(f —g)(t)dt =0.

(b) Soit (P,) une suite de polyndmes qui converge uniformément vers la fonction continue f — g sur [0,1].
On a fol P, (t) (f — g) (t) dt = 0 et la suite de fonctions (P, (f — g)) converge uniformément vers (f — g)°
(copier la démonstration de I13) donc lirf fol P.(t) (f —g) (t)dt = fol (f —g)° (t)dt. Or (f —g)* est

positive et continue donc est nulle donc f = g.

5. Soit f une fonction de [a,b] dans R continue. Posons ¢ (t) = f(a+ (b—a)t). La fonction g est définie et

continue sur [0, 1] donc il existe (P,) suite de polyndomes convergeant uniformément sur [0, 1] vers g. On a
rT—a T—a

P =g (521 ) Posons Qu (o) = P (=1 )+ On asubicion 90 = P (0] = supscpo £ ()~ Qu 0)

donc la suite de polynome (Q,,) converge uniformément vers f.




