DM 2, pour lundi 16/9/24

Exercice 1: Existence et calcul d’intégrales généralisées

.1 Premier exemple

Q 1 Justifiez que lintégrale généralisée I = 0+°O e Vidt converge.
Q 2 Effectuer le changement de variable u = v/t dans Uintégrale I.

Q 3 En déduire la valeur de I.

.2 Deuxiéme exemple

00 1
Pour n € N*, on considére l'intégrale généralisée 1, = 0+ ———dt.
(1+12)
Q 4 Montrer que , pour tout n € N*, ["intégrale généralisée I, converge.

Q 5 Préciser la valeur de I.
Dans la suite n est un entier supérieur ou égal a 2.

t? 1
6 Mont e dt = L.
Q ontrer que |, (EREE T
2n —3
Q 7 En déduire que I, = n—]n_l.
2n — 2

Q 8 En déduire une expression de I,.sous forme de produits et de quotients.

2n — 2)!
Q 9 En déduire que I, = (2n ) 2:
222 ((n —1)1)" 2

Indication: si on a réussi la question précédente, on essaiera trouver l'expression de I, "sans la connaitre” et
sinon, on pourra utiliser une récurrence.

Exercice 2:

Q 10 Pour z € R*, on pose ¢ (x) = arctan (z) + arctan (1). Justifier que ¢ est dérivable et calculer ' (z). En

xT

déduire que Yx € |0, 4o00[, ¢ () = g Préciser la valeur de ¢ (x) pour x < 0.

Q 11 Justifier que la série # est convergente.

+oo
Q 12 On pose, pourn>1, R, = >, # On se propose de donner un équivalent de R,, en +oc.
k=n+1

P
1. Montrer que si p > n + 2 alors ff:ll 1Jr%dt < > ﬁ < fﬁdt.

k=n+1

1

2. En déduire que g —arctan (n+ 1) < R, < — — arctan (n). Montrer que R, ~, 0o —

b

1



Exercice 3:

2 2
On pose, pour tout entier naturel n, C,, = / cos®™ (z) dz et D,, = / 2% cos™ () du.
0 0

Q 13 Etablir, pour tout entier naturel n non nul, U'égalité : C, = (2n — 1)(Cp_y — C,).
On pourra écrire cos®™ () = cos (z) cos® () et effectuer une intégration par parties.

Q 14 Etablir, pour tout entier naturel n non nul, les égalités:

/2 sin? (x) cos® 2 (z) dx = =
0

Q 15 A laide d’intégrations par parties, établir pour tout entier naturel n non nul, ’égalité:

C, = (2n—1)nD,_, — 2n*D,.

1 D, _ D,
Q 16 En déduire, pour tout entier n non nul, l’égalité: — =2 ( C L C’_>
n n—1 n

2
Q 17 Justifier, pour tout réel x € |0, g], la minoration : sin (z) > — x.
m

2 C
Q 18 En déduire, pour tout entier naturel n, la majoration : D, < T _Tn
4 2n+2
+o0o 1 7T2
19 Prouver l’égalité : E —_ = —.

Exercice 4: Facultatif

In (k
Etudier la nature de la série ) M

choisis).

(on pourra considérer S, — S, ou u, et v, sont des entiers bien



Correction DM 2

I Exercice 1:

R 1 La fonction t — e~V" est continue sur [0, +o0].

-Vt

‘ = {?e" Vi = tem = i — : 4,-X _
On a e 2=Vt = (Vt) e Vi Posons X (t) = v/t. On a tginooX(t) = 400 et XETOOX e=X =0 donc par
composition des limites lim 2e Vi =0,

t—-4o00
On en déduit que eVt = Ot— 400 (t%) De plus t% >0 et f;roo tlgdt converge donc f;roo e~ Vidt converge absolument
donc converge.

R 2 La fonction t — +/t est de classe C" strictement croissant sur |0, +oo| et induit une bijection sur |0, +oo|
donc . y
Jor et = [ avie it = [

2/t Jim u(?)

u(t)
2ue ¥du = 2 f0+°° ue vdu.

— / —
R 3 Par IPP avec { ;},((13) _:Qi J)U(Q(L;L):__ee_u , du fait que lim v (u)w (u) =0: (C.C), on a
[ uetdu = [v (u)w ()] + [ e "du = 1 donc [, e~Vidt = 2.

R 4 La fonction f : t+— est définie et continue sur [0,400].

1
(1+2)"
o0 1 o0
De plus f(t) ~ioo > 0 avec 2n > 2 > 1 donc ff tz_ndt converge donc fﬁ f(t)dt converge donc

[7° f (t) dt converge.

on

1 m
o0 t—4-o00
R5 _[1 = Jo mdt = [arctan (t)]O = 5
t 1
R 6 IPP dans f0+°° ﬁdt (sous réserve de convergence) avec 1 1 ) ot
Onan>2doncn—1>1 donctliin u(t)v (t) =0 donc
o U e 4 [P ! dt = — [ et Vintégrale généralisé
N eyt = [w()v ()], + J, rm DAt T 2w n—1 €t comme l'intégrale généralisée
o 17
converge, on en déduit que f0+ mdt converge.
t2 1+t 1 2n — 3
R7 Orl,+ [ ———dt = [ " dt = I,y donc I, + ~—————1I, = I,y donc I, = ——1I, ;.
rhct o 1+ )" O (1+e) vdone dn o )yt B T
2n — 3 2n—3 2n-—5 2n—3 2n—-5 2n—7 2n — 3
R 8 O d In - [nf == n— = n— — DR
) 57”2 Om; ;2" m—2 m-4"2 " 3m—2 -4 m—_6"" m—2 "
n- X nz X oo X =17,
2n—4  2n—=6 2
n—1

[T 2k —1)

k=1
On a donc I, = ——

I] 2k
k=1 3



(2n — 2)!
21 (n — 1)1

n—1 n—1
R OrH(Qk’—l)x HQk—(n—Z)! et H2k;:2"_ll_[k:2"_1><(n—1)! donc[n——z—
k= k=1 k=1 2=t (n —1)! 2
(2n—2)

222 ((n — 1)1)*

™
5 .

Exercice 2 :

R 10 Soit ¢ (z) = arctan (z) + arctan (1): ¢ est dérivable sur R*, ¢’ (z) = 1+1x2 + = m2 —— = 0. La fonction

(%)
@ est donc constante sur |—o0,0[ et constante sur ]0,4+o00[. Or ¢ (1) = g et p (1) = —g donc si v > 0 alors
T ‘ T
(x) = 5 et si v <0 alors ¢ (v) = —5
R 11 Tln? ~n— oo # et la SATP n% converge donc la série ) ﬁ est convergente.
R 12 FEgquivalent de R,,:
1. Soitk>1ette[k—1,kl. Onal+ (k—1)> <14+t <1+ k? donc ! < L < ! d’on
' - o - - T+k2 71482 7 14 (k- 1)
1 k 1 1
k—(k—-1 —dt< —— (k— (k-1 1t
1+k2( ( ))—fkfll_{_tQ _].+(k—1)2( ( ))SOZ

1 k
< dt <
1+k2—fk—11+t2 T4+ (k—1)?

. En remplagant k par k + 1 dans la deuziéme inégalité,

k+1 1 1 k+1 1
on obtient dt < donc dt < dt donc
f 1+t2 T 1k Ji 1+t2 —1+k2—fk11+2
k+1 " 1 p+l 1 L 1 P _1
4 < ——=dt d’ou —=dt < — < [T —=dt.
k= zn:—i-l Ji 1+ t2 k—Zn:+1 ks = —zn: 1fk Y1412 nHl T2 k_Zn:H R = Jn 1422
2. L’encadrement précédent équivaut o arctan (p + 1) — arctan (n + 1) < R,, < arctan (p) — arctan (n) et
p
R, = lim ( > 1+1k2> et lim arctan(p+ 1) = lim arctan(p) = T done, en passant a la limite,
p—+00 \ a1 p—+00 p—+oo 2

T T
5 arctan (n + 1) < R, < 5 arctan (n) .

La question 1 permet d’en déduire que arctan( +1) < R, < arctan (%) Or arctan (r) ~,_o « donc

1 1 1
arctan (n+1) Mn—too ppT “n—foo ; et arctan (E) ~Nn—too 3y donc Ry, ~p—io0o —

Exercice 3 : un calcul de ((2)

3 3
R 13 SoitneN. C,_; — C, = / (1 — cos?(x))cos® *(x) dw = / sin®(z)cos® ?(x) du.
0 0

jus

2
OnaC, = / (cos(w) cos®™ ! (x) dz. On effectue une intégration par parties :
0

2n71( 2n72(

u(x) =sin(x), o' (x)=cos(x), v(x)= cos x)sin(z), o' () = —(2n — 1)sin(x) cos x)

2 bl 3
et l’on obtient C,, = {% cos™" (m)] +(2n—-1) / sin? (z) cos® %(x)dx = (2n — 1) (Cp_y — Cy).
0 0

4



™

2 us Cn .
R 14 O’f’/ sin?(z)cos* %(z) dx = C,,_, — C,, donc ;2 sin®(z)cos™ 2 (z) da = 5 1 d’apres la question précé-
0 n—=
C, Ch—
dente. L’égalité C,, = (2n — 1) (C,,—1 — C,,).entraine que (2n) C, = (2n — 1) C,_1 donc 5 1= 3 L dou le
n— n

résultat.

R 15 On intégre par parties (en intégrant 1 et dérivant cos®™ (z)):
3 x 3 3
C, = / cos™ (z) dz = C), = [z cos™ (a:)}; + / 2na sin (x) cos®™ ! (z) do = Qn/ rsin () cos® ! (z) da.
0 0 0
On intégre par parties (en intégrant x et dem’vant Sin (x) cos®™ 1 () ):
2

fog rsin (z) cos® ! (z) do = {% cos®" (m)} - fo (Cos (z) — (2n — 1) sin® (z) cos™ 2 (z)) dx

or cos?™ (x) — (2n — 1) sin? (z) cos?> 2 (z) = cos® (z ) (2n — 1) (1 — cos? (z)) cos® 2 (x)
= 2ncos? (x) — (2n — 1) cos®>" 2 (z).
On en déduit que C,, =n (2n — 1) D,,_y — 2n%D,,.

R 16 On en déduit que % = an— 1Dn_1 —2D,, et comme C,, > 0 car x — cos®” (x) est positive continue et
n’est pas la fonction nulle sur [O, g}, on a C, # 0 donc % = 2nn— ! Dgn1 — 22—:. Or C, = W
d’aprés la deuziéme question donc % =2 (g:ll — g—:)

R 17 Premiére méthode: Soit u : 0,7/2] - R est de classe C? et u” (x) = —sin (z) < 0 donc u est concave.

N
Si O = (0,sin (0)) = (0,0) et A = (:/27813:527(5)2)) = (m/2,1), la corde (O, A] est donc au dessous de la courbe
donc sin (x) > —zx.
Deuziéeme méthode: 5 5
Posons f (x) = sin (x) — . La fonction f est de classe C™ et f'(x) = cos(x) — — et f"(z) = —sin (z) < 0 sur
J0.5]- , ,
La fonction f' est strictement décroissante et f' (0) = 1— - >0 et f’ (g) = < 0. La fonction f’ est continue
donc dc € ]O, %[

On a donc les variations: 5 _ La fonction f est donc positive sur l'intervalle [O, g} d’ot
T C 5
fl@) 0]/ N O
[ (@) + 0] -

le résultat.

2 2 I 2
R 18 On adonc0 <z < gsin (z) donc 0 < 2% < % sin? (x) donc D,, < WZ /2 sin?(z) cos®(z) dz = T
0
(dapreés Q2).

R 19 On déduit de l’inégalité précédente que lirf —=0.
N 1 Doy D\ | Dy, Dy
Posons Sy = nﬂﬁ' On a 2= 2 (Cn—ll — C_n) et on obtient Sy = 2 (Fz — O—N> apreés télescopage. FEn

passant a la limite quand N tend vers +oo, on obtient

3
car Cy = f02 lde =Z et Dy = f(;r 22 dx = %



Exercice 4:

La fonction In a une croissance lente. On va donc avoir, pour k£ grand, de nombreux termes consécutifs de méme
signe.
Posons a, = e*"" /3 et b, = 2" /3 et u,, = |a,] et v, = |bp] — 1.

Pour tout k € [1 + uy,,v,], on a 2nm — /3 < In (k) < 2n7 + 7/3 donc cos (In (k)) >

v cos(In(k) _ 1 i 1 _ v, —u,
OnendéduitqueSyn—Sun:2&2())252%2” Un.

Un+1 Un+1 21}71
Or u, = e ™3 £ 0,1 (1) et v, = ¥ /3 + 0, (1) donc
Uy — Uy = 62n7r+7r/3 _ e2717r—7T/3 =+ OnHJroo (1) — e2n7r-&-7l'/3 (1 _ e—27r/3) + On%+oo (1) ~ntoo €2n7r+7r/3 (1 _ e—27r/3)

Up — U . Up—u
et vp ~nioo e ET/3, On en déduit que i L ~ oo (]_ — e—27r/3) donc lim = no_ (1 _ 6—271'/3) > 0.

n—-+00 21)n
cos (In (k
M convergeait, on aurait lim S, — 95, =0,
]{7 n—-4o00

Zvn—un

DN | —

n

Si la série )

ce qui contredit S,, — S, —ptoo (1= €723) > 0 donc la série diverge.

n

2v,



