PSI DS 1 (le mercredi 13 septembre 2023)

Le sujet comporte 4 pages

N.B. : Le candidat attachera la plus grande tmportance a la clarté, a la précision et la concision de la rédaction.
St un candidat est amené a repérer ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et
devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

’Les calculatrices sont interdites‘

Lorsqu’un raisonnement utilise le résultat d’une question précédente, il est demandé au candidat
d’indiquer précisément le numéro de la question utilisée.

Questions proches du cours

1
Coursl: Montrer que la série ) | m est absolument convergente.
1
Cours2: Soit f la fonction définie sur R\ {—1, 1} définie par f (x) =

1
Justifier que f est de classe C* et calculer f™ (r) pour n € N* et € R\ {—1,1} .

an

Cours 3: Soit a > 0. Déterminer la nature de la série de terme général u,, = To o
a
In (n)

"=l nyn

Cours 5: Soit f une application linéaire de E dans F' et g une application linéaire de F' dans G.
Montrer que go f =0 < Im (f) C ker (g).

Cours 4: Etudier la convergence de la série ) en la comparant avec une série de Riemann.

Cours 6: Montrer que I'image d’une famille libre par une application linéaire injective est libre.

Exercice 1

sin ()

six#0

Soit f la fonction définie sur R par f (z) = {
1siz=0

Q 1 Justifier que [ est de classe C' sur R* et calculer f' (z) pour x # 0.

Q 2 Montrer que f est dérivable en 0 et préciser f'(0).

Q 3 Justifier que f est de classe C' sur R.

Q 4 Justifier que f est de classe C* sur R* et calculer f” (z) pour x # 0.

Q 5 Montrer que f est de classe C? sur R.



Exercice 2

Q 6 Pour xz € R*, on pose ¢ (x) = arctan (z) + arctan (1). Justifier que ¢ est dérivable et calculer ¢’ (x).
En déduire une expression simplifiée de o (x).

Q 7 Justifier que la série # est convergente.

+o0
On pose, pour n > 1, R, = > ﬁ On se propose de donner un équivalent de R,, en +o00.
k=n+1

P
Q 8 Montrer que si p > n + 2 alors pHL_L dt < Y Lo < [P Lidt

n+1 142 1+k2 — Jn 14277
k=n+1
7r m
Q 9 En déduire que 5 arctan (n +1) < R, < 5 arctan (n).
1
Q 10 Montrer que R, ~p, oo -

Exercice 3

-1)" 1
Soit a > 0. Onposeun—sin((\/ﬁ) —1-5)

1
Q 11 On suppose a < ok Déterminer la nature de la série ) u,,.

1
Q 12 On suppose a > ok Déterminer la nature de la série Y u,,.

Exercice 4
noq

On pose, pour n € N, w,, = i;(] T o

Q 13 Montrer que la série Y w, converge absolument et préciser sa somme.



Probléme:

Premiere partie: Etude d’une fonction
On considére un réel x > 0.

- (=D
14 Mont la série > .
Q ontrer que la série s converge
+00 (_1)"
O S =)> .

Q 15 Justifier que 0 < S (z) < %

Q 16 Etablir ’égalité (E) :

Etude de la fonction S:

Q 17 On considére y > 0. Montrer que S (y) — S (z) = (x —y) >,

Q 18 En déduire le sens de variation de la fonction S.

Q 19 Soit a > 0. Montrer que la fonction S est lipschitzienne sur [a, +00|
(¢’est-a-dire qu’il existe un réel K tel que pour tout (x,y) € [a, 400>, |S (y) — S (z)| < K |y — z|).

Q 20 En déduire que la fonction S est continue sur |0, +00].

1
Q 21 Montrer que S (x) ~y—o —
x

Q 22 Montrer que S () ~z—too % On pourra commencer par encadrer S (x) en utilisant l’égalité (£).
x

Deuxiéme partie: Calcul de S(1), somme de la série harmonique alternée

S (=)
1+t kzo( )

On pose pour t € [0,1] et n € N, g, (t)
Q 23 Montrer que |g, (t)] < "1
Q 24 On pose u,, = fol gn (1) dt. Montrer que la suite (u,) converge vers 0.
Q 25 En déduire que S (1) =1n(2).

(-1

1+ 1

. Donner un entier ny & partir duquel |In (2) — S, (1)| <1072

Q 26 On pose S, (1) = Zn:
i=0

1
Q 27 Montrer que S (x) = — —1In(2) + 0,0 (1).
x



Troisieme partie: Réarrangement de la série harmonique alternée,
réarrangement d’une série a termes positifs

1 -1 -1 2
O eN, vy, = ——, U3p11 = t Uspio = t T, = ;e
n pose, pour n , Us 1 U3n+1 4n—|—2€ Usn+2 4n—|—4e i;ov
In (2)

Q 28 Montrer que la suite (T3,.2) converge vers

Q 29 En déduire que la série Y v, converge et préciser sa somme.

On considére une suite (a,) de réels positifs et ¢ une bijection de N dans N. Pour tout n € N, on pose
bp = Gyn).-

Q 30 Montrer que si la série Y a,, converge alors la série Y b, converge

Q 31 Montrer que la série . a,, converge si et seulement si la série » b, converge et que si la série y . a,, converge
+o00

+00
alors Y a, = > by.
n=0

n=0

Q 32 Le résultat de la question précédente reste-t-il vrai si on ne suppose plus que ¥n € N, a,, > 07

Exercice 5

Soit f : R — R une fonction de classe C'*° vérifiant f (0) = 0.

f(x) .
Onpose,pourxeR,g(x):{ . siz#0
f(0)siz=0

Q 33 Montrer que g est continue sur R.
Q 34 Montrer que g est de classe C' sur R.

Q 35 Justifier que g est de classe C* sur R* et que

Vn € N*,Vz # 0, g™ (z) =

xn+1

Q 36 Montrer que g est de classe C* sur R.

10 (0)

Q 37 Justifier que Vn € N, g™ (0) = nl



Correction du DS 1

Exercice 1

xcos () —sin (z
R 1 Par théoréme sur les orpérations sur les fonctions, f est de classe C* sur R* et f'(x) = (z) ( )

72
R 2 zcos(z) —sin(z) = 2 (1 + 0,0 (7)) — ( + 00 (2%)) = 040 (z?) donc f'(z) = %%2@2) = 0,0 (1) donc
A F @) =0

sin ()

De plus, On a 1111(1) =1 donc [ est continue en 0 donc, par le théoréme limite de la dérivée, f est dérivable

en 0 et f'(0) = lhm#of’( x) =0.

R 3 [ est de classe C' sur R* et f'(0) = lim f'(x) =0 donc f" est continue en 0 donc f est de classe C' sur

x—0,27#0
R.
R 4 festC? surR® (th op) et " (x) = 22 (—xsin (z)) — 2x4(x cos (r) —sin () _ —x?sin (1) — 22 C?,OS (x) + 2sin (z)
x x
z? z3
—2% (2 + 0p0 (7)) — 22 (1 ) + 040 @2)) +2 (x ~ % + 040 ($3))
R 5 Dou f"(x) = e
3 1 3 1
T —1—|—1—§ + 0z 0 (2°) o8 |
__ 3 : _
" (x) == 3 ~a0 T3 donc x_l)g;lﬂ f(x) = -3
1
Comme f' est continue en 0, le théoréme limite de la dérivée donne f" (0) = —3 (et donc f" est continue en 0)
donc f est de classe C? sur R.
Exercice 2
R 6 Soit ¢ (z) = arctan (z) + arctan (1): ¢ est dérivable sur R*, ¢ (z) = 1+1x2 + ;_211+(1;)2 =0.
La fonction ¢ est donc constante sur |—oo, 0| et constante sur |0, 4o00]. '
Ore(l) = g et (1) = —g done si x > 0 alors ¢ (z) = g et six <0 alors p (x) = _%'
RT7 Ona ﬁ s to0 n—12 et la SATP n—12 converge donc la série 1+1n2
, 2 9 9 1 1 1 , .
R8 Soithk>1ettelk—1,k]. Onal+ (k—1)"<1+t*<1+k* donc < < 5 d’ot
1+k> 7 1482 7 14+ (k—1)
kE—(k—1)) < ——dt< ——— (k= (k-1 t—— < —dt < .
1+k2( ( —fk—11+t2 _1+(k)—1)2( ( ))SOZ 1+k2_fk_11+t2 —1+(k_1)2

En remplacant k par k + 1 dans la deuxiéme inégalité, on obtzent

a1 1 1 kel 1
Ji 1+t2dt—1+k2 done J, +t2dt—1+k2—fk11 7t done
k+1 p +1
Z i dt < ) 1+k_2 < Z fk | Tt do fﬂ 1+t2dt < Z 1+k2 < fliz‘?dt‘

2
k=n-+1 k=n+1 k=n+1 1 +t 5 k=n+1



R 9 L’encadrement précédent équivaut & arctan (p + 1) — arctan (n + 1) < R,, < arctan (p) — arctan (n) et

D T
R,= lim > ﬁ et lim arctan(p+ 1) = lim arctan (p) = = donc, en passant a la limite,
p——+o0 k=n+1 p——+00 p——+o0 2

g —arctan (n+ 1) < R, < g — arctan (n).

R 10 La premiére question de [’exercice permet d’en déduire que arctan (n+r1) < R, < arctan (%)

1

Or arctan (x) ~,_ = donc arctan (n_+1) s too HLH oo % et arctan (%) oo % done R, ~pioo —

Exercice 3

1 1 1 -1)" 1 1
R 11 Sia< 5 alors — = 0p— 100 (—) donc (=1) + — ~pioo — €t Sin(x) ~p o x
n% ne

1 1
donc Uy, ~p—yoo — > 0. La SATP > — diverge donc > u,, diverge.
ne n%

, 1 . ; 1 (-D)" 1 1\°
R 12 Sza>§, on asin(z) =+ Oy (2°) et lim — = 0 donc u, = +— 4+ 00| | —= car
ne n

n——+oo 1 \/ﬁ
1 1
— = Opostoo | —F—= |-
ne e\ Vn

-1)" 1
La série ) (\/_) converge 'CSSA) et la série > O, (—3) (comparaison avec Riemann)
n n2

La série ), — converge ssi a > 1 donc la série ) u, converge ssi > 1.
n

Exercice 4

]_ n
R 13 Posons u,, = o et v, = o0 on a Wy =Y Uilp_;.
' i=0

La série Y u, converge absolument et a pour somme e' (série exponentielle)

La série Y v, converge absolument et a pour somme 7= 2 (série géométrique)
1- =

2

+o0o
donc (th sur le produit de Cauchy) la série > w, converge et > w, = e' x 2.
n=0



Probléme

—1)"
R 14 Posons a,, = —) Ona(-1)"a, = > 0 donc la série est alternée.
n+x n+x

De plus |a,| = T donc lim |a,| =0.
n+x

n—-+o00

De plusn <n+1donc0<n+x<n+1+ax donc |a,.1| < |a,|. La suite (|a,|) est décroissante donc d’aprés
C.S5.5.A, la série ) a, converge.

R 15 Toujours d’aprés CSSA, la somme S (x) est du signe de uqy et vérifie |S (x)| < |ag|.
Orag=2>0donc0<S(z) <2

R 16 S¢x>0,S(:p)+5(m+1)=§o<_l)n+§o el :f(_l)nJr%o(_l)nl:i.

m—on+zx ,;on+l4+x ,;on+x ;=1 n+x

RAT On S-S0 = 8 - = B T A e
donc S (y) — S (x) = (x — y):g n +(x_)1()7:+ i

—1 n 400 -1 n
R 18 On montre de méme que la série ) ( +( )() ) est spéciale alternée donc ( +( )(> ) est du
n+x)(n+y n=0 \N ) N—TY

1
signe de son premier terme — > 0.
xy

Si0<x <y, aorsz—y < 0 donc S(y) — S(x) < 0 d’aprés la question précédente donc la fonction S est
décroissante.
+o0 (_1 n

(r—y) >

n=o0 (n+x)(n+y)|
1

R 19 D’aprés ce qui précéde, |S (y) — S (z)] =

I G O

2.

1
< — donc
ao(n+z)(n+y)

S‘m+xﬂo+w‘—a2

Pour x > a ety > a, par le CSSA,

1S ()~ S ()] < 5w~ )l

R 20 La fonction S est lipschitzienne sur [a,+oo[ donc continue sur |[a,+00| avec a > 0 quelconque donc S est
continue sur |0, 4+o00|

1 1
R 21 La fonction S est continue en 1 donc lim S (x + 1) = S (1) et lim — 4+ oo donc S (x +1) = 0,9 <—> Or
T

20 z—0 1
1 1 1 1
S () » S (z+1) donc S (z) —+o 0<x) 0

1
R 22 On sait que pour x >0 on a S (z) + S (x + 1) = — et la fonction S est décroissante donc S (x) > S (x + 1)
T

donc S (z)+S (v + 1) <25 (x) donc S (z) > 2i Pourz>1,5(x—1)+S(x) = ! . et S(x) < S(x—1) donc

x Tz —
1 1 1 2x
—1 > 2 d < —d — < < —doul <2 < —
S(x—1)4+S(z) > 25 (x) oncS(x)_Q(x_l) 0n02$_5’(x)_2(x_1) ou 1 < xS(m)_Z(x—l)
1
donc lir}rl 2zS (x) =1 et donc S (x) Moot 5 €N +o0.
T—+00 €T
1 n k 1 n k 1 1—(=t)"*!
R 23 )= — S ()t =g, () = ——— S (- = -
Onag(t) =1 5= L CV =) =15 2 (0" =15 1+t
tn+1
donc |g, ()] = <" cart > 0.




R 24 On alu,| =

[ gn (1) dt‘ < [ gn ()] dt < [ tr1dt = [ = d’ou lim wu, = 0.

0 n+2 n—+00

‘ 11 - k1 - (_1)k = (_1)k
R 25 Par ailleurs u, = |, 1——{—tdt — kgo(—l) Jy thdt = In(2) — kg() R Or nkrfookzok——l—l = S(1) et
lim u, =0 donc S (1) =1n(2).

n—-+4o0o

—1)*
R 26 La série ) (k‘—I—)l est spéciale alternée (déja vu) donc |In(2) — S, (1)| < |ant1| (notation de la premiére
1

question pour x = 1) donc |In(2) — S, (1)| = )
n
Sin > 98 alors |In (2) — S, (1)] <1072,

R 27 OnaS(JJ):l—S($+1) etlirr[l)S(x—i-l):S(l) done S (x +1) =5 (1) + 0,0 (1) donc

xZ

S(z) = i “1n(2) 4 0,0 (1).

R 28 Posons u, = v, + V3pi1 + Usnia-
1 1 1 1 1 1 < 1 1 >
On au, = — — = — = — .

Mm+1 4n+2 4dn+t4d 4n+2 4n+4 2\2n+1 2n+2

On Tz =5 vm=Ya =13 (5 : : 2? UL ) “In(2)
n a == v = a; = — _ — — _ R B ‘n .
T g T g T 25\ 2041 242 g g n—too 5

R 29 On a T3, = Tspy0 — (Vg1 + Usni2) €t lim v, =0 donc lim T3, = 3 In (2) et de méme

n—-+00 n—-+00

In (2)
2

(résultat analoque o celui pour la suite des termes

In (2)
2

lim T3, = iln (2) donc la suite (T,,) converge vers

n—-+00

d’indices pairs et impairs) donc la série Y v, converge et a pour somme

R 30 Supposons que ) a, converge et posons o, = Y a; eto, =Y b; =Y ayu SiN =max{p(i),i € [[0,n]]}.
i=0 i= i=0

+oo
Onao,<on<)> a,cara,>0.
=0
! +o00 +00
La suite (o)) est donc majorée donc > b, converge ( et en passant & la limite, > b, < > a,).
n=0 n=0

“+o00 +00
R 31 On aa, = b1, donc si ) b, converge alors ) a, converge et Y a, < Y by.
n=0 n=0

+oo +o0
On en déduit que Y a, converge ssi » b, converge et Y a, = Y. by,.
n=0 n=0

R 32 On a vs, = Uz, V3p41 = Udns1 €l Vsniz = Ugny3.
Posons pour n € N, ¢ (3n) =2n, o (3n+1) =4n+1 et ¢ (3n+2) = 4n + 3. ¢ est bijective car atteint tous les

pairs et tous les impaz'rs exactement une fois.
+00

On a v, = Uy et Z U =5 > uy, donc le résultat précédent ne subsiste pas si la série n’est pas & terme positifs.
n=0



Exercice 5

— /(0
R 33 Onag(x)= /(@) = /() (J;( ) — 20020 f'(0) = g (0) donc g est continue en 0. Or g est continue sur
T T —
R* (th opérations) donc g est continue sur R.

/ _
R 34 La fonction g est C' sur R* (th opérations). Six # 0, alors ¢' (z) = zf (z) 5 / (x)
x

Or f(z)=f(0)+ f(0)x+ %f” (0) 2% + 050 (22) et f'(z) = f/(0) + " (0) & + 050 (z) (Taylor-Young) donc

1
'O Hora @ done 1
. =5/ (0)+0s—0 (1) Onc%ggﬂg( T) =

o (2) = (2) = 57 0)*Foso (%) et () =
S1"0).

Or g est continue en 0 donc d’aprés le théoréme limite de la dérivée, g est dérivable en 0 et g’ (0) = lgn;ﬁo g (z) =

1
= f"(0), ce qui entraine la continuité de de g’ en 0 donc g est C' sur R.

R 35 On a, pour x #0, g(z) = f () x 271, Posons h(z) =z L.
On montrer par récurrence sur k que h®) (z) = (=1)" x k! x 7% donc d’aprés la formule de Leibniz,

n n

0 @) = 3 ()19 @ ) = 3 ()19 ) x (417 x kgt 0

k=0 k=0
n

T gt e Lk = o

k=0

R 36 f est de classe C*® d”onc d’apres la formule de Taylor-Young appliquée o f* & Uordre n —k +1 et 0,
n—k+1 £(k+i) 0 )
fB ()= Y f,—‘()xl + 0,00 (2" 7F*1) donc
i

1=0

- k " k kAL e(kti)
n- f (0) i n—
kz;(—l)k% (k)(x) = kz; (—1) k% ; Tx +0;pﬁo($ k+1)]
n [n—k+1 - xk—&-z (ki) -
= >0 U)o (27)
k=0 L =0
’ n n+1 xj ‘
= (=1)" Z(_l)kk!(j—k)!f(j)m) _{_OIHO(.ITL-H)
k=0 Lj=k
n [ j k
= (=1)" 7 £() (1)
(-1) 2 _a: f (O)RZ:OM (j—k)']
B L) [ ) P PS)
SR (1) =k

Orsij>1, alorsZ% j'i( )(‘):j!(l—l—(—l))j:Odonc

n z® ’;:0 —1)F .
(D 0 (o) = a0 ) 32 C e o () car pour =0, 79 (0) = £ (0) =0 done
o (=D)7 1)*
PO (0) 3° Foug () .
4 (2) = (—1)" ! =0 kG —k)! _cr e oy o SN L

xn+1

9 i=o k1 (j — k)!



. ok
done limg_o 540 g™ () = (=1)" nlf1) (0) ];0 L ((n(+11)) — k)

Montrons par récurrrence sur n que g est de classe C™ sur R :

- C’est vrai pour n = 0 (continuité de g).

Soit n > 1. Supposons g de classe C"' sur R. Montrons que g est C™ sur R. La fonction g est C™ sur R* (th
opérations) et

- ¢V est continue en 0

- g™ est dérivable sur R*

- (g("—l))l = ¢ admet une limite réelle en 0

donc (th limite de la dérivée, gV est dérivable en 0 et g™ (0) = 1%m¢0 g™ (x), ce qui entraine que g™ est

continue en 0 donc que g est de classe C™.

n 1) (n+1) n+1
R37 Onadoney 0)= (1" nif ) 0) £ g = EP (8 ) -0 - o).
S n+l k__ n+l (n) _ f(n+1) (0)
Orkzzo(kﬂ_l) =(1+(-1))"" =0 doncyg (O>_n—+1

10



