DM4 (pour le 4 octobre 2024)

Exercice 1: Soit n € N* et A, B et C des éléments de M, (R) .

Soit M la matrice de taille 2n définie par blocs M = < g éA ) et N = ( é" 2_1; )

Q 1 Calculer N x M.

Q 2 En déduire une expression de det (M) a l’aide de det (A) et det (2B — C')

Exercice 2: Soit n € N*.

Soit M la matrice de taille 2n définie par blocs M = ( In | In

77 ) € My, (R) et f lapplication linéaire

canoniquement associée a M.
On note (ey,. .., e,) la base canonique de R?".

Q 3 Préciser f(e1) et f(eny1)-
Q 4 Déterminer n plans vectoriels Fy, Fy, . .., F), stables par f et vérifiant F} & --- @ F, = R?".

Q 5 En déduire une matrice P inversible de taille 2n telle que P~1MP soit diagonale par blocs avec n blocs
diagonauz de taille 2 identiques.

Exercice 3: Soit B = ( L2 ) A=

9 1 , | Vapplication linéaire canoniquement associée a

NI R
N O = O
N W N
— o N O

A et (e1, e, e3,¢e4) la base canonique de R

Q 6 Montrer qu’il existe une base b de R* dans laquelle la matrice de f est une matrice définie par blocs de la

B|C
formeAlz(O D )

Préciser un plan vectoriel F' de R* stable par f.
Q 7 Soit u € L (R*) vérifiant uo f = f owu. Montrer que F est stable par u.
Q 8 Soit M € My (R). On suppose que M* = A. On note u l’application linéaire canoniquement associée ¢ M.

1. Justifier que F est stable par u.

2. En déduire que la matrice de u dans la base b est de la forme M; = < 82 g ) ou @, R et S sont des

matrices réelles carrées de taille 2.
3. Justifier qu’alors Q* = B.

4. En remarquant que det (B) < 0, justifier qu’il n’eziste pas de matrice M € My (R) vérifiant M? = A.



Exercice 4: Soit n € N* et M = (m;;) € M,, (R).
¥ (i.j) € [[L,n]]*, mi; >0

On suppose que Vie([Ln]*, Smiy; <1
i=1

Q 9 Montrer que |det (M)| < 1.

Exercice 5: On considére 6 € 0, [ et on pose s, = 3. cos (k) et u, = L cos

k=1

2
i0

Q 10 Montrer que |s,| < == (on pourra passer par les complexes).

Q 11 Etudier le sens de variation de la fonction f : x — @ sur |2,400].
z—1

n

Q 12 Montrer queliuk— YS(fk)=fE+1)sg+f(n+1)s,— f(2)s1.

— k=2

Q 13 En déduire la convergence de la série Y u,,.

n—1

(nh).

Q 14 Montrer que |u,| > 1 f (n) (14 cos (2n0)). En déduire la nature la série Y. |u,)|.



Correction du DM 4

Exercice 1:
[ A|24 L |2, \ [ A|Ow.
R () (2) - (o)
R 2 On a donc det (MN) = det (M) x det (N) = det ( g (Q)an_ G ) = det (A) x det (2B — C) par la formule

du déterminant triangulaire par blocs.

Or det (N) = det ( é" 2_1; ) =1 (matrice triangulaire) donc det (M) = det (A) x det (2B — C).

Exercice 2:

R 3 En observant la premiére colonne et la (n+ 1) colonne de M, on obtient f (e1) = e1 + eni1 = f (€ns1).

R 4 Soit i € [[1,n]]. En observant la i®™ colonne et la (n+ i)™ colonne de M,
f (61') =e; + eny; € vect (e,-, enH)
on a )
f(ensi) =€ + enti € vect (e, €n44)
On en déduit que F; € vect (e;,e,4;) est (un plan car (e;, e,4;) est libre) stable par f.
La famille V' = (€1, €11, .- €, Cniir-- - En,€a,) €st, & Lordre prés, la base canonique donc est une base de R*"
donc Fy & --- @ F,, = R?".

R 5 La matrice de l’endomorphisme induit par f sur F; dans la base (e;,e,4;) est A = ( 1 1 >

On en déduit que la matrice de f dans la base b’ est diagonale par blocs avec n blocs diagonaux de taille 2 égaux

aA.

A Ogg -+ 029
On a donc P'MP = 02.’2 A avec P = Py_,,y ot b est la base canonique. On a donc
: . 0272
Og2 -+ 00 A
1 000 00
0 1
0 0
0 1
P =maty ((e1,ens1,€2,€n12, ... €n,€2,)) = 1 0
0 1
0
0
00 0O 1

Exercice 3:

R 6 Ona { ;g?; i ;26 ++224 .donc F = vect (ea, e4) est stable par f. La famille b = (eq, 4, €1, €3) est une base
3) = 262+ €4
de R* et

On en déduit que Ay = maty (f) =

OO N
[ RS )
NN
O N =W
Il
N
Clw
S| Q
~_



R 7 Soit u € L (R*) vérifiant uo f = fou.
On admet que F est stable par u.

R 8 On suppose que M? = A.

1. On a M? = A donc u? = f donc uo f =u® = f ou.donc Montrer que F est stable par u.

2. On a donc u(e2) € vect (eg,e4) et u(ey) € vect (ea,eq4) donc la matrice de uw dans la base b est de la forme

M, = ( @ 5 ) ou @, R et S sont de taille 2.

0
M?=A
3. Si P est la matrice de passage de la base canonique versb, on ag A; = P"'AP  donc Ay = P'M?P = M?
M, = P7'MP
2
donc QR = B|C donc d’aprés les propriétés du produit par bloc, Q* = B.

01]S 0| D

4. Ordet (B) = ' ; ? ' = —3 et det (Q?) = det (Q)* > 0 donc Q* # B. On en déduit qu’il nexiste pas de

matrice M vérifiant M? = A.

Exercice 4: Soit n € N* et M = (m;;) € M,, (R).

V(i j) € [Lnl]*, my; >0

On suppose que Vi€ [[1,71]]2, Sy <1
i=1

R 9 Montrons le résultat par récurrence sur n € N*

Sin=1det(M)=my; et 0 <my; <1 par hypothése donc |det (M)| < 1.

Soit n € N*. Supposons le résultat vrai pour n.

V(i j) € [Ln+1]%, mi; >0

Soit M = (m; ;) € M1 (R). On suppose que VielLn+ 12, Sm, <1
i=1

n+1 .
Le développement par rapport & Cy donmne det (M) = 32 (=1)F ' m, 1 det (M,1).
i=1
avec M, ; obtenue de M en supprimant la ligne i et la colonne 1.
On en déduit qu’elle est de taille n, que ses coefficient sont positifs et que la somme des coefficients d’une ligne
est inférieure ou égale a 1 car elle est inférieure ou égale & la somme des coefficients de la ligne correspondant
dans M (avec un coeff positif en pluis)
Par (HR), |det (M;1)| <1 donc m;y|det (M;1)] < myy car m;y > 0 donc (inégalité triangulaire) on a
n+1 n+1
|d€t (M)| = Z mm |d€t (Mz,1)| S Z mm S 1
i=1 =

=1

Exercice 5:
n n n ok ei@ _ ei(k+1)6‘
R 10 s, = > cos(kf) = Re (Z e”w) :Re<z (") > :Re< T
k=1 k=1 —eét

k=1
i0 _ _i(k+1)0 }eie‘ + {ei(k+1)0}

) car € # 1. On en déduit que

e e
1— e

2

|sn| < = 11— ] ~ e

(z —1)

— \/E
11—
R 11 La fonction f est dérivable et f'(x) = 22/5 17 = VA xl)
xr — x (v —

4

5 < 0 sur [2,+oo[ donc f est décrois-

sante sur [2,+00].



n

R12 Ona > u, = i f (k)cos (k). Orcos (k@) = s, — sp—1 donc
k=2 k=2

éuk:éﬂk)(sk—sk1>=k§2f<k>sk—éf<k>sk1=éf<k>sk_;§f<k+1)sk

Supg=>(f(k)—f(k+1)sg+f(n+1)s,— f(2)s1 (le calcul dans lequel on remplace a; par S; — S;_1 dans
k=2 k=2

> ab; est appelé transformation d’Abel). On a lirf f(n+1)s, car (s,) est bornée (Q1) et limf =0.
i= n—-+o0 oo
Montrons que la série Y (f (k) — f (k4 1)) si est absolument convergente:

onal(f(k)—fk+1))s] < 2+ x(f(k)— f(k+1)) car f est décroissante et la série >  (f (k) — f (k+1))

|1—ei9

est convergente (sommes partielles télescopiques et limf =0). On en déduit que la série Y (f (k) — f(k+1)) sk

n

est absolument convergente donc convergente. La suite des sommes partielles <Z uk) est donc convergente
k=2 n

donc la série > u, converge.

1 + cos (2n0)

R 13 On a |cos (nf)| > cos? (nf) = 5

donc |u,| > 5 f (n) (1 + cos (2nd)). La série Jio f (n) cos (2n6)
n=0

1 +oo
— donc la série Y f(n) diverge. On

\/ﬁ n=0

converge (remplacer 0 par 20 dans ce qui précéde). De plus f(n) ~p_ 100

en déduit que la série ) |u,| diverge.



