PSI DS 2 (le mercredi 4 octobre 2023)

N.B. : Le candidat attachera la plus grande tmportance a la clarté, a la précision et la concision de la rédaction.
St un candidat est amené a repérer ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et
devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

’Les calculatrices sont interdites‘

Lorsqu’un raisonnement utilise le résultat d’une question précédente, il est demandé au candidat
d’indiquer précisément le numéro de la question utilisée.

Questions proches du cours

sin (u
Coursl: Montrer que l'intégrale généralisé |, oo ( >du est convergente.

1 U

Cours2: Montrer que le sous-ensemble A3 (R) des matrices antisymétriques réelles de taille 3 est un sous-espace
vectoriel de M3 (R) et préciser sa dimension.

Cours 3: Soit (a,) une suite de réels. On suppose que la série entiére Y a,x2™ admet une rayon de convergence
+00
R > 0. On pose, pour = € |—R, R[, f (z) = >_ a,z".
n=0

Montrer que f est paire si et seulement si Vp_e N, agpr1 = 0.

n
Cours 4: Déterminer le rayon de convergence de > —ax?".
n

Cours 5: Donner le rayon de convergence et la somme des séries entieres Y naz" et > n?z"™ (pour x réel).

R* - R
Cours 6: Montrer que la fonction f : { sin (z) admet un prolongement de classe C*° sur R.
T —
x

Exercice 1
Pour z € R, on pose f (z) =1In (1 + x + 2?)
Q 1 Justifier que la fonction f est définie et dérivable sur R. Pour x € R, calculer f' (z).

. b
Q 2 On pose j = ¢'5 . Déterminer (a,b) € C2 vérifiant: Yo € R, f'(z) = ¢ 4 -
r—j x—]

+00
Q 3 En déduire une suite réelle (a,), oy telle que Vo € |=1,1], f(x) = > a,a”.
n=0

Exercice 2

Le but de I'exercice est d’obtenir un développement en série entriére de la fonction arcsinus



Premiére méthode: équation différentielle
_
V1I—2a?

Q 4 Justifier que la fonction [ est dérivable sur ]—1,1[ et vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 1 sur
Uintervalle |—1, 1].

On pose, pour = € |—1,1[, f(x) =

Q 5 Soit (an), ey une suite de réels.
On suppose que la série entiére » | a,z™ admet un rayon de convergence R > 0.

+o0o
On pose, pour x € |—R, R[, y () = Y_ a,z™ et on suppose que
n=0

Ve € ]-R,R[,(1-2)y (z) —zy(z) =0: (E).

(n—l—l)an'

1. Montrer que a; =0 et Vn € N, a, 19 =
n—+ 2

2. En déduire, pour tout p € N une expression de ag, et az,y1 en fonction de p et ag utilisant des factorielles
et des puissances.

3. Déterminer la valeur de R.

Q 6 En.déduire que f admet un développement en série entiére sur|—1,1] et préciser ce développement.

Deuxiéme méthode: Recours a un développement connu

Q 7 En utilisant le développement en série entiére connu de x +— (1 + x)%, retrouver le résultat de la question
précédente.

Conclusion

Q 8 Déduire de ce qui précéde que la fonction x +— arcsin (x) admet un développement en série entiére sur ]—1,1|
et préciser ce développement.

Exercice 3

On rappelle que les fonctions cosinus et sinus hyperboliques sont les fonctions définies sur R par

Vo € R, cosh (z) = % et sinh (z) = %
On rappelle que
Vo € R, cosh? (z) — sinh? (z) = 1
1

+0o0
Pour tout n € N*, on note : F}, = /0 de.

Q 9 Montrer que l'intégrale généralisé F,, est convergente.

inh
Q 10 Pour x € R, on pose v (x) = % Justifier que u est de classe C* sur R et que
cosh (z
1
Ve e R, v (x) =

cosh? (1)



Q 11 En déduire que Fy = 1.

Q 12 A laide du changement de variable v = e*, montrer que Fy = g

n
n+1

Q 13 Pour tout n € N*, montrer que F,, o =

n-

Q 14 Etudier la monotonie de la suite (F),).

Q 15 Justifier que la suite (nF,1F,) est constante.
[
Q 16 Déduire des questions précédentes que F, 1 ~p 100 Fr, puis que Fy ~, oo o
n

Q 17 Exprimer Fy,.1 en fonction de n € N.

" 1
Pour tout entier n > 2, soient u,, = In n'yn Uy = Up + — (n > 2).
nlen 2(n—1)
n+1 1
Q 18 Pour tout n € N*, calculer 'intégrale (x—n)(n+1—2x)x 9,2 dz ; on la notera I,.
x

A, 1
En déduire que : Yn € N*, 0 < <n+ 5) (In(n+1)—Inn)—1< pect
n

Q 19 Montrer que les suites (Uy)n>2 €t (Vn)n>2 sont adjacentes.

Q 20 En déduire la formule de STIRLING : n! ~, . V271N (g) .

Probléme:

Toutes les matrices intervenant dans ce probléme sont & coefficients réels et n € N*,
Si (i,7) € [|1,n]]*, la matrice élémentaire E; ; est la matrice carrée de taille n dont les coefficients sont tous
nuls exceptés le coefficient 7, j qui vaut 1.

Le but du probléme est de montrer que pour toute matrice carrée M de trace nulle, il existe deux matrices
carrées X et Y de méme taille que M vérifiant M = XY — Y X.

Etude d’un exemple:

. . 1 2 . e e . )
On considére la matrice M = 5 _1 > € My (R). Soit f 'application linéaire canoniquement associée a M et

(1, e2) la base canonique de E = R2.
Q 21 Justifier que la famille (eq, f (e1)) est une base de E. Calculer f o f (ey).

0

Q 22 En déduire qu’il existe une matrice P inversible telle que P~*MP = ( 10

). Préciser la valeur de la

matrice P obtenue.

07 00 , 4 . L
Q 23 On pose M, = 10 et Y] = 01 ) Déterminer une matrice X; € My (R) vérifiant My sous
forme X1Y7 — Y1 X;.

Q 24 FEn déduire qu’il existe deux matrices carrées X etY de taille 2 vérifiant M = XY — Y X.
3



Etude du probléme pour les matrices a diagonale nulle

Une matrice M = (m;;) 2 € My (R) est dite a diagonale nulle si et seulement si Vi € [[1, n]], m;; = 0.

ij)elln
On note F,, le sous-ensemble de M,, (R) formé des matrices & diagonale nulle et D,, le sous-ensemble de M,, (R)
formé des matrices diagonales.
Le but de cette partie est de montrer que pour toute matricce a diagonale nulle, il existe deux matrices carrées

X et Y de méme taille que M vérifiant M = XY — Y X.

1 0 --- 0
. L . 0 2 :
On considére une matrice diagonale de taille n, D =
: . .0
0 -+ 0 n

Soit 'application ¢ : M,, (R) — M,, (R) définie pour A € M,, (R) par ¢ (A) = AD — DA.
Q 25 Montrer que U'application ¢ est un endomorphisme de l’espace vectoriel M,, (R).

Q 26 Soit A € M, (R).
Ezprimer les coefficients de la matrice v (A) en fonction des coefficients de la matrice A.

Q 27 En déduire que ker (p) = D,, et préciser Im (y).

Q 28 Soit M € M,, (R) une matrice & diagonale nulle.
Montrer qu’il existe (X,Y) € M, (R)® telle que M = XY — Y X. Y-a-t-il unicité du couple (X,Y) obtenu?

Etude d’un deuxiéme exemple

1 1 1
Soit M = 1 —1 1 |. Soit f canoniquement ’endomorphisme canoniquement associé & B, c¢’est-a-dire que
1 1 0

si (e1,e2,€e3) est la base canonique de R?, alors f € £ (R?) et mat(e, eye4) (f) = M.
On pose u; = ey, uy = f (e1) et uz = f (us).

Q 29 Préciser les valeurs de uy et ug et justifier que (uy, us, ug) est une base de R3.
Q 30 Ecrire la matrice M’ de f dans la base (uq,uz,us).

Q 31 En utilisant la partie précédente, montrer qu’il existe un couple de matrices (X,Y) € Mjy (]R)2 vérifiant
M=XY -YX.

Q 32 Euspliciter des matrices (X,Y) € M3 (R)? vérifiant M = XY —Y X a Uaide de la matrice M', de la matrice
D de la partie précédente et de la matrice de passage de (eq,es, e3) vers (uy,us,uz). (On ne fera pas le calcul
explicite des coefficients de ces matrices).

Etude des matrices de trace nulle

Soit M € M,, (R). On suppose que la trace de M est nulle et f I’endomorphisme canoniquement associé a M.
On note (ey,...,e,) la base canonique de f.

Q 33 On suppose que M n’est pas la matrice nulle. Justifier que n > 2 et montrer qu’il existe e € R™ tel que
(e, f (e)) est libre.

Q 34 Montrer qu’il existe M’ € M,, (R) vérifiant;

M’ est a diagonale nulle
M’ est semblable a M

Q 35 En déduire qu’il existe (X,Y) € M,, (R)® tel que M = XY — Y X.

Q 36 Justifier que {M eM,R),I(X,Y) eM, (R)2 M =XY — YX} est un espace sous-espace vectoriel de
M., (R) et préciser sa dimension. 4



Correction DS2

Exercice 1

2 1
R1VzeR, 1+z+2>>0 (car A <0). La fonction f est définie et dérivable sur R et f'(z) = 1—1—:[——:—2
T+
2n b b)r — —bj
R2 Onal+z+a2=(z—j)(z—j2) avec j = e'5 etxij+$_j2 _ (a+1)+xxfjx2 J
=2 , 1 1
Le syste‘me{ —aczj—bbjzl a pour solution (a,b) = (1,1) donc f/(x):x—j+x—j2'
—J —J
R 3 Onadoncf’(a:)zl g1 —(car j* =1).
—z —z
Si x| < 1, alors f'(x) = + :—jzz(ﬁ) —jZ(%) donc
1_§ 1_% n=0 J n=0 J

—+00

T 2 1 _
Flo) = (= = B <oos (HEDT ) o car 7

n=0
donc j2n+2 jn _ jn+1 +]n+1 _ QRG( n+1)
Le théoréme d’intégration terme a terme des séries entiéres entraine que

f(x):f(o)—zgcos(ﬂn;lh) P 22 ( (n—gl)w> xn+1'

n+1 n+1

Exercice 2

R4 Onal—2x*>0 pourz €|-1,1] et la fonction racine est dérivable sur |0, +oo|

donc x — /1 — x? est définie et dérivable sur |—1,1[ donc f est dérivable sur |—1,1] et
1 3
fx)=1—2%) "2 donc f' (z) = -2z x (-1) (1 —2?) "2 = ’ e
(1)}
On a (1 —2?) f' () = xf (z) donc f vérifie l'équation différentielle (E) : (1 — 2?)y' — 2y = 0.

R 5 Analyse

1. D’aprés le théoréme de dérivation terme a terme des séries entiéres, y est dérivable et pour tout x € |—R, R],

400
v (z) = > na,a™t. On a donc
n=1

+o00 +00
(1—2?)y (x)—zy(x) =0 & (1—2?) > na,z" ' -z a,2" =0
+oo B +oo n:0+oo
s S narl = Y naga™t — 3 apatt =
ni—&-oo n=1—0 oo n=0
s Y m+Daga"— > (n+1)az"™t =0
n:0+oo n:0+oo
= Yo(n+1)apz" — > na, 12" =0
n=0 n=1
+o0o
& a;+ Y, (n+1)aps1 —nap—1)z" =0
=1

donc, par unicité du développement en série entiére,
(1—2¥)y (x) —ay(x) =0 a; =0 et Vn € N*, (n+ 1) a,.1 — na,_;. Donc

(n+1)a,

(1-2*)y (2)—2y(z) =0 a1 =0etVn €N, (n+2) a2 — (n+1)a, =0 s0it apys = )
n

5



2a
2. Onaa; =0 etag= ?n donc az = 0. On montre par récurrence que Vp € N, agpi1 = 0.

Q2p = —a Q2p—2

- %  (2p— 2)@1“‘4
(2p—1)(2p—3)2p—5)
2p (2p-2)(2p—4) 7"

_ (2p-1)(2p—3)(2p—5) X
e R
TI 2k + 1) H(2k+>xﬁzk ,
On a donc as, = =2 = k=0 Mo (2p)! agp.
T ’ (2vp})*
kl;ll * (1}31 2k)

+o00o
3. On a donc y (z) = Y asx®. Posons pour x # 0, u, = asyx?”

n:0
2 1
On o |YPHL| — Azp127” 2pi2 2 — oo @2 donc (d’Alembert)
Up a/2p p

Sia? < 1 alors Y agya® converge absolument et si x* > 1 alors Y as,x® diverge donc R = 1.

T T
/ _ =0 / _ =0
R 6 La fonction [ vérifie { /' (@) (1-— $2)f (=) et siag =1, { y(@) (1- $2)y () done, d’apres
f0)=1 y(0)=1
20TE 4017 = (2]7)! 2
le théoréme de Cauchy, f =y. On en déduit que Vo € |—1,1], f (z) = > @ ')290 P
p=0 p:

+00
= > byx™ avec by =1 et

n=0
n

D=

R 7 Ona, pourze]-1,1[, (1+x)"

(1) (=2) - (-t —n+1) (_Qn) X1X3x5x--x(2n—1)

2
bn = | - [
n. mn.

(1 " (ony
donc b, = 2 2l _ (=D ;1) . On en déduit que, —— = —( )" ( ;ﬂb) (—22)" = (2n) .
n! (2mn!) I1—22 =0 (27n!) n=0 (2"n!)

2n

R 8 La fonction x +— arcsin (x) est une primitive de f sur|—1,1[ donc d’aprés le théoréme d’intégration terme a
terme des séries entiéres,

o0
2n+1 _ Z (2n)! 1 g2l
(

Vo € |—1,1[, arcsin () = arcsin (0) 4+ Z an‘ on l)x 22 (2n + 1)
=0 :

Exercice 3

1
R 9 On acosh(z) > 1 donc la fonction v — —————— est définie et continue sur [0, +00|.
(cosh (x))™
De plus, cosh () = <4 ! 2\" _gnene 5 0 et Vintégrale généralisé
e plus, cosh () = ———— ~pjoo =— dONC ———F—= ~ostoo | — | = 2"e™™ >0 et l'intégrale généralisée
s, 2 o9 (cosh (x))" oo\ e grae g

+oo
/ e "*dx est convergente car n > 0 donc l'intégrale généralisé F,, est convergente.
0

6



R 10 La fonction v est de classe C* sur R (th opérations)

et of (1) = cosh () x cosh (z) ; sinh (z) X sinh () _ 12 '
cosh” (x) cosh” (x)
X : X _ X e
‘ 1 x sinh(X) e* —e e
déduit L da= _ _ &
On en dédui que/o coh? (2) r = [v ()], cosh (X) — eX Lo X et X
X
1
donc lim —————dax =1 donc F5, = 1.

X—+00 Jo cosh® ()

+o0 1 400 2 +o0 2e®
R 11 OnaFlz/ dx:/ —dx:/ ————dx
o cosh(z) o eT+e® o (em)"+1

La fonction x — e® est de classe C*, strictement croissante et bijective de [0, +oo| sur [1,+o00[, donc

teo 9 o T T T
Fl:/1 u2+1du:[2arctan(u)]f :2(§—Z>:§.

1 —n sinh ()

oo u(z) = s, W () =
/ dey effectuons une IPP avec (COSS};H(}T >(2U> (COSIf () )
0 U(Z’) = m,.vl (33) = m

Les fonctions u et v sont de classe Ct et lim u(z)v(z) =0 car lim u(x) =0 et lim v(z) =1 (voir question
+ + +

R 12 Dans F, 5 =

précédente)
Dot Fyyp = [u(z)v (2)]g™ +/+OO nsinh(z) sinh(z) ) /+°°—nsinh2 ()4,
e 0 o (cosh(x))"lcosh(z) =~ J, (cosh(x))"+2
o0 2
donc Fy o = 7o (cosh” (z) — 1) dz =n(F, — Fy,12). On en déduit que F, 1o = n
n+2 = . (cosh (x))n+2 = n n+2)- q n+2 = a1

n-

1

1
1 > h >1 <
R 13 On a pour x > 0, cosh(z) > 1 donc (cosh ()1 = (cosh (z))

— donc par croissance de lintégration

Fo11 < F, donc |(F,) est décroissante.

n
R 14 On a F,,5 = 1Fn donc (n+ 1)Fyi2Fh1 = nE,Fuyq donce la suite (nF,F, 1) est constante et vaut
T
FiF, = 5
R 15 On a F,, > 0 (lintégrale d’une fonction continue positive n’est nulle que si la fonction est nulle),
Fy F, .
donc no_ +2 < +1 < 1. Par ’ théoréeme d’encadrement,| on en déduit que ’Fnﬂ ~ntoo Fn.‘
n+1qQu F, qun F,

R 16 Or (n+1)F,2F, 1 = nF,F, .1, suite constante qui vaut FyFy = g (d’aprés les calculs précédents).

D’ou : g =nF 1 Fy ~pioo n(FL)?%, comme F,, >0, on en déduit que | Fy, ~p oo 21
n
2n—1 2n—1 2n-3 2n—1 2n-3 1
R 17 On a F5,1q = Fy,_ Fy, X =F
T T L T T Ty 2 T Ty T an 2 27!
(2n)! s (2n)! s (2n)! 7

d’O'I:LFn — ) —_ = - — —.
T n) x 2n—2)x--2)22  (2xnax(n—1)x--x1)22 (20 xnl)?2

R18 Ona(z—n)(n+1—12)=-n?—n+2nz+z—2? donc

ntl n+3  n(n+1) n(n+ 17"
In:/n -1+ xz - =03 de = -1+ {(n—i—%)ln(x)Jr el = (n+3) (n(n+1) —Inn) — 1.
1 1 1
| 1
Par’ croissance de l’z‘ntégmtion‘ 0< I, < / —do = —.
n 2”2 7 2712



m, il est clair que HEIEOO Uy, — U, = 0.

(n+ 1)n+1\/n—+1) T <n"\/ﬁ> o ((n—l— )"tz pl )gé) donc

R 19 Comme v, —u, =

De plus, u, 1 —u, = In (

(n+ 1)lent! nlem™ ntz (n+1
Upi1 — Uy = (n + %) In (”T“) —1=1, >0 d’aprés la question précédente. Donc |la suite (u,) est croissante.
Et|(v,) décroissant +1 ! L <I 1<0
vy, ) décroissante| car : Vpy1 —Up = Upgp1 — Uy + — — ————— = Upsg — Uy — ———— < [, — —= <0 car
i i o 2(n—1) i on (n—1) 2n?

1 1
>

2n(n—1) = 2n2’

R 20 D’apres la question précédente, (u,) [et (v,)] converge vers une limite {y, donc e'» — e = ( # 0, soit

lim =00 donc|n! ~,_, _
n—-+oo n!en 7& noteo Een

[ 7
L’équivalent précédemement obtenu donne in ~n—too Foni1 €t

7w (2n)! m enva ol 1 ny\"
Fn =~ i = e2n — . D; N E: t !Nn_> oo\/2 (—)
T 22n(nl)? M) 2271(”;6”")2 V2n o V2T “on - e




Correction du probléme:

R 21 On a f(e1) = e + 3ey.n'est pas colinéaire a e; donc la famille V = (e, f (e1)) est libre donc base de R2.
Ona fof(e)=f(er+3e)=f(e1)+3f(e2) =Tey.

0 7) etdoncdoncP_lMPZ((l) (7)) avec P = P(bellez)_((l) ;))

10
. 0 ¢ . 0 7
R 23 5 X = b d alors XY — Y1 X1 = b0 ) donc si X1 = 10 alors M; = X Y1 — Y1.X4

R 22 On a donc mat, (f) = <

R 24 Ona M, = X\Y; — VX, et M = PMyP~" donec M = PX,Y,P~' — PY;X,P~' = (PX,P~!) (PY,P~") —
(PY:P~Y (PX,P71). On peut donc choisir X = (PX1P7') et Y = (PY1P™). ( on peut poursuivre le calcul,

1/3 -1 11 0 7\1/3 -1 -1 &
T 5. p—1 _ — _ - — 3
ce qui n’était pas demandé: P —3(0 1)doncX (0 3><_1 0>3<0 1 ) (_3 1>et
v (11 0 0\L /3 —1\_(0 3\
0 3 01/3\0 1 0 1
R 25 On a bien ¢ (A) € M,, (R). De plus, pour A\, \' réels et A et A’ dans M, (R),
AN+ NA)=ANA+NA)YD —DMNA+NA)=X(AD — DA) + XN (A'D — DA") = Mo (A) + Np (A").

R 26 Soit A = (ai,j) S Mn (R)

11 2G1,2 R 170 ") a11 12 a1n
21 2a2,2 Tt Nagy . 2a271 2a2,2 T 2G2,n .

OnaAD = : : : = (7 a"’j)(i,j)e[[lmﬂ2 et DA = : : : = (ix ai’j)(i,j)
Up1 2Gp2 0 Napgy Nap1 NGpz *** Npy

Posons M = ¢ (A). Onam,;; = (j—1)a;;.

R 27 ¢(A) =0V (i,j) € [Ln], (=) a; < V(i j) € [Ln], j #i = ai; =0.
soit ¢ (A) = 0 < A matrice diagonale donc ker (p) = D,,.
Posons M = ¢ (A). On aVi € [[1,n]], m;; =0 donc M C F, donc Im (p) C F,.

0sii=j
Soit M € F,, et A définie par a; ; = { Mij . Onay@(A) =M donec M € Im(p) donc Im (¢) = F,.
(G —1)

R 28 Soit M € F,, =Im(p). Il existe A € M,, (R) tel que ¢ (A) = M donc M = AD — DA.
Soit A€ D, =ker(p). Onap(A+A)=9p(A)+¢(A)=p(A) donc M = (A+A)D — D (A+ A) donc il n’y
a pas unicité.

R 29 Soit f canoniquement associée a B et (61,62,63 ) la base canomque de R3. Posons u; = e, us = f (e1) =

1 1 1
e1+ex+ezetug = f(ug) Le caleul | 1 —1 1 = 1 entraine que us = 3e; + es + 2e3. La famille
1 1 0 2
1 1 3
(u1, us, us) est une base de R® car det(e, ey ) (U1, u2,u3) =| 0 1 1 |=1#0.
01 2
1 1 1 3 6
R30 Onal| 1 -1 1 1 |1=14 + ( donc f (ug) = 2uy + 4uy et mat(y, uyug) (f) =
1 1 0 2 4



1
R31 OnaM =P *MP avec P=| 0 et M' € Fy donc 3A € M3 (R) tel que p(A) = M'. On a
0

— = =
N = W

donc M’ = AD — DA donc M = P(AD — DA)P™' = XY —YX avec X = PAP ' etY = PDP".

0 sii=j
R 32 .En reprenant les calculs faits dans la partie précédente, M' € F, et A définie par a;; = { M,
(J—1)

vérifie p (A) = M'.

0o 0 1
I suffit donc de prendre A= | —1 0 4 | pour avoir ¢ (A) = M'. Il suffit ensuite de prendre X = PAP™!

0 -1 0
etY = PDP7L,

R 33 Si, pour tout z la famille (x, f (x)) est liée, alors, f est de la forme Nidg (voir exercice fait en cours) donc
tr(f) =tr (M) =n\ortr (M) =0 donc A =0 ce qui contredit M # 0 donc il eziste x tel que la famille (x, f (x))
est libre.

R 34 C’est la question la plus délicate. On reverra cette question avec une présentation matricielle plus tard.
Montrons par récurrence du n € N* que tr (M) =0 = M est semblable & une matrice a diagonale nulle.
-n=1:tr(M)=0= M =0 donc M est semblable (car égale) & une matrice a diagonale nulle

- supposons la propriété vraie pour n. Montrons la pour n + 1.

Soit M € M1 (R) telle que tr (M) = 0.

-si M =0 M est semblable (car égale) & une matrice a diagonale nulle

-st M #0 et [ canoniquement associé a M.

il existe e € E tel que (e, f (e)) est libre. On compléte cette famille en un base notée by = (e1,...,en41) €t on note
M’ = maty, (f).

On a f(e1) = ey doncmy; =0.

Posons F' = vect (eq, ..., enq1) et A € M, (R) la matrice définie par a;j = mj, ;. (on a donc M' = ( (é, i )

ou L est une matrice ligne et C' est une matrice colonne).

Soit p la projection sur F parallélement a vect (e1). On a A = mat(e,,. c...)(po f) et tr(A) = 0 donc, par
hypothése de récurrence, A est semblable a une matrice A’ a diagonale nulle donc il existe une base (6’2, e +1)
de F dans laquelle A" = mazf(e,2 77777 e r) (po f). On en déduit que mat<el’e,2 77777 e r) (f) = (%‘%) = M") (la
ligne L est inchangée mais la colnne C' n’est pas la méme). La matrice M" est o diagonale nulle et est semblable
a M, ce qui achéve la récurrence.

R 35 M est semblable M’ & diagonale nulle donc il existe (X',Y") € M,, (R)? tels que M’ = X'Y' —Y'X'. Soit
PeGL, (R) tel que M' = P"'MP.
On pose X = PX'P~t etY = PY'P~!. On a bien M = XY - Y X.

R 36 Soit By = {M € M, (R),3(X,Y) € ./\/ln(]R)2,N:XY—YX} et By ={M € M,, (R),tr (M) =0}
D’aprés la question précédente, Ey C Eyet si M € Ey, onadonctr (M) =tr (XY —YX)=tr(XY)—tr(YX)=0
M € Ey donc By C Ey donc Ey = Es.

On a Ey = ker (tr) ou tr est une fomre linéaire non nulle de M,, (R) donc Ey = Ey est un espace vectoriel de
dimension n* — 1 (hyperplan de M., (R)).
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