DS 2, le 9 octobre 2024 durée 4h (5 pages)

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et la concision de la rédaction.
St un candidat est amené a repérer ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursutvre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

’Les calculatrices sont interdites‘

Lorsqu’un raisonnement utilise le résultat d’une question précédente, il est demandé au candidat
d’indiquer précisément le numéro de la question utilisée.

Questions proches du cours:

Q 1 Déterminer le développement en série entiére de x — arctan (z) et préciser le domaine de validité de ce
développement.

+oo
Q 2 Soit une série entiére Y a,x"™ de rayon de convergence R > 0. On pose, pour x € |—R, R] f (x) = )_ apa™.
n=0

1. Pour quelles valeurs du réel x est-on assuré de la convergence de la série entiére Y -, a,x*"3 2
Donner une expression de la somme de cette série o 'aide de f.

2. Pour quelles valeurs du réel x est-on assuré de la convergence de la série entiére Y -, a2,2°" ¢
Donner une expression de la somme de cette série o aide de f.

In(l+z)—=x

Q 3 Montrer que la fonction f définie sur]—1,1[\ {0} par f (x) = 5
x

de classe C* sur|—1,1].

est prolongeable en une fonction

Exercice 1:

Soit A € M, (R) et la matrice définie par blocs B = < ZA 3A VI > € My, (R).
Q4 SoitacR et M= (219 ) e pm, (R
oitaecR e = ol | I € Mo, .

Donner une valeur de o pour laquelle M x B est une matrice triangulaire par blocs.

Q 5 En déduire une expression de det (B) en fonction de det (A).



Exercice 2:

11

3 3 €M4(R).

)GMQ(R)etN:

On considére les matrices M = (

S W o=
S O N O
O Ww o
SO N O

. (MO
Q 6 Montrer que N est semblable a N; = ( R )

Q 7 Soit f Uapplication linéaire canoniquement associée o M et (eq, e3) la base canonique de E = R?. Déterminer
fer—ey) et f(er+ 3es).

4 0

Q 8 En déduire qu’il existe une matrice P, € My (R) inversible telle que Py ' M P, = ( 00

). On précisera la
matrice P, choisie.

P |0
0 | P~

P~ sous forme de matrice définie par blocs & l'aide de P (on ne demande pas de calculer les coefficients de
P71,

Q 9 Soit P € My (R) la matrice définie par bloc par P = < ) . Justifier que P est inversible et exprimer

Q 10 Déterminer PN\ P et en déduire que N est semblable & une matrice diagonale.

Exercice 3:

Le but de l'exercice est de démontrer par 'algebre linéaire un résultat de cours sur les solutions particuliéres
d’équations différenttielles.

On note E = C*> (R, R) I'ensemble des fonctions de R dans R de classe C*

On considére des réels a, b, ¢, d et w et on pose, pour f € E, ¢ (f) = f"+af +bf € E. On admet que ¢ est
un endomorphisme de F.

On note (£) I’équation différentielle définie sur R par y” (z) 4+ ay’ () + by (z) = ¢sin (wz) + d cos (wx).

Premier cas

On suppose que a # 0 ou b # w?. On définit sur les deux fonctions f; : z +— cos (wz) et fy : T — sin (wx).
Q 11 Déterminer ¢ (f1) et ¢ (f2). En déduire que le plan vectoriel F' = vect (f1, f2) est stable par ¢.

Q 12 On note pp l'endomorphisme induit par ¢ sur F.
Montrer que @ est un isomorphisme (on pourra écrire la matrice de vy dans une base de F).

Q 13 En déduire qu’il existe un unique couple (e,g) € R? tel que f : x — esin (wz) + g cos (wz) est solution de

&).

Deuxiéme cas

On suppose que a = 0 et b = w?.

Q 14 Que suggérez vous de faire pour démontrer le résultat de cours sur les solutions particuliéres de y" () +
w?y (z) = csin (wx) + dcos (wx) ?
(On se contentera d’exposer la méthode sans le détail des calculs).
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Exercice 4:
On se propose de déterminer des solutions développables en série entiére de I’équation différentielle :
22y +ay + 2%y =0: (&)

On considére une série entiére »  a,z", de rayon de convergence R > 0 et on pose, pour = € |—R, R|,
+0o0
Jo (z) = E anx".
n=0

Q 15 Montrer qu’il existe une suite (by), oy telle que pour x € |—R, R|

—+00
$2J(,)/ (l’) + ZEJ/ (I‘) + ZE2J (l’) = blx + Z (bnan + an—2) xn‘
n=2

On précisera ’expression de b, en fonction des termes de la suite (ay,).

Dans les deux questions suivantes, on suppose que Jy est solution de (£) sur R.

—1)k
Q 16 Montrer que Vk € N, aq, = 4(k (k)!)zao'
k

Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y agpx®t.

La personne qui a écrit la suite de ’énoncé a oublié que a; était nul!

Q 17 Pour k € N, exprimer de a1 a l'aide de produits et de a;
Déterminer le rayon de convergence de la série entiére > agpy w2 L.

Q 18 Dans cette question, on s’intéresse auz solutions de (E) sur |0, +ool.
Montrer que toute solution de (£) sur]0,+o0o| est développable en série entiére.

Q 19 Montrer que toute solution de (£) sur R est développable en série entiére sur R.



Probléme:

Notations
R,,[X] désigne ’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n a coefficient réels.
j—1

LTI -,

(H j)jeN désigne la famille de polynémes définie par Hy = 1 et, pour tout j € N*, H; = =5
Jh

I - Utilisation de séries entiéres

I.A - Une premiére formule

Q 20 Donner sans démonstration le rayon de convergence et la somme de la série entiére réelle g x".

n=0

Q 21 En déduire le rayon de convergence et la somme de la série entiére réelle an".

n=0
Q 22 Soit k € N. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres Y., _,nfz™ ety _, ( ) ™.

1
Q 23 Soit k € N. On pose, pour x € |-1,1], g(x) = T Justifier que g est de classe C™ et déterminer

g® (x). En déduire que,

> (1) =g

n=~k

I.B - Utilisation d’une famille de polynémes
—+00

Pour tout £ € N, on note f, la fonction définie sur |—1, 1] par z — Z nFz".
n=0

Q 24 Soitk € N. Montrer que (Ho, ..., Hy,) est une base de Ry[X] et qu’il existe une unique famille (a o, - - . , Ok x;)
k

dans R¥*! telle que X* = Zozk,jHj.
3=0
Q 25 Pour k € N, donner les valeurs de ay et ayp.

Jj—1 .
Q 26 Pour tout couple (j, k) € N? tel que 1 < j < k, montrer que oy j = j* — Z < ‘Z > Q-
i=0
Q 27 Ecrire une fonction Python alpha qui prend un couple d’entiers (k,j) en paramétre et qui renvoie la valeur
de oy ;.
ATTENTION: On supposera avoir accés & une fonction binome telle que binome(n,k) renvoie le coefficient

n
bi al
mnomia (kz)

Q 28 Montrer que, pour tout k € N, il existe un unique polynome réel P, tel que,

pour tout x €] — 1,1[, fi(z) = m

et que ce polynome vérifie la relation

k
Pe=) ap,; X(1— X))k

J=0



I.C - Une relation sur les coefficients bind6miaux

. . . . 2n
On s’intéresse dans cette sous-partie a la série entiére E ( n 2" dont on note R le rayon de convergence.
n=0

Q 29 Déterminer R.

+00
2n 1
Q 30 Montrer que, pour tout x €] — R, R, E ( > A
n Vv1—A4x

n=0

Q 31 Montrer que, pour tout x €] — R, R[\{0},

§(2n) e 1—I—dz

n n—l—lz 2

n=0

Q 32 En déduire que, pour tout v €] — R, R[\{0},

SLENCICED B

n=0

Q 33 Montrer que, pour tout n € N,
iL(Qk)(Q”—2k):l(2”+2)
— E4+1 k n—=k 2\ n+1
I..D-: Des propriétés des polynémes H,
Q 34 Montrer que, pour tout k € N, P,y = X(1 — X)P, + (k+ 1) X Py.
Q 35 Calculer explicitement P, et Pj.
Q 36 Déterminer, pour tout k € N, le degré de Py ainsi que son coefficient dominant.

1
Q 37 Montrer que, pour tout k € N* et pour tout x €]0,1[, 21 P, <E> = P(z).

Q 38 En déduire, pour tout k € N* et pour tout j € [[0,k]], un lien entre les coefficients de degré j et k + 1 — j
de Pk



CORRECTION DS2 PSI

Questions proches du cours:

R 1 Voir cours
R 2 1: On a a,2® "3 =2 x a, (%)".

+00 +oo
Si |2?| < R soit |x| < VR alors Z an (22)" = f (2%) donc Z a3 = 23 f (2%).

+o0
2: Si || < R alors Y apz™ = f(x) et Z an (—2)" = f(—x) donc
n=0

= sin est pair
fx)+ f(—x) = nz:()an 1+ (—1)")a™ et 1+ ( { sin est impair donc
f(z)+ f(—x) = Z 2a9,7% donc Z agpT?P f
n=0 n=0
Too Lz Lz
R3 Size|-1,1alorsln(1+z)= 3 (-1)"" - =+ Z (—1)" % donc si de plus, x # 0,
n=1
+oo xn
Z (_1)n71 _ + -2
n=2 n g n—1 " Py n+1 T
- =3 (~1 =3 (1t
f (@) S e E ey

La fonction  — Y (— 1)”Jr1 % est somme de série entiére de rayon de rayon de convergence 1 donc est de
n=0 n
classe C* sur|—1,1[. C’est un prolongement de f de classe C™.

I Exercice 1:

1 0 2A | A
.. n 2A | A B
R40nvemﬁeque<_§j_n [n>><(A SA)_<O §A>

. I, 0 2A | A
R 5 On en déduit que det —§In I x det (M) = det 0 §A .

La formule du déterminant par blocs donne

I, 0 2A | A n
det (( _§In I )) = (det (In))2 et det ((T"?)) = det (2A) xdet (gA) = 2"det (A)x (g) det (A)

donc
det (B) = 5" (det (A))>.
Exercice 2:

R 6 Soit ¢ l'application linéaire canoniquement associée a N et (e, es, €3, ¢4) la base canonique de E = R*.

On vérifie que mat (e, eye.e0) (f) = < é\/[ (Q)M ) donc N est semblable a Ny.

wrona(33)(2)-(8) (3 3) ()= (1) -+(3) om

f(e1 —e2) =0etf (e1 + 3e2) =4 (e1 + 3ea) .



R 8 Posons u; = e; + 3ey et us = e; — ey. La famille (uy, us) est libre donc base de R? et

mat u, uy) (f) = ( 3 8 ) =D. On a donc P,'MP, = ( 3 8 ) avec Py = Ple, ep)—(uus) = ( ;) _11 )
1 _
R 9 Posons ) = ( éjl OP_ ) Le produit par bloc donne P x () = ( Oplpl ) = <—‘—) =1
1

donc P est inversible d’inverse ().

P70 M
-1 _ 1
R 10 OnaP NlP_(O Pll)(o

0 PO\ ([ P'MP |0 _( D]o
2M 0~ ) \0 2P 'MP )\ 0 | 2D

é) U donc N est semblable D10 qui est diagonale.

N est semblable & N1 qui est semblable a 5D 0 2D

Exercice 3:

Premier cas

R 11 Ona ¢ (f1): 2z —w?cos(wz) — awsin (wzx) + beos (wz) donc ¢ (f1) = (b — w?) f1 — awfo € vect (fy, fa).
On a ¢ (fz) : x— —sin(wz) + acos (wz) + bsin (wz) donc ¢ (f2) = awfi + (b — w?) fo € vect (fi1, f2).
On en déduit que le plan vectoriel F' = vect (f1, f2) est stable par .

2
R 12 La matrice de @ dans la base (f1, fa) est donc M = ( b _2) b _aw2 )
On adet (M) =(b—w?)?+a2>0 cara 0 oub+# w? donc ¢p est un isomorphisme.

R 13 On cherche des solution de (£) sous forme f = ef1 + gfy donc appartenant a F.

La fonction f = efi + gfs vérifie (£) si et seulement si pp (f) = cfi + dfs.

D’apres la question précédente, op est un isomorphisme donc il existe un unique couple (e,g) € R? tel que
o (efi + gfa) = cfi + dfy ce qui termine la démonstration..

Deuxiéme cas

R 14 On refait la méme chose avec les fonctions fi : s — wsin(wz) et fo: x> zcos(wx) et @ : fr '+ wW?f.

I Exercice 4:

R 15 La fonction somme JO sera de classe C* sur] — R, R| et on a Vx €] — R, R|,

+o0o
Jo(x) = Z anz™, Jh(z) = E na,z"t, J(x) = 3 n(n — 1)a,x""? donc
n=2
+oo
zJy(z Znanx et 2 J(v) = Zn(n — 1ayx”
n=1 n=2
+oo +oo
22 Jo(z) = 3 a, 2™ = 3 a,_92™ 2 donc Jy est solution de (€) sur| — R, R| ssi Vx €] — R, R,
n=0 n=2
“+o0o +0o0 “+o0o
221y (2) + 2 (2) + 22T (z) = Zn(n — Da,z" + a1z + Z na,x" + Z Ap—oa” =0,
n=2 n=2 n=2
soit Vx €] — R, R|,
+oo
22 Iy (z) + o (2) + 22T (7) = ayz + Z(n%n + app)x"
n=2

7



R 16 Donc Jy vérifie (£) sur |—R, R[ si et seulement si

+o0
Vo €] — R, R[,2*J} (z) + aJ' (v) + 2*J (2) = ayz + Z(n2an + ap_2)z"
n=2

.Par unicité des coefficients d’une série entiére (I’égalité ayant lieu sur | — R, R pour R > 0) on en déduit :
- Identification du coefficient de v' = x : a; = 0,

-Identification du coefficient de x™ (pour n >2) : ¥n > 2, n*a, + ay—2 = 0.donc ¥n > 2, a, = =52 ()
(=DF

4k (k)2

Vérifions par récurrence (pour k € N) Hy la propriété as, =

(1) 1

ag = a
AR(EN2T0 T 112
Heérédité : Supposons la propriété vraie pour un certain entier k € N.

On utilise alors la relation (x) avec n =2k +2 =2(k+ 1) > 2, ce qui donne

= %2k __ _ (=1).(=D* _ (—1)k+1 . hove L 1
2(k+1) = @R+1))2 — A(hF1)2AF (K2 — AFFL ((kr)n2s €€ qUi aCheve la Tecurrence.

Soit v € R*. Je note Yk € N, uy, = agp22* donc

ag.

Initialisation : Pour k =0, on a = ag donc la propriété Hy est vraie.

|:L‘|2k+2

1
(2k + 2)?

|11 _ A2k+2

_ 2] .
ol el ==

—k—+o0 0< 17

A2k

k

donc la série ) as,x?k converge pour tout v € R donc est de rayon Ry = +00.

Je laisse le corrigé pour que ceux qui, comme moi, ont oublié que a; = 0, puisse voir ce que j’attendais!

R 17 On a agp1 = (_—1)2a2k_1 = (=1) 5 X (=1) 523 = (=1) 7 X (1) g X0 X @al'
(2k + 1) (2k + 1) (2k — 1) (2k + 1) (2k — 1) (3)
On en déduit que a1 = (_1)k ((2F) (2k — 2) ;( X 2>2a1 = (_1)k 2* (kg)zal.
((2k+ 1)) ((2k+ 1))

2k+1

On montre de méme que la série Y asp1x converge pour tout x € R donc est de rayon Ry = +00.

oo oo (—1)F 22k (k1)?
R 18 Sur 0, +oo[, posons fo = Y X a2 et £, (z) =

| | & T =2 ((2k + 1))?
D’apreés ce qui précéde les fonctions fo et f1 sont définies sur |0, +o0].

De plus il est immédiat qu’elles vérifient la relation (x) donc sont des solutions de (&)

$2k+1 .

L’équation (£) équivaut sur |0, +oo[ ay"+—y' +y = 0: (E) donc l'ensemble de ses solution est un espace vectoriel
T

de dimension 2.

Montrons que famille (fo, f1) est libre: supposons Vx € |0, +oo[, agfo (z) + a1 f1 (z).

On peut passer a la limite en 0 car les sommes de séries entiéres sont continues sur l'intervalle ouvert de conver-
gence et on obtient ag = 0.

De méme, en passant a la limite en 0 dans la relation aofy (x) + a1 f () (es sommes de séries entiéres sont de
classe C sur l'intervalle ouvert de convergence), on obtient a; = 0

On en déduit que l’ensemble des solutions de (E) sur |0, +o00| est vect (fo, f1)-

R 19 Une solution f sur R est solution sur |0,4o00[ donc sa restriction a |0,4o00[ est de la forme

+00 oo (_1)k 92k (1.1)2
(=D* 2k (=1)" 2% (K1) s 2
T ag Tz T+ ag avec (ag,a1) € R* quelconque.
& & (k1)) (0, a1) € R quelcong
- pe= I oo (—1)F 22k (k1)?
De méme sa restriction o ]—oo, +0[ est de la forme x +— ¢y > mx%—i—cl > 22 (o, 1) € R2.
k=0 =0 ((2k+ 1))

De plus, elle est continue en 0: 3



e (—1)" 2% (k)
" m% Ca p2kH1 a
Jim ( 0 Z 4k )? kz::O ((2k + 1)')2 0 donc ag = co
lim | ¢ ZOO (,;1)1“2 %k 4+ ¢ JFZ (= ) 2% (k! ) p?H ) = ¢
!
z—0~ k=0 k) k=0 ((Qk + 1) )

Elle est de classe C' donc lirgf)l+ f(z) = 111517 f'(z) donc ay = ¢;.

0 o oo (—1)" 22% (k1)?
On a done f (z) = a D" 2k
f( ) Okz::()4k(k!)2 1/;::0 ((2/{7—1—1)!)

2k+1

pour x € R* donc pour x € R donc f est dévelop-

pable en série entiere sur R.
Réciproquement une telle fontion est solution (déja vu).

Probléme:

I Utilisation de séries entiéres

I.A-: Une premiére formule

+oo
R 20 La série entiére ) x" a pour rayon de convergence 1 et Vo € |=1,1[, ) 2" = = g(x).

R 21 Pour toute suite (an)nav, les séries entiéres ) - oa,x" et Y, - na,x" ont méme rayon de convergence
donc a série entiére Y nx" a pour rayon de convergence 1.

De plus par propriété de dérivation des séries entiéres sur l'intervalle ouvert de convergence, g est de classe C*°
sur ] —1,1[ et, pour tout x € | — 1,1] :

- T (1- )2
— (1—2)

+oo +o0o T
On en déduit que Vx € |=1,1[, > na" ) na" = ——.

n=0 n=1 (]- - ZL‘)
R 22 [a série entiére 2@0 nFx™, qui vaut 1 par k applications successives de la propriété rappelée ci-dessus
nn—1)---(n—k+1) n n*

I et donc ( ) ~

k n—-400 k' ’
Donc la série entiére Y, -, (k)x a le méme rayon de convergence que la série entiére —

Soit k €N fiwé. Pour tout n >k on a (}) =

k..n ;
Y nso T, qui vaut 1

k;l

R 23 La fonction g est de classe C*° comme inverse d’une fonction C™.
Onag(x)=00—xz)" doncg (z)=(-1)x (=) x (1—2)"=1x(1—2)? et donc
g (@)= (-2)x (D) x1x(1—2)"=2x1x(1-2z)"
De méme, la dérivée de (1 —x)™" esti(1 — :U)f(lﬂ) done, par récurrence immeédiate,

*) (7)) = _ A G )
g (x)=kx(k—1)x---x2x1x(1l—ux) RS
Par ailleurs en dérivant terme a terme k fois la série entiére on obtient pour x € | — 1,1 :

g®(z) = Z"(" — 1) (n—k+1z"F =k Z <Z> z"k

n==k n==k



done
= n n k = n n—kn
> (o) = ()

= Hg(’“)(m)

ZEk

DR
I.B-: Utilisation d’une famille de polynémes

R 24 Pour tout j €N, le polynéme H; est de degré j. On en déduit que la famille (Hy, ..., Hy) est une famille
échelonnée en degrés, donc libre, de k+ 1 polynémes appartenant &y [X| qui est de dimension k+ 1. Cette famille
constitue donc une base de Ry[X]. Le polynome X* €Ry[X] s’écrit donc de maniére unique comme combinaison
linéaire de cette famille,

il existe une unique famille (ayp, ..., arx) dans R telle que X% = ZakyjHj :(%).

R 25 Pour k =0, on a directement cgo = 1.

Soit k > 1, alors en évaluant la relation (x) en 0 on obtient, compte tenu de Hy(0) = 0 pour tout k > 1, que
Qo = 0.

En identifiant les coefficients des termes de degré k dans (x), absents dans H; si j < k, on obtient oy, = k!

R 26 Soient deux entiers j et k tels que 1 < j < k.
k
En évaluant la relation (x) en j, on obtient j* =" ay;H;(j). Sij < i alors X — j est un facteur de H; et donc

H;(j) = 0. En revanche si j > i on obtient
._1“ JG=1) . G—i+1) (i
) =5116G-9 il U

=0

i . =L
On obtient finalement j* = >~ ay; (Z) et en isolant le terme i = j, ag; = j* — < Z ) s
~ :

R 27 programme python:
(ce programme n’est pas demandé)

def binome(n,k):
b=1
for i in range(k):
b=b*(n-1)/(i+1)
return b

def alpha(k,j):

if k==0:
return 1

else:
A=[0]
for 1 in range(j):

A . append ((1+1) *xk-sum( [binome (1+1,i)*A[i] for i in range(1+1)]))

return A[j]

d
en 10



R 28 Soit k un entier naturel. Soit x un réel de | — 1,1].
+o0
Par définition, fy(z) = > nFzm.
n=0
k +oo k
Or d’aprés la question 24, n* =Y oy, ;Hj(n). Donc fi(x) = Y > ag,H;(n)z".
j=0 n=0 7=0

Par linéarité de la somme de séries convergentes, fi(z) = > ox; > Hj(n)z"
(’".‘) sin =]

J . Mais par convention (") =0 si 7 < n. Donc H:(n) = (").
0 sinon P (]) J () (3)

Or par définition H;(n) = {

Ainsi fi(z) = Z Qg j Z (’;)m”

n=j

+o0o .
D’aprés la question 22, Z (?) " = #

n=j
Azngz fk( ) Z k.j =) J+1 = = A=z)Fr1 = (1 x>k+1 avec Pk(X) = Z CthXj(l - X)k_].

=0 - =0
S’oit Qi un polynéme vérifiant fi.(x) = Qk—(x), alors on aurait Qy (x) = Py (z) pour x € |—1,1| donc Q — Py
(1 )k—i—l
—

admet une infinité de racines donc Qi = Py.

I.C-: Une relation sur les coefficients bind6miaux

R 29 Pour x # 0 fixé et n €N, posons u, = (*') |2"| > 0. On a alors

Unpr  (2n42)!(n!)?

(2n+2)(2n+1) A
wn ((n+ 1))? (2n)! ol o, 4l

(n + 1)2 n—-+00

x| =

1
On déduit alors du critére de d’Alembert que si |x| < 1 alors la série de terme général u, converge, et que si

1
|| > 1 alors cette méme série diverge. On en déduit que R = —

R 30 Par développement en série entiére de référence on a, pour tout x tel que |4x| < 1,

1

=(1—-4x)2=1 +Zan —4z)"

l\')

1
V1 —4dx

ou, pour tout n € N*, a,, = %:li[: (—1 - k) = L "1:[1(2k +1) = LN (@n) - 1 <2n)'

2 n!2m ;2 n!2n 2nn! g n
—2
R 31 La fonction x — /1 — 4x est dérivable sur I, de dérivée x — ———.
J V1 —dzx

) 1—4x o ,
est donnée par v — ————, et que la primitive qui

1
V1 —4x 2

On en déduit qu’une primitive sur I de x +—
1—+v1—4x
5 .

Par intégration terme a teme de la série entiére sur |—R, R[ = }—

44
oo ntl 1—-+/1—-4 " 1—+/1—-4
nZ::o (27?)54_1 — i T et aprés division par x, nz ( )nx—f—l 5 ay

11

s’annule en 0 est x —

11
- {, on en déduit que, pour tout r € I,




R 32 Les séries des deux questions précédentes ayant pour rayon de convergence 7 la série entiére obtenue par

1
produit de Cauchy a un rayon de convergence au moins égal & 1 et, pour tout v € I\ {0},

S(Emem)e = (Se.5) (Eee)
1—-—+v1—4x 1
X 2z | V1 -4z
- g(\/l—élx_l)'

R 33 Or, toujours d’apres le développement en série entiére obtenu précédemment, pour x € I\ {0} on a

L B ol o) S5 e

"1 - 1
Par unicité du développement en série entiére, Z 1 < 2k ) ( 2n — 2k ) =3 ( 2n+ 2 )
k=0

+1 k n—k n+1

I.D-: Des propriétés des polyndmes H;
R 34 Soit k un entier naturel.
Par définition, Yx €] — 1,1[,: fi(z) = Z nkzn

+00
En tant que série entiére, fy est dérivable sur| — 1,1 et Vo €] — 1,1],: fi(z) = Y nFtign-t.

Donc Vx €] —1,1], frr1(z) = xf](x).
Orvz €] — 1,1[, fu(x) = -9 Done Va €] — 1, 1], fi(z) = ()Pt (b DP(x)

(l_x)lﬁ»l (1_1.)k+2

Alors Vo €] — 1,1], fry1(z) = 2(1—2) P (@) +(k+1)aPy ()

(1—z)k+2

Par unicité du polynome Pyiq, Pri1 = X(1 — X)P, + (k+ 1) X P,

R35 =1, P =X.

Donc P(X) = X(1—-X)+2X?
= X?’+X
Py(X) = X(1-X)2X+1)+3X(X*+X)
= 2X? 4+ X —2X° - X?+3X3 4+ 3X?
= X34+4X2+ X

R 36 Montrons par récurrence sur k: Py est un polynéme de degré k et de coefficient dominant noté ¢, = 1.
Init: Py, Py, Py et P3 sont des polynome de degré respectifs 0, 1, 2 et 3 de coefficient dominant 1.

Hérédité: Soit k un entier naturel. Supposons Py polynome de degré k de coefficient dominant ¢, = 1.
D’aprés la question 34 Pyi1 = X(1— X)P, + (k+ 1) X P.

Donc Pyyq1 est un polynome de degré inférieur ou égal a k + 1.

Le coefficient de X**1 et —kep + (k+ 1), = ¢, = 1

Donc Pyy1 est un polynome de degré k + 1 et de coefficient dominant a 1.

R 37 Procédons a nouveau par récurrence sur k.
Initialisation: z*P; (2) =2 = Pi(z) et 2°Py (1) = 2% (5 + 1) = 2 + 27 = Py(w).

2 T

1
Hérédité: Soit k un entier naturel non nul. Supposons que pour tout x € |0, 1[, z**1 P, (—) = P(z).
12 v



D’aprés la question 34 Py1 = X (1 — X)P| + (k —|— 1) XPy.
Donc v €001, 2By (1) = 2542 (L= 1) B (D) ¥ (b4 D2R () = o (0 — VP () + b+ Do (2).

1
Par hypothése de récurrence, Vo € 10, 1[, 281 B, (—) = P(z).
T
1
Donc en dérivant, Vz € )0, 1], (k + 1)z* P, (—) — " 1P (1) = Pi(x).
T

Alors Pii1(x) = x(1 —2)P(z) + (k+ 1)z Py(x)

T ((k 1)t P (i) A (i)) + (k + DaPy(x)

= (k+1)a*'P, (%) —2F(1 - 2)P, (i) — (k + 1)2**2p, (é) + (k + 1)aPy(z)

= 2" (($ —1)P] (é) + (k+ 1)z Py G)) + (k+ 1)z (—mk“Pk (é) + Pk(x))

ce qui acheéve la récurrence.

R 38 Soit k un entier naturel non nul. i
11 existe des réels cg, ¢y, -+ , ¢ tel que Py(z) = > cia’.

D’apres la question 36, ¢, = 1 et de méme par récurrence, on montrerait que co = 0. Donc cog = cxy1 = 0.

k
1 1
Al k+1P - — k+1 —
ors - X ;C 7
k

— § Cil'k—H_Z

i=1

k

_ E : i

= Ck1—T
i=1

k
Donc par unicité des coefficients Vi € [[0,k + 1]], ¢; = > crr1-i-
=1

Commentaires:

Utilisation des notations
e ne pas confondre f et f () (Q11 ¢ (f) () bonne notation différrent de ¢ (f ()) ou ¢ (f).
Regle de d’Alembert:

e ne pas oublier la limite

e ne pas appliquer de "réciproque" ( plusieurs questions concernées. Mentionner les deux cas: |r| > R et
x| < R.
|z 13



Préciser rapidement les théorémes invoqués: exemples

e Par th de dérivation terme a terme

e Par application du produit par blocs

e > a,z" et Y na,x" ont méme rayon

récurrences immeédiates: laisser la forme développée avec ... et simplifier ensuite (Préférer 2 x 3 x 4 & 24)
Essayer d’étre précis:

o Préférer Videg (H;) =i a "degré échelonné"

o Préférer X* = a1 Hy, + Q avec deg (Q) < k—1a "iln’y a de X* que dans H"
Algebre

e ne pas parler de la dimension d’une famille mais de son nombre d’éléments

e attention a la définition de P dans la formule de changement de base

e det(AA) = \"det (A)

Utilisation d’'un marteau pour écraser une mouche:

e

— dse donc C* sur |—1,1].

Domaine de validité des calculs & préciser: exemple parmi d’autres

1
o z— (14 x)” est dse sur |—1,1[ donc si |'4z| < 1, alors Vi
— 4z

Q1: Dériver et intégrer une série entiére ne change pas le rayon
Q2.A CONNAITRE (programme de colle S5 et 6). D’Alembert inutile
Q8 inutile de redémontrer la formule de changemende base. Confusion P avec P~!.

PtloO -
0 P ) est 'inverse de ...

Q9: Par application du produit par blocs on vérifie que (
Q10: Ne pas oublier de revenir & N (deux étapes)

Q13: Reédaction: Faire apparaitre ce qui est donné (mb de droite) et ce qu’on cherche.

Vf, o (f) existe est est unique est sans intéret et ne caractérise pas les bijections.

Q14: Non (P ou Q) équivaut & Non (P) et Non (Q)

E4: pb énoncé: a; = 0.

Q23 mettre sous forme (1 — x)fl, (1—x)2...,(1—- x)fk pour que les calculs apparaissent immédiats.
Q27: récusivité maladroite (long a I’exécution)
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