DM3 (pour le 18 octobre 2024)

Probleme:

Le probléme est composé de trois parties qui ne sont pas indépendantes. On pourra admettre les résultats des
questions de ce probléme en les précisant dans la copie.
Etant donné un réel i, on considére ’équation différentielle (£,) suivante :

16 (z* — )y + (162 — 8)y' —puy =0 (E,)

dont on cherche des fonctions solutions y sur l'intervalle ouvert |0, 1[.

I Partie I - Résolution dans le cas ot =0

Dans cette partie, on suppose i = 0, on cherche donc a résoudre sur |0, 1] ’équation

16 (2> — 2) y" + (162 — 8)y' = 0. (Ep)
Q1 Soit f: x — arcsin(2z — 1). Montrer que f est définie et continue sur le segment [0, 1], dérivable sur
Uintervalle ouvert |0, 1] et que : Yz € 10,1[, f'(x) = ﬁ

Q 2 Montrer que toute fonction constante sur 0,1 est solution de (Ep).

Q 3 Montrer que Vo € R\{0,1}, 262=8_ — /2 4 1/2

' 16(22—x) @ | a1
Q 4 On pose z =y'. Montrer que (Ey) est équivalente a : 2’ + (— + —> z2=0. (E%)
Q 5 Résoudre (E*) sur 0, 1].
Q 6 En déduire les solutions de (Ey) sur ]0,1].

ITI Partie II - Recherche d’une solution particuliére dans le cas i # 0

On suppose p # 0.
Soit y une fonction égale & la somme d’une série entiére de terme général a,x", de rayon de convergence R
supposé strictement positif :

—+00
Vre]-R,R[, y(x)= Zanx”
n=0

Q 7 Montrer que y vérifie (E,) si et seulement si Y °0 [(16n? — p) a, — 8(n + 1)(2n + 1)a,1] 2" = 0.
On supposera dorénavant que y est solution de (E,).

Q 8 Montrer que Vn € N*, a :wa :(Ry)
q ) n 47 (2n)! 0 - n)-.

Q9 Siag =0, donner une expression simple de y et préciser son rayon de convergence.
Q 10 Siag # 0 et il emiste p € N tel que pu = 16p*. Montrer que y est polynomiale et préciser son degré.

Q 11 Siag # 0 et il nexiste pas d’entier p € N tel que u = 16p>. Préciser le rayon de convergence de la série
entiére Y a,x".

On ne suppose plus y est solution de (£),).
Q 12 Conclure.

Q 13 Euiste-t-il des solutions de (E,) non développables en série entiére?



III Partie IIT - Etude aux bornes de |—R, R| d’une solution partic-
uliére
On se place dans le cas ot ag = 1 et = 1.

Soit ¢ la fonction définie sur I'intervalle |—R, R par la relation :

+o00

$(z) =Y ana"

n=0

ot la suite (ay,), oy est la suite définie par les relations (R,) et R est le rayon de convergence obtenu & la question
précédente.

—(4n)!
427 % ((2n)!)2 X (4n—1)

Q 14 Montrer que que Vn € N*, a,, =

Q 15 En déduire que a, ~p,_o0 m-

Q 16 Etudier la convergence de la série Y a,a™ enx = R et v = —R.

Exercice (facultatif):
Cet exercice est une illustration de la méthode de la base adaptée.
On définit la famille de polynomes réels (F,), .y par Py = 1 et par les relations suivantes :

n—1
Vn>1, P(X)=X(X-1)...(X—-(n-1)=][(X-k.
k=0
Q 17 Etablir que (Po, P, ..., P;) est une base de Ry[X].
Q 18 Soit P un polynome a coefficients réels de degré d.
1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére y P (n) x_'
n!
o A ) > P(n)
2. Montrer qu’il existe un polynome @ de degré d tel que Vo € R, — = Q (z)e”.
n=0 T



Correction

Probléme:
Partie I - Résolution dans le cas ot ;1 =0

R1Si0<z<1alors2z—1¢€[-1,1] et x — arcsin(x) est définie et continue sur [—1;1] donc f est continue
sur [0, 1].
Si0<z<1alors2x—1¢€ ] 1,1[ et x +— arcsin(z) est dérivable sur |—1,1[ donc f est dérivable sur |—1,1].

2

De plus ' (z) =2 x = = L S—
p f \/1 B B 2 \/433 — 42 \/x(l—a:)
R 2 Vérification immédiate.
R 3 Réduisons au méme dénominateur :
1/2 1/2 r—1/2 ~ 16x -8 16 — 8

x +x—1:x(:p—1)_16x(x—1):16(x2—117)

R 4 Sur Uintervalle 10,1 (Ey) < y" + lé(ﬁm‘”z__i)y =0&2+ 1(6”” 8)2 =0 avec z=y

En utilisant la question précédente, on obtient la forme attendue

(E*)iz’+<1/2+ 1/2)2—0 et z=1y

x r—1
R 5 Posons a(x) = % + ;/—21, une primitive sur/O 1fest A(x) =ilnz+ iln|z — 1| =ilnz+1iln(l-x).
Les solutions de (E*) sur0,1] sont: ¢, : o+ Ce™ 4@ = Az=1/2(1 — z)~ 1/2 \/1—”” pour A € R.
R 6 les solutions de (Ey) sur |0, 1] sont les fonction y telles que z =y’ est solutions de (E*) sur |0, 1] telles qu’il
eviste A € R, ¢ (z) = ——2— = Af'(2).

\ z(l—x)
On en déduit que les solutions de (Fy) sur |0, 1] sont les fonctions :

fap:x— Af(x)+ B = Aarcsin(2z — 1) + B ou A, B € R.

Partie II - Recherche d’une solution particuliére dans le cas ;=0

n

+o0
R 7 Soit une fonctiony : x — > a,x
n=0

, somme d’une série entiére de rayon R > 0.

+oo
Le th de dérivation terme a terme des séries entéres donne: y'(x) = > na,a™ 1 et y"(x) = > n(n — 1)a,z" 2

n=2
donc 16 (2% — z) y" + (162 — 8)y — py =0
+o00 +o00 400 +o00o 400
& 16 Y n(n — Da,z™ —16 Y. n(n — Da,a™ '+ 16 Y. nay,a™ —8 Y, naz™™t —pu Y. az™ =0
n=2 n=2 n=0

n=1 n=1
400 +00 +00 +o0 +o0o
<16 > nn—1a,2"—16 >, (n+1)na,2"+16 > na,z"—8> (n+1)apa™—p >, aa™ =0
n=2(ou 0) n=1(ou 0) n=1(ou 0) n=0 n=0

+oo
< > (16n(n — Da, — 16 (n + 1) nay41 + 16na, — 8 (n+ 1) apy1 — pay) ™ =0
n=0

+00 oo
& Y [(16n% — p)a, —8(n+1)(2n + 1)ay ]z =0= > 0z".
— n=0



R 8 Par unicité du DSFE,
La fonction y est donc solution de (E,), ssi Vn € N, (16n* — u) a, — 8(n + 1)(2n + 1)a,+1 = 0.s0it

(16n° —p) (160" —p)
8n+1)(2n+1) "  4(2n+2)2n+1) "

VneN, a1 =

On en déduit

n

a H (165% — 1) _ [Ti—o (16K% — 1) — [Ti—o (16K* — 1)
“Llyorr2yer+1) ~ T 4@k +2)2k+1) " 4nti(2n + 2)]

ap41 =

Ou encore, par simple décalage d’indice :

n—1
16k% —
R .

R 9 Siag =0, alors pour tout n € N,a, = 0. La fonction y est la fonction nulle, somme de la série entiére nulle
de rayon de convergence +00.

n—1
IT (16k2—p
k=0

4n(2n)!
la formule (*) donne a, = 0 d’abord, et ensuite: Yn > p+1,a, = 0. Dans ce cas, toute solution développable en

série entiére est un polynome de degré p. (On note dans ce cas I = R).

R 10 Siag # 0 et u = 16p* pour un entier p, on a a, = ag pour toutn € [[1,p — 1]]. Aurangn = p+1,

nf[l(IGka,u)
R 11 Siag# 0 et pu nest pas de la forme p = 16p?, alors a,, = ay*=>

S a2
2 2
On aa, 1 = %an donc = = 8(£fg(2:21)x donc lim,_ 4o
de D’Alembert :
- Si |z < 1, la série numérique >, a,x™ converge absolument,
- Si|z| > 1, la série numérique Y a,x™ diverge grossiérement.
On en déduit : R =1 (On note dans ce cas [ =]—1,1[).

pour tout n. Posons u, = a,x".

Un+1
Un

= |z|, et donc en utilisant le théoréme

R 12 Comme on a raisonné par équivalence dans la question 7, les fonctions obtenues sont bien solution de (E,,)
(sur lintervalle I obtenus précédemment)

+o00

R 13 Soit yo: x — > a,z™ la fonction obtenue pour ag = 1. Les autres fonctions développables en série entiére
n=0

solutions de (E,) sont de la forme y = agyo est solution de (E,) L’ensemble des solutions de (E,) sur I est un

espace vectoriel de dimension 2 donc il existe des solutions non développables en série entiére.
Partie III - Etude aux bornes de |—R, R[ d’une solution particuliére

R 14 onaag=1,u=1, et donc:

(16n* — 1)
42n+2)(2n+1

ho (16K — 1)

Vn € N, Ant1 = 4n<2n)'

)an(*) ;. VYneNt a,=

on obtient :

roo (16K2 — 1) TIp—g(4k — 1)(4k + 1)
|

N*, ay = _
vnelN, a 47(2n))! 27(2n)!

(**)

Notons P, le produit des entiers pairs, I, le produit dis entiers impairs, compris entre 1 et 4n, de facon que



(4n)! = P,I,,. Pour le produit des pairs, on a P, =2 x ... x (4n) =2 x 1 x ... x (2n) = 22"(2n)!
Considérons ensuite le produit :

n—1

Qn=(4n—-1)x H(4k—1)(4k—|—1) =—1-1-3-5-7-9-...-(4n—=5)- (4n—3) x (4n—1) = -1,
k=0
On a donc : o
(4n)! = P,I, = 2°"(2n)! - (=Qn) = —2°"(2n)!(4n — 1) x [ [(4k — 1)(4k + 1)
k=0
On en déduit que
—(4n)! 1 —(4n)!

U Qe 2n)l(dn — 1) 4n(2n)] 427 (2n)12(4n — 1)

R 15 la formule de Stirling donne:  (4n)! ~,_o e 4 (4n)*"\/2mdn = e~ 444 n4"2\/27tn et
(2n)! ~poo €72(20)2" 220, (20)17 ~p oo €7 4(20) 2120 = e 42 227120 (on a bien 2" = 42" ) donc :

B —(4n)! —e 4t 2 —/n -1
C42n(2n)2(4n — 1) T 4ne—ing2npAndndndn 42702 4y/2mn3/2

Qn

R 16 On a R = 1. Etudions la convergence des séries numériques Y a,1" = > a, et Y a,(—1)":
1 L, . . 1 L. L, .
On a |a,| ~p—oo yWoreTEs et la série de Riemann —373 COTVETYE. Nos deux séries numériques convergent donc

absolument.

Exercice:

R 17 On adeg(P;) =i donc (Py, P, ..., Py) est libre et est formée de d+1 = dim (R,4[X]) vecteurs donc est une
base de Ry[X].

d
R 18 Soit P un polynéme a coefficients réels de degré d, P = > a; X".
i=0

1. On a P(n) ~p_oo agn®. Le rayon de convergence de > nx™ est égal a 1 d’aprés le cours donc Le rayon de
convergence de > P (n)z" est égal a 1

d
2. La famille (Py, Py, ..., P;) est une base de Ry[X] donc il existe des réels by, ..., by tels que P = > b;P;.

i=0
it o o a2 o o B .
On en déduit que siz € R alors 3 P(n) — = > | > biFi(n) | — Or, pouri/>1, ——= = nn—1)x---
— n! n=0 \i=0 n. n.

n=0 TL'

donc i P(n) ’

n d [e'e) n
0 = E <§ b-—) car d’aprés la question précédente, toutes les séries convergent.
n= . 1=

0 \n=1 z(n_l)'

o0 ot d Foo pnti d
On en déduit que > P (n) — = Sbi > ( bixz> X v,
n=0 n: =0

=0 n=o0 N i




