DM 6, pour le 4/11/2024

Exercice 1:

6 -5 -3
Soit A= 3 -2 -3
5 —5 —2

Diagonalisation de A

Q 1 Donner un vecteur propre et une valeur propre de A.

Q 2 Calculer le polynome caractéristique x 4 de A.

Q 3 Déterminer une matrice P € GL3 (R) telle que P~ AP est diagonale.
0

111 1
Dans la suite, onnote P=| 1 1 0 et D=1 0 -2
011 0 O

w O O

Calcul de A"
Q 4 Déterminer P~1.

Q 5 Soit n € N. Déduire de ce qui précéde la matrice A™.

Matrices diagonalisables dans la méme base que A

Soit M € M (R)

Q 6 On suppose qu’il existe (a,b,c) € R* tels que M = aA% + bA + cls.

On note alors Q = aX?+bX +c € Ry [X] et Q (A) = aA? +bA + cl3 (on procéde de méme pour un polynome de

degré quelconque).
Montrer que M = Q (A) est diagonalisable et préciser P"MP.

Q 7 Réciprogement, on suppose que P~YMP est diagonale. On pose P"'MP = A =

o oR
oW o
2 OO

Justifier qu’il existe Q € Ry [X] tel que Q (D) = A.
En déduire qu’il existe Q € Ry [X] tel que M = Q (A).

Polynéme annulateur de A
Q 8 Calculer (D + I3) (D + 213) (D — 313).
Q 9 En déduire que x 4 (A) = 033.

(Ce résultat est un cas particulier du théoréme de Cayley-Hamilton)



Commutant de A
On pose C' (A) = {M € M3(R),AM = M A} et E = vect (I3, A, A?).
Q 10 Montrer que E C C'(A).
Q 11 On veut montrer 'inclusion réciproque.
1. Déterminer C (D) = {N € M3(R), DN = ND}.

2. Conclure.

Racine carrée de A

Q 12 Montrer qu’il n’existe pas de matrice R € M3 (R) vérifiant R? = A.

Exercice 2: Matrice A semblables a oA

Soit n € N*. On pose w = e'n .

0 ... 0 1
10 0 ! X
. . .o 0 w
Soit K, =| 0 1 . : : eEM,(C)et D, = | ~
: . c. 0 ". O
. . . n—1
0 --- 0 10 0 0 w n

n

Q 13 Montrer que K,,.est semblable o D,,.
Q 14 En déduire que K, est semblable o wk,,.
Soit A € M,, (C) et a € C. On suppose que A est semblable & aA.
Q 15 Montrer que si A est inversible alors o™ = 1.
Q 16 Soit A € C. On suppose que X € sp(A). On suppose que A # 0.
1. Montrer que Vi € N, o'\ € sp (A).
2. En déduire que Ip € N*/aP = 1.

Probléme:

Dans tout le probléeme, les espaces vectoriels sont considérés sur C.

Etant donnés deux entiers naturels n et p non nuls, on note M,, ,(C) l'espace vectoriel des matrices a n lignes et
p colonnes et a coefficients dans C (et 0,,,, sa matrice nulle) et M,,(C) celui des matrices carrées a n lignes et a
coefficients dans C (et 0,, sa matrice nulle).

Soit E' un C-espace vectoriel. On note L(E) I'espace vectoriel des endomorphismes de E.

Un endomorphisme u de E est dit échangeur lorsqu’il existe des sous-espaces vectoriels F' et G de F tels que

E=F&G, u(F)CGetu(G)CF

On dit que u est de carré nul lorsque u? est I’endomorphisme nul de E. On dit que u est nilpotent lorsqu’il
existe un entier naturel n > 1 tel que u™ = 0.
Une matrice A € M,,(C) est dite de carré nul lorsque 4% = 0.

L’objectif du probléme est, pour un endomorphisme d’un C-espace vectoriel de dimension finie, d’étudier le

lien entre les conditions suivantes : 5



(C1) Pendomorphisme u est échangeur ;
(C2) il existe a,b € L(FE), tous deux de carré nul, tels que u =a+b ;

(C3) il existe une base de F dans laquelle les matrices de u et de —u sont semblables.

Les parties A et B sont indépendantes entre elles et indépendantes des autres.

A. Quelques considérations en dimension 2

On se donne ici un C-espace vectoriel de dimension 2 et un endomorphisme non nul v de E vérifiant la condition
(C3).

Q 17 Montrer que u est de trace nulle.
Q 18 Montrer qu’il existe un vecteur e non nul tel que la famille (e, u (e)) soit une base de E.

Q 19 Donner la forme de la matrice de u dans la base (e,u (e)) et en déduire que que u est échangeur.

B. La condition (C1) implique (C2) et (C3)

Soient n et p deux entiers naturels non nuls. Soient A € M, ,(C) et B € M,,,(C). On considére dans M,,;,(C)
la matrice M définie par blocs comme suit:
0, | B
v ()

B
Q 20 Calculer le carré de la matrice (SL‘O—> En déduire que M est la somme de deux matrices de carrés
b,n p

nuls.

Opn | =1,
Montrer que D est inversible, calculer D' puis DM D™, et en déduire que M est semblable & —M.

Q 21 On considére dans M, 1,(C) la matrice diagonale par blocs D = ( In_ | Onp )

Jusqu’a la fin de cette partie, on se donne un endomorphisme u d’'un C-espace vectoriel £ de dimension finie.
On suppose que u est échangeur et on se donne donc une décomposition £ = F' & G dans laquelle F' et G sont
des sous-espaces vectoriels vérifiant u(F) C G et u(G) C F.

Q 22 On suppose ici F' et G tous deux non nuls.

On se donne une base (fi1,..., f,) de F' et une base (¢1,...,g,) de G.
La famille B = (f1,..., fn, 91, -, 0p) €st donc une base de E.
Compte-tenu des hypothéses, décrire la forme de la matrice u dans B.

Q 23 Déduire des questions précédentes que u vérifie (C2) et (C3). On n'oubliera pas de considérer le cas ou
l'un des sous-espaces F ou G est nul.



C. La condition (C2) implique (C1) : cas d’un automorphisme

Dans cette partie, u désigne un automorphisme d’un C-espace vectoriel £ de dimension finie. On suppose qu’il
existe deux endomorphismes a et b de E tels que

u=a+beta?=0=0

Q 24 Soit f un endomorphisme de E tel que f? = 0.
Montrer que dim(ker(f)) > 1 dim(E)

Q 25 Démontrer que E = ker(a) @ ker(b), et que ker(a) = Im(a) et ker(b) = Im(b).

Q 26 En déduire que u est échangeur.

D. La condition (C2) implique (C1) : cas non bijectif

Dans cette partie, u désigne un endomorphisme non bijectif d’'un C-espace vectoriel £ de dimension finie. On
suppose qu’il existe deux endomorphismes a et b de E tels que

u=a+beta®=b0"=0
On pose, pour k € N, N, = ker(u®) et [}, = Im(u").
Q 27 Montrer que pour tout k € N, Ny C Npiq et Iy C I.
Q 28 Justifier qu’il existe p € N, tel que N, = Npi1.
Q 29 Montrer qu’il existe un entier naturel p tel que Vk > p, Ny = N, et I;, = I,,.
Q 30 Montrer que E = N, @ I,.
On pose F' = ker(u?) et G = Im(uP).

Q 31 Justifier que F' et G sont stables par u. On note up (et respectivement ug) l'endomorphisme induit par u
sur F' (respectivement sur G ). Montrer que up est nilpotent et ug est un automorphisme.

2

Q 32 Montrer que aou?® = u?oa. En déduire que Vi € N, No; et Iy; sont stables par a.

Q 33 Montrer que G est stable par a et b et que les endomorphismes induits ag et bg (par a et b sur G) sont de
carré nul.

Pour cette derniére question, on admet qu’un endomorphisme nilpotent est échangeur.

Q 34 Montrer que u est échangeur.



Exercice 1:

Diagonalisation de A

1 1
R 1 On remarque que A| 1 | =-2| 1
1 1
r—6 5 3 r+2 5 3
R2 Onaxy(z)=| -3 z+2 3 |=|z+2 z+2 3
-5 ) T+ 2 T+ 2 ) T+ 2
1 5 3 1 5 3
=(x+2)|1 z4+42 3 |=(x+2)|0 2-3 0 |=@+2)(x—1)(zx-3).
1 5 x+2 0 0 z—1

On en déduit que sp (A) = {1, —2,3}.

5 —5 —3 T 0
R3AX =X (A-L)X=0& | 3 -3 -3 o |=]0 |
5 —5 -3 T3 0
51‘1—51’2—31’3:0 1173:0 ZL‘3:0
{31‘1—31’2—3I’3:0 <Z>{ZE1—.I‘2—£L'320 < 371:372.
1
On a donc Ey (A) = vect 1
0
1
On trouve de méme Ej3 (A) = vect 0
1
1 11 1 0 O
Onpose P=| 11 0 |.OnaP'AP=| 0 -2 0 | =D
011 0 0 3
Calcul de A"
1 1 1
R 4 Soit (Ey, Ey, E3) la base canonique de M3, (R). OnposeUy = | 1 | ,Us=| 1 | ,Us=1| 0
0 1 1
U =FE|+ FEs
On a P = F(g,,By,B3)— (U1 ,Us,Us) QUEC Uz =Ey+ Ex + B3
Us = By + Ej
Uy—U, = Eg 1 0
On en déduit U2 Us = donc Us — Uy + Uy = E;. On en déduit que P~! = -1 1
Us = E; + (U2 Ul) 1 -1
1 0 O
R5 P1AP=|( 0 -2 0 | =D donc A= PDP~! donc A" = (PDP~Y)" = PD"P~! donc
0 0 3
111 1 0 0 1 0 -1 31— (—2)"+1 (—=2)"—3" (—2)"—1
A" 110 0 (=2)" 0 -1 1 1 |= 1—(-2)" (=2)"  (=2)" -1
01 1 0 0 3 1 -1 0 3 (—2)" (=2 -3 (—2)"



Matrices diagonalisables dans la méme base que A

R 6 Ona M = aA?+ bA + cl5 donc
PMP=pP1! (aA2 +bA+cl3) P = aP 'A?P +bP AP 4 cP'I5P.
Or P7LA*P = (P7YAP)" = D¥ donc P~'MP = aD?+ bD + ¢l = Q (D).

En utilisant les propriétés des produits de matrices diagonales, on obtient

al? + bl + ¢ 0 0 Q1) 0 0
PMP = 0 a2? + b2 + 0 —| 0 @@ o
0 0 a3? + b3 + ¢ 0 0 Q@)
0 Q (1) 0 0
0 |. D’aprés la question précédente; @ (D) = 0 Q@2 o0
00 ~ 0 0 Q@)

a 0
R7 Onpose P'MP=A=| 0 B
(0

Q

5

Y

) =

) =5 :(9).

) =

Le résultat de cours sur linterpolation de Lagrange montre qu’il existe un unique polynome @ € Ry [X] vérifiant
(S) donc qui vérifie Q (D) = A.

I existe donc (a,b,c) tels que A = aD? + bD + clz. On en déduit que M = aA? + bA + cl3 (idem question
précédente dans l'autre sens) donc M = Q (A)..

Q1
Ona@Q(D)=A<< Q1
Q3

Polynéme annulateur de A

0 0 0 300 —2 0 0
R8 Ona(D—1)(D+2L)(D-3L)=| 0 =3 0 000 0 =5 0 | =035
0 0 2 005 0 0 0

R 9 D’une part P(D — I3) (D + 213) (D — 3I3) P~! = P03 3P~ = 033.

D'autre part, P(D ~ I;) (D + 21y) (D — 81;) P = P(D — ) P'P (D + 21) P7P (D = 38;) P~ et
pour tout réel o, P (D — al3) P! = PDP™' — aPI3P~! = A — al3 donc

P(D — I;) (D +2I3) (D — 3I;) P~' = (A — Iy) (A + 2Is) (A — 315)

donc (A — I3) (A+ 2I3) (A — 313) = 033 et en développant, A®> — 2A%* — 5A + 613 = 033.
Orxs(x)=(x+2)(x—1)(x—3)=a>— 222 — 52+ 6 donc x4 (A) = 033.

Commutant de A

On pose C (A) = {M € M3(R),AM = M A} et E = vect (I3, A, A?).

R 10 Soit M € E. II existe donc (a,b,c) € R3 tels que M = aA* + bA + clj3.
On a donc AM = A(aA?+bA+cl3.) = aA3 + bA? + cA = (aA? +bA +cl3) A= MA donc M € C(A) donc
EcCC(A).

R 11 On veut montrer l'inclusion réciproque.

a d g 1 0 0
1. Soit N=| b e h | e¢eD=| 0 =2 0
c f i 0 0 3
a d g 1 0 0 a —2d 3g
OnaND=| b e h 0 -2 0 | =1 0b —2e 3h
c f i 0 0 3 c —2f 31
1 0 0 a d g a g
eteDN=| 0 -2 0 ) b e h ) ( —2b —26 —2h
0 0 3 c f 1 3i
On en déduitqueND:DN(:)b:c:d:f %= h—O@N est diagonale.



2. 0naMeC(A) & AM = MA & P 'APP'MP =P 'MAP & P 'APP'MP = P MPP'AP
Posons N = P"'MP. On a donc M € (A) & N € C(D) & N est diagonale < M € vect (I3, A, A?)
d’apres la question 7

Racine carrée de A
R 12 Soit R € Mj(R). Posons T = P~1PT.

OnaR*=A& P'R*P =P AP & (P'RP)’ =D & T? = D.
OrT?=D=TD=T2= DT doncT € C (D) et donc T? = D = T est diagonale d’aprés la partie précédente.

a 0 0 a> 0 0
OrsiT=1|0 0 0 | e Mz(R) alors T? = 0 »¥ 0 # D car V> > 0 donc il n’existe pas de matrice
00 c 0 0 ¢

R € M3 (R) vérifiant R*> = A.

Exercice 2: Matrice A semblables a oA

Soit n € N*. On pose w = e

0 - 01
1 0 0 1 0
. ) .o 0 w :
Soit K,, = 0 1 . eM,(C)et D, = '
ST 0
) ) ’ n—1
0 -~ 0 10 0 0 w n

n

R 13 D’aprés un exercice traité en cours, K, .est semblable a D,,.

1 0 - 0 w 0 - 0
R 14 Ona D, = 0 v : et wD,, = 0 '
: c. . 0 : . wnfl 0
0O --- 0 w*! o --- 0 1
Soit f l’endomorphisme canoniquement associé a Dyet (eq,...,e,) la base canonique de C™.

On vérifie que mate,,.. e, ,.a) = WD, donc (1) : D,, est semblable & wD,,.
De plus (2) : wK,, est semblable & wD,, (car si D, = P'K,P alors wD, = wP™'K,P = P7'wK,P
et (3) : K,, est semblable a D,, donc K,, est semblable o wk,.

R 15 Il existe P € GL, (C) telle que P"*AP = aA. En passant au déterminant, det (P~'AP) = det (aA) donc
det (A) = a"det (A). Or A est inversible donc det (A) # 0 donc o™ = 1.

R 16 Soit A € C. On suppose que X € sp(A). On suppose que X # 0.

1. Soit X € M, 1 (C) vecteur propre de A associé a A. On a AX = A\X donc aAX = aX donc X est vecteur
propre de aA associé o a\.
Or A et aA étant semblables, on a sp (A) = sp (aA) donc aX € sp(A). En itérant, on obtient que Montrer
que Vi € N, o'\ € sp(A).

2. Or le spectre de A est fini donc 3(i,5) € N? vérifiant i # j et o'\ = o’X. Or X\ # 0 donc o' = o/. En
supposant j > i, on aa’~" =1 donc Ip € N*/aP = 1.



Correction (sujet adapté du probléeme Mines 2017 - PSI2 sur les endomorphismes échangeurs)

A. Quelques considérations en dimension 2

R 17 Soit b une base de E dans laquelle mat (u) et mat (—u) sont semblables. On a alors La trace est linéaire et
donc pour tout u € L(E), tr(u) = tr (mat (u)) = tr(mat (—u)) = tr (—u) et tr(—u) = —tr(u) par linéarité de la
trace donc tr (u) = 0.

R 18 Supposons dans un premier temps que Yz € E la famille (x,u (x)) est liée.

Soit b = (e, e3) une base de E. On a u(e;) colinéaire & e; donc la matrice M de u est de la forme < g\ 2 )
On a alors par linéarité, u(e; + e3) = Xey + pes et il existe un réel vy tel que u(ey + ez) = (e + ez) donc
ey + pes = v (e + e2) soit (A —7)er + (A—7)ex = 0.donc A\ = v = u par liberté de (e1,e3) donc tr(u) =
tr (M) =2\ et tr(u) =0 donc X\ =0, ce qui contredit I’hypothése u # 0.

On en déduit qu’il existe un vecteur e non nul tel que la famille (e,u (e)) soit libre et donc une base de E (car
dim (E) = 2).

(1) avec y = 0 car tr(u) = 0. Posons
Dy = vect (e) et Dy = vect (u(e€)).La famille (e,u(e)) est une base de E donc E = Dy @ Dy. On a u (D) =
vect (u(e)) = Dy et u(Dy) = vect (u(u(e))) = vect (xe) C Dy. Or déduire que que u est échangeur.

R 19 La matrice de u dans la base (e,u(e)) est de la forme

B. La condition (C1) implique (C2) et (C3)

Soient n et p deux entiers naturels non nuls. Soient A € M, ,(C) et B € M,, ,(C). On considére dans M,,,,(C)
la matrice M définie par blocs comme suit:
0, | B
v ()

0, | B\ 0. | B\’
R 20 Le calcul du produit par bloc donne = =0 et = = 0 donc M = M; + My avec
Opn | Op A |0,

0, | B (0, |B ‘ /
M, = ( A0, ) et My = ( 0,n | 0, ) qui sont de carrés nuls.

R 21 Le caleul du produit par bloc donne D* = I,,,, donc D est inversible et D™' = D.

(I, Onp
b= < Opm _Ip )

. I, |0 0
Le calcul du produit par bloc donne D*M D = ( & P ) (
Opon | =1 A0,

On —B = —M donc M est semblable ¢ —M .
—A 1|0,

3
oy,
~
VRS
S5
3
5
ﬁ'\‘@
N~
Il
N
&
b
S|™
~_
N
S|
3
| | S

R 22 Sil<j<mnalorsf; € F doncu(f;) € G donc il existe ayj,...ap,; tels que u(f;) = aijgi + -+ ap;Ggp-
De méme si 1 < j <p alors g; € G donc u(g;) € F donc il existe by ;,...b,; tels que u(g;) = b1 ;f1+--+bnjgn.

On en déduit que matp (u) = ( 2{1 5 )
p



R 23 Supposons que F et G ne sont par réduits a {0}. Il existe, d’aprés la question précédente,, une base B de

E dans laquelle matg (u) = ( ?4” OB > = M = M; + My avec M? =0 d’aprés Q 20.

p
Soit a et b les endomorphisme de matrice My et My dans B. On a uw=a+b et a®> =b* = 0 donc u vérifie (C2)
d’aprés Q4.
Dans cette base B, la matrice de u est semblable a celle de —u (d’aprés Q 21) donc u vérifie (C3).
Supposons que ' = {0}. On a G = E et Im(u) = u(G) C F = {0}. wu est l’endomrophisme nul qui vérifie
immédiatement (C2) et (C3). C’est la méme chose si G = {0}.

C. La condition (C2) implique (C1) : cas d’un automorphisme

R 24 On sait que go f =0 = Im (f) C ker (g) donc Im(f) C ker(f). Or dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(E)
donc 2dim(ker(f)) > dim(E) donc dim(ker(f)) > 1 dim(E).

R 25 Soit © € ker(a) Nker(b). On a u(x) = a(x) + b(z) = 0 et comme u est injective x = 0. Ceci montre
que ker(a) Nker(b) = {0} donc ker(a) + ker(b) est une somme directe et dim (ker(a) + ker(b)) = dim (ker(a)) +
dim (ker(b)) > dim (E) d’apres la question précédente.car a®> = b* = 0.

On en déduit que dim (ker(a) + ker(b)) = dim (E) et donc ker(a) + ker(b) = E et E = ker(a) @ ker(b). Cela
entraine donc que dim (ker(a)) = dim (ker (b)) = 5 dim (FE) (car les inégalités strictes ne sont pas possibles). Par le
théoréme du rang, dim (ker(a)) = dim (Im(a)) et Im(a) C ker(a) donc Im(a) = ker(a) et de méme Im(b) = ker(b).

R 26 Posons F' = ker(a) et G = ker(b). Ona E = F &G et six € F alors u(x) = a(x)+b(x) =b(z) €
Im (b) = ker (b) = G donc u(F) C G et de méme u(G) C F.

D. La condition (C2) implique (C1) : cas non bijectif

Dans cette partie, u désigne un endomorphisme non bijectif d’'un C-espace vectoriel £ de dimension finie. On
suppose qu’il existe deux endomorphismes a et b de E tels que

u=a+beta’=0"=0
On pose, pour k € N, N = ker(u®) et [}, = Im(u").

R 27 On sait que ker (f) C ker(go f) donc ker(u*) C ker(u**1) donc la suite (Ni)pen est croissante pour
Uinclusion. De méme, Im (go f) C Im(g) donc Im(u*™1) C Im(u*) donc la suite (Ny)ren est croissante pour
Vinclusion et que la suite (1)), est décroissante pour l'inclusion.

R 28 On montre directement un peu plus que ce qui est demandé:

L’ensemble {dim (ker(uk) k€ N} est un ensemble d’ entiers majoré par dim (F) . 1l est donc fini donc admet un
maximum.

il existe un entier naturel p tel que Yk € N, dim (ker(u*)) < dim (ker(u?)). Si k > p, on a ker(u?) C ker(u*) donc
dim (ker(u*)) > dim (ker(u?)) donc dim (ker(u*)) = dim (ker(uP)) donc ker(u"*) = ker(uP).

R 29 Par le théoréme du rang, on en déduit que si k > p, on a dim (Im(u*)) = dim (Im(u?)) et, comme Im(u*) C
Im(uP), on a Im(u*) = Im(uP).

R 30 Montrons que ker(u?) N Im(u?) = {0}. Soit x € ker(u?) N Im(uP). Il existe t € E tel que x = uP (t).donc

et u? (t) = uP (x) = 0 donc t € ker(u?) = ker(uP) donc x = uP (t) = 0. En ulitlisant le théoréme du rang,
dim (ker(v?)) Ndim (Im(u?)) = dim (E) donc E = N, @ I,,.

9



R 31 Soit z € F. Montrons u(z) € F, soit u* (u(x)) = 0. On a v? (u(z)) = '™ (x) = u (v’ (z)) = u(0) =0
donc F' est stable par g.

Soit v € G. Montrons u(x) € G. x € G donc il existe t € E tel que uP(t) = x. On a donc0. On a
u(z) =uP™ (t) = uP (u(t)) € Im (uP) = G donc G est stable par u.

Soit x € F. On a (up)’ () = u? (x) =0 donc (up)’ =0 donc up est nilpotent.

Soit © € ker (ug); on a ug(x) = u(x) = 0 donc x € ker(u) C ker(w?) = F et © € G.donc v = 0 donc
ker (ug) = {0} et ug est un endomorphisme entre espaces identiques (donc de méme dimension) donc est un
automorphisme.

R 32 Onaou’=ao(a®>+aob+boa+b?)=ao(aob+boa)=a’ob+aoboa=aoboa. On obtient de
méme que u?oa =aoboa doncaou?=1u?oa.

R 33 De l’égalité a o u?> = u? o a, on montre par récurrence que pour tout k € N.a o u*! = u?* o a.

Montrons que ker(u?') est stable par a.

Soit x € ker(u?!). Montrons que a (x) € ker(u?’) c’est-a-dire u* (a (x)) = Op.

On au? (a(x)) =u*oa(x) =aou* (z) =a(0g) = 0g car z € ker (a®?) donc ker(u*) est stable par a.
Montrons que ITm(u®?).est stable par a.

Soit y € Im(u®). Montrons que a (y) € Im(u??)

y € Im(u?) donc 3t € E,y = u?! (t) donc a(y) =aou® (t) =u* oa(t) = u? (z) € Im (u*) avecx =a(t) € E.
donc Im(u?P).est stable par a.

Le méme raisonnement peut se faire avec b. Si x € G, alors (ag)” (x) = a® (z) = 0 donc (ag)” = 0. De méme bg
est de carré nul.

Pour cette derniére question, on admet qu’un endomorphisme nilpotent est échangeur.

R 34 D’apres les questions précédentes, ug est un automorphisme de G et u = ag + bg et a% = b% = 0 donc
d’aprés la partie C, ug est échangeur: il existe Gy et Gy.sous espaces vectoriels de G tels que G = G1 & G,
U(Gl) C Gy et U(Gg) C G;.

L’endomorphisme up est nilpotent donc est échangeur donc d’aprés le résultat admus, il existe une décomposition
F = F, @ F; telle que u(Fy) C Fy et u(Fy) C Fy.

En posant Hy = F; & Gy et Hy = F» ® Gy (le caractére direct des somme découle de F & G), on a alors
E = H, @ Hy (on décompose sur F' et G et on décompose chaque composante) et w(H,) C Ho, u(Hy) C Hy. Ainsi
u est échangeur.
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