DM 7, pour le vendredi 8 ou mardi 12 novembre 2024

Exercice 1:

On note F' lespace vectoriel des fonctions définies sur J = ]—1, 400 a valeurs réelles.
Soit p € N. Pour tout k € [[—1, p||, on définit les fonctions f; sur J par:
1
Veed, fa(r)=In(1+z) et Vke[[0,p]], fu(z) = —.
(14 x)

Etude du sous-espace vectoriel engendré par ces fonctions

p
Q 1 Soit (ar)yeq_1, des réels tels que Y- ayfi, est la fonction nulle.
k=1
Démontrer que a_; = 0.

Q 2 Démontrer que la famille B = (fk)ke[[—l,p]} est libre.
On note E = vect (B).

Q 3 En déduire la dimension de E.

Etude d’un endomorphisme
On note u 'application qui a toute fonction de E associe la fonction g définie sur J par:

Veed glx)=>1+z)f ().
Q 4 Déterminer, pour k € [[—1,p]], les images de fy par u.
Q 5 Vérifier que u est un endomorphisme de E.
Q 6 Déterminer le noyau et l'image de u.
Q 7 Préciser vt ({f_1}), l'ensemble des antécédents de f_;.
Q 8 Déterminer la matrice M de v dans la base B.
Q 9 L’endomorphisme u est-il diagonalisable?
Q 10 L’endomorphisme u® est il diagonalisable?
Solutions d’équations
Q 11 Résoudre sur J l’équation différentielle (ED) : f_1(t) = (L +1t)y' (t).
Soit hy la solution de I'équation différentielle (£ D) nulle en 0.

Q 12 On note hs la solution de l’équation différentielle hy (t) = (1 +t)y' (t) nulle en 0.
Ezxpliciter hs.

Q 13 En itérant le procédé, pour tout entier naturel k > 2, on note hy la solution nulle en 0 de l’équation
différentielle hy_1 (t) = (1 + 1)y (¢).
Eaxpliciter hy,.

+o0
Etude de la fonction x — Y hy ()
k=2

+o00
Q 14 Soit x > —1. Montrer que la série numérique Y hy (x) converge. On pose H (x) = > hy (z). Calculer
k>2 k=2
Q 15 La fonction H appartient elle a E ¢

Q 16 En utilsant la question 14. vérifier que H est dérivable et que H' € E.
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I Exercice 2: Fonction de classe ("™ non développable en série en-
tiére

Soit f la fonction définie sur R par f(0) =0et f(z) = e .

Q 17 Justifier que f est continue sur R.

Q 18 Justifier que f est de classe C™® sur R* et calculer f'(x) pour x € R*.

1),

Q 19 Justifier que, pour tout n € N, lir%
—0| x

x
x#0

Q 20 Montrer que f est de classe C sur R.

Q 21 Soita € R et g: [a,+0o[ — R une fonction continue. On suppose que
- g est de classe C™ sur |a, +0o0l.
- Vn € N* il existe l, € R tel que lim g™ () = 1,.
Tr>a
Montrer que, pour tout n € N*, g est de classe C™ sur [a,+00].

Q 22 Montrer que pour tout n € N*, il existe un polynome P, tel que Yo € R*, f) (z) = f(x).

Q 23 Montrer que f est de classe C*® sur R et préciser f (0) pour tout n € N,

Q 24 En déduire qu’il n'existe pas de réel r > 0 pour lequel f est développable en série entiére sur |—r,r].



Exercice 1:

Etude du sous-espace vectoriel engendré par ces fonctions

0stk>0

p
R1 OnaVereld, Y apfi(z)=0. OT$Ewak(x):{ +o0 st k=—1"

k=-1

p p
Sia_1#0, alors lirf > apfr (x) = Loo ce qui contredit I’hypothése > ayfr =0 donc a_; = 0.
z—+00 . "4 k=—1

p
R 2 On en déduit que Yz € J, > aifr (x) = 0 donc, en multipliant ’égalité par (1 + z)*,
k=0

Vo e J, ag(1+z)f +a (14+2)" " +-a, 1 (1+2)+a,=0. OnadoncVz €)0,+00|, apz? + a1 2"+ --a, 12+
a, = 0. Le polynome agXP? + a1 XP~* + ---a,1X + a, admet donc une infinité de racines donc est nul donc
Vk € [[0,k]], ax = 0. On en déduit que la famille B = (fi)ye_1,y est libre.

R 3 Par définition la famille B est génératrice de E et elle est libre d’aprés la question précédente donc c’est une
base de E qui est donc de dimension p + 2.

Etude de ’endomorphisme u

R 4 Posons g, = u(fi). Onag_q(x)=1¢et go(x) =0 et

si k> 1 alors g (x) = (1+z) X a — = —kfi (). On a donc

+_x)k+1

w(f-1) = fo, u(fo) =0etsik>1, u(fp)=Fkf

R 5 Soit (hy,hs) € E et (A1, \2) € R2. Posons g = u (Ahy + Aahs).

On aVz € J, g(x) = (1+z) (M\hy + Aahy) (z) = (1 + 2) (AR (x) + Aokl (2)) done

g(@) =M (1+2x)h (x)+ X (1 +2x)hy(x). On en déduit que u (A hy + Aaha) = Aju(hy) + Aau (he) donc u est
linéaire. ) )

On a donc u < > akfk> = > apu(fy) € E d’aprés la question précédente. On en déduil que u est un endo-

k=1 k=—1
morphisme de E.

R 6 La famille (fy),cq_1,y est une base de E donc d’apreés le cours, Im (u) = vect (u(fx),k € [[-1,p]]). On
déduit de la question 2.1. que Im (u) = vect (fi, k € [[0,p]]) et Im (u) est de dimension p + 1 car la famille

(fK)keqoyy €st libre. Le théoréme du rang donne alors que dim (ker (u)) 4 (p + 1) = p + 2 donc dim (ker (u)) = 1.
Or fo € ker (u) donc ker (u) = vect (fy).

R 7 La famille (fi)ye_1, e€st libre donc f—1 & vect ((fk)ke[[o,pﬂ> = Im (u). On en déduit que f_1 n'admet pas
d’antécédent par u donc que u™ ({f_1}) = 0.

R 8 On déduit de la question 4. que M est la matrice définie par blocs par

1 0 --- 0

_ [ My 0O (00 10 2
]\/[—(01)72 M2)cwecM1—<1 O)et]\/[g— - 0
0 -+ 0 p

ILg—ﬂNﬁ Olp

R9 OnaXM(x):det( 0, vl — My

) = Xar, (%) Xa, (%) par la formule du déterminant triangulaire

P

par blocs. Or x,, (x) = a? donc xy; (x) =2 Y. (X — k). On en déduit que 0 est valeur propre u de multiplicité
k=1

m (0) = 2 et de sous-espace propre associé Eq(u) = ker (u) qui est de dimension 1. On a dim (Ep (u)) < m (0)

donc u n’est pas diagonalisable. 3



R 10 On remarque que M? = 0 et M3 est diagonale comme carré d’une matrice diagonale donc, par produit par

bloc, M?* = ( M Oy

2 est diagonalisable.

5 | est diagonale donc l’endomorphisme u
Op,2 M;

Solutions d’équations

In(1+1¢
R 11 L’équation (ED) équivaut sur J oy (t) = M
(1o 1+t
Une primitive sur J de t — nl(T—: est t — 1 (In(1+ t))* donc les fonctions t — T(n(1+ t)’+C,CeR

sont les solutions de (ED).

1 (n(1+1)?
R 12 On a donc hy (t) = 5 (In(1 +1)%. Onahy(t) = (1+t)y (t) = o (t) = % =52 () f ()
donc les solutions de cette équation sont les fonctions %fﬁl + C avec C' € R. Une telle fonction s’annulle en 0 st

et seulement si C = 0 donc hy = 5 f3;.

R 13 Soi e
oit k > 3. Supposons que hy_1 = =1
k—1 k-1 !
L’équation différentielle hy—y (t) = (1 + 1)y (t).équivaut sur J a y' (t) = (k(j;_i))! (1 (J?t) - Lo (k(i)fﬂ_l) .
()" ()

donc admet pour solutions les fonctions t — + C. Une telle fonction s’annule en 0 si et seulement st

k!
k
C =0. On en déduit que hy = (f;) )
Etude de la fonction H
(In (14 1t))F (In (14 t))"

R 14 On ahy(t) = et la série

k! & K

2o (In (1 4 1))*
On en déduit que H (t) = > w
n=0 :

converge et a pour somme exp (In (1 +1)) =1+t.
—(I+In(l+¢t)=t—In(1+1¢).

R 15 Si la fonction H était dans E, alors la fonction Hy = H + f_1 : t — t serait aussi dans E. Pour tout

ke [[-1,p]], fc(t) = 0t—0o (H1 (1)) donc pour toute famille (ay) de réels, Xp: ar fr (1) = 0100 (Hy1 (t)). On en
k=—1

p
déduit que Hy # > apfr donc H ¢ E.

k=—1

1
R 16 On a, pourt € J, H(t) =t —1In(1+t) donc H est dérivable de dérivée H' (t) = 1 — 12 donc H' =
fo— i € E.

Exercice 2:
Soit f la fonction définie sur R par f(0) =0et f(z) = ¢T3

R 17 La fonction f est continue sur R* (th opérations). On a l%m;éo—x% = —o0 et lim e* = 0 donc par

composition des limites, hom;éo f(x)=0= f(0) donc f est continue en 0 donc sur R.

1

R 18 La fonction f est de classe C* sur R* (th opérations). La dérivée sur R* de x+— — = 272 est
x

—2 —2
T —2073 = — donc, pour v € R*, f'(z) = —36_9%2.
x x
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e o2 1

R 19 Pour x € R*, = SiX=1, alors X2 = — donc ﬂ =Xz xe X
" || v || a”
lim % = +00
or lim X3 xe X =0:(C.0) ] '
X —+4o00 x#0
R 20 La fonction f est de classe C' sur R* (déja vu).
Pourz #£0, f'(z) = _—36_9%2 donc d’aprés ce qui précéde, lir% f'(x) =0 et nous avons vu que f était continue en
g 740
0.
Le théoréme de limite de la dérivée entraine donc que f est dérivable en 0 et f'(0) = liII(l) f'(z) =0, ce qui donne
740

la continuité de f' en 0 donc f est de classe C* sur R.

R 21 Montrons par récurrence sur n € N que g est de classe C™.

-n = 0: La fonction g est continue donc de classe C°.sur [a, +oo]

- Soit n € N. On suppose que g est de classe C™ sur [a,+o0o[. Montrons qu’elle est de classe C" sur [a, +00].
Elle ’est par hypothése sur |a,+ool.

De plus,
glgli)l{ll g™ (2) = Iy et g™ est continue en a par hypothése de récurrence donc
r>a
Le théoréme de limite de la dérivée entraine donc que g™ est dérivable en 0 et g™’ (0) = lim g™ (2) = loy1-
r>a
La fonction g admet donc une dérivée (n + 1) en a et g™+ (0) = lim gV (z) donc g1 est continue en a
Tr>a
donc sur [a, +00].
On en déduit que g est de classe C™" sur [a, +o0].
P,
R 22 Montrons par récurrence sur n € N*, qu”il existe un polynome P, tel que Yr € R*, f (2) = nz,)(f)f (x).
x
-c’est vrai pour n =1 (Prendre P, = —2).
P
- Soit n € N*. Supposons qu’il existe un polynome P, tel que Yx € R*, f™ (z) = ( >f ().

é(") (z) = (Pu(2)a™") f (2) donc fi*V (x) = (P ()2~ + Py (z) x (=3n) 2 “an )f(x) + (P (2) 27" f' (2)
forD (@) = (2B, (2) &0 + 2Py (2) x (=3n) 2778 f (2) + (Fu (2) 27°") (=227°) f (x) done
) () = x* P! (x) — 3na:3 P,;(m) - 2P, (:z:)f ().

La dérivée d’un polynéme est un polynéme donc l'égalité P, 1 = X>P! — (3nX? + 2) P, définit bien un polynome

P, ,
qui vérifie Vo € R*, f"D (1) = ;(F;Jr(lx))f (x), ce qui achéve la récurrence.
x n
R 23 On applique la question 21 o f sur [0, +o00| et sur]—oo,0]. On sait que lir% <f) ‘ =0 donc hrr(l) / (f) =0.et
az0 | T az0 ¥
P, admet une limite réelle en 0 donc Vn € N, lir% f™(z) =0 et f est de classe C* sur R*. On en déduit que
240
Vn €N, f est de classe C" sur R (donc est C*®) et ™ (0) = hH(l) f™ (z) =0.
740
R 24 Supposons qu’il existe r > 0 pour lequel f est développable en série entiére sur |—r,r[. On aurait alors
+o0 () (0
d’apres le cours f(x) = Y. a,z"™ avec a, = / '( ) = 0 d’aprés la question précédente. Cela entrainerait que
n=0 n:

Vo € |—r,r[ f(x) =0, ce qui n'est pas le cas, donc il n'existe pas de réel v > 0 pour lequel f est développable en
série entiére sur |—r,r].



