
DM 8 (pour le 15 novembre 2024)

Exercice 1:

Dans cet exercice, E désigne l�espace vectoriel R2[X] des polynômes de degré inférieur ou égal à 2 et à coe¢ cients réels et B = (1; X;X2)
sa base canonique.
Pour tout couple (P;Q) d�éléments de E; on pose :

(P jQ) = P (1)Q(1) + P 0(1)Q0(1) + P 00(1)Q00(1):

Q 1 Véri�er que l�on dé�nit ainsi un produit scalaire sur E:

Q 2 En appliquant le procédé de Gram-Schmidt à la base B = (1; X;X2), déterminer une base orthonormale B0 de E pour ce produit
scalaire

Q 3 Soit U = X2 � 4. Déterminer le projeté orthogonal de U sur R1[X].
En déduire la distance du polynôme U à R1[X]:

Soit H l�ensemble des polynômes P de E tels que P (1) = 0:

Q 4 Montrer que l�application ' de E dans R dé�nie par ' (P ) = P (1) est une forme linéaire.

Q 5 En déduire que H est un sous-espace vectoriel de E et préciser la dimension de H.

Q 6 Justi�er que H? = vect (1). Retrouver le résultat de la question précédente.

Q 7 Soit p la projection orthogonale sur H: Déterminer la matrice de p dans la base B.

On pose maintenant E = Rn[X] et (P jQ) =
nP
i=0

P (i)(1)Q(i)(1). On admet que cette égalité dé�nit un produit scalaire de E.

Q 8 On pose, pour i 2 [[0; n]], Pi =
1

i!
(X � 1)i. Montrer que (P0; P1; : : : ; Pn) est une base orthonormée de E.

Q 9 Soit k 2 [[1; n� 1]]. Montrer que (Rk [X])? est l�ensemble des polynômes P 2 E multiples de (X � 1)k+1.

Q 10 Reconnaître la projection orthogonale sur Rk [X].

Exercice 2:

Le but de l�exercice est de déterminer d = inf
(a;b)2R2

qR 1
0

�p
t� at� b

�2
dt.

Q 11 Soit (a; b) 2 R2. On pose, pour t 2 [0; 1], f (t) =
p
t et P (t) = at+ b.

Ecrire le réel
qR 1

0

�p
t� at� b

�2
dt à l�aide de f; P et d�une norme euclidienne d�un espace préhilbertien E que l�on précisera.

Q 12 Ecrire le réel d sous la forme d (f; F ) ou F est un sous-espace vectoriel de E à préciser.

Q 13 Déterminer le projeté orthogonal de f sur F .

Q 14 Conclure.

Exercice 3:

Soit A 2Mn (R). On suppose que A est diagonalisable et sp (A) � ]�1; 1[.

Q 15 Justi�er que A� In est inversible.

Q 16 Justi�er qu�il existe P 2 GLn (R) et (�1; : : : ; �n) 2 ]�1; 1[n tels que

P�1AP =

0BBBB@
�1 0 � � � 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . 0

0 � � � 0 �n

1CCCCA = D:
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Q 17 En déduire que la suite (Ap)p2N converge vers la matrice nulle.

Q 18 Pour p 2 N, on pose Ap = In +A+ � � �+Ap et Dp = In +D + � � �+Dp.

1. Montrer que la suite (Dp)p2N converge vers une matrice � 2Mn (R) que l�on précisera.

2. En déduire que la suite (Ap)p2N converge.

Q 19 Déterminer (In �A)�Ap.

Q 20 En déduire la limite L de la suite (Ap)p2N .

Q 21 Aurait-on pu obtenir la valeur de L avec le résultat de la question 18?
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Exercice 1:

R 1 � ( j ) est dé�ni sur E � E; à valeurs dans R:
� Pour tout (P;Q) 2 E2; (P jQ) = (QjP ) par symétrie du produit dans R; donc ( j ) est symétrique.
� Pour tout (P;Q;R) 2 E3; pour tout � 2 R;

(�P +QjR) = (�P +Q)(1)R(1) + (�P +Q)0(1)R0(1) + (�P +Q)00(1)R00(1)
= (�P +Q)(1)R(1) + (�P 0 +Q0)(1)R0(1) + (�P 00 +Q00)(1)R00(1)

= (�P (1) +Q(1))R(1) + (�P 0(1) +Q0(1))R0(1) + (�P 00(1) +Q00(1))R00(1)

= �(P (1)R(1) + P 0(1)R0(1) + P 00(1)R00(1)) +Q(1)R(1) +Q0(1)R0(1) +Q00(1)R00(1)

= � (P jR) + (QjR) ;

donc ( j ) est linéaire à gauche.
� ( j ) est linéaire à gauche et symétrique, donc bilinéaire.
� Pour tout P 2 E;

(P jP ) = (P (1))2 + (P 00(1))2 + (P 00(1))2 � 0

comme somme de termes positifs et
(P jP ) = 0, P (1) = P 0(1) = P 00(1) = 0;

car une somme de termes positifs est nulle si et seulement si chacun des termes est nul.
Par suite, si (P jP ) = 0; alors 1 est une racine au moins triple de P; qui est un polynôme de degré au plus 2, donc P = 0:
( j ) est donc dé�ni positif.
( j ) dé�nit donc bien un produit scalaire sur E:

R 2 (1; X;X2) est une base de E: Appliquons lui le procédé de Gram-Schmidt.
� (1j1) = 1; donc on pose P1 = 1p

1
= 1:

� on pose Q2 = X + a. On a (Q2jP1) = (XjP1) + a (P1jP1) = (Xj1) + a donc (Q2jP1) = 0 , a = � (Xj1) = �1; donc on pose
Q2 = X � 1:
On a alors (Q2jQ2) = 0 + 1 = 1; donc on pose P2 = X�1p

1
= (X � 1):

� on pose Q3 = X2+aP1+ bP2. On a (Q3jP1) = (XjP1)+a et (Q3jP2) =
�
X2jP2

�
+ b car (P1; P2) est une famille orthonormée.donc�

(Q3jP1) = 0
(Q3jP2) = 0

,
�

a = �
�
X2j1

�
= �1

b = �
�
X2jX � 1

�
= � ; donc donc on pose Q3 = X2 � 2(X � 1)� 1 = X2 � 2X + 1 = (X � 1)2:

On a alors (Q3jQ3) = 0 + 0 + 4; donc on pose P3 = (X�1)2p
4

= 1
2 (X � 1)2:

� La famille
�
1; X � 1; 12 (X � 1)2

�
est alors une base orthonormée de E pour le produit scalaire condidéré.

R 3 � La famille (1; X � 1) est une base orthonormée de R1[X]:
Le projeté orthogonal de U sur R1[X] est donc

V = (U j1) 1 + (U jX � 1) (X � 1) = �3 + 2(X � 1):

Par suite, d(U;R1[X]) = d(U; V ) =
p
(U � V jU � V ) =

p
(X2 � 2X + 1jX2 � 2X + 1) =

p
(X � 1)2j(X � 1)2 =

p
4 = 2:

On aurait pu décomposer U sur la base obtenue à la question précédente sous la forme :

U = 2� 1
2
(X � 1)2| {z }

2R1[X]?

+2(X � 1)� 3| {z }
2R1[X]

;

et on a alors directement

d(U;R1[X]) =
2� 12(X � 1)2

 = 2 12(X � 1)2
 = 2:

R 4 � On a ' (�P + �Q) = (�P + �Q) (1) = �P (1) + �Q(1) donc ' est une application linéaire de E dans R donc est une forme
linéaire.

R 5 La forme linéaire ' est non nulle car '(1) = 1 6= 0 donc H = ker(') est un hyperplan de E. On a donc on a dimH = 3�1 = 2:

R 6 Soit P 2 H. On a (P j1) = P (1) � 1 + P 0(1) � 0 + P 00(1) � 0 = P (1) = 0 car P 2 H donc 1 2 H? donc vect (1) � H?. De
plus, H �H? = E donc dim (H) + dim

�
H?� = 3 donc dim �H?� = 3� 2 = 1 = dim (vect (1)) donc vect (1) = H?.

R 7 Soit q la projection orthogonale sur H? = vect (1). la famille (1) est une base orthonormée de H? car 1 est unitaire. On a,
pour P 2 E, q (P ) = (P j1) 1 = P (1) et p (P ) = P � q (P ) = P � P (1). On a donc p (1) = 0, p (X) = X � 1 et p

�
X2
�
= X2 � 1.

donc matB (p) =

0@ 0 �1 �1
0 1 0
0 0 1

1A.
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R 8 Posons Qi = (X � 1)i. On a si j � i alors Q(j)i = i (i� 1) � � � (i� j + 1) (X � 1)i�j et si j > i alors Q(j)i = 0. On a

donc Q(j)i (1) =

�
0 si i 6= j
i! si i = j

. On en déduit que (QijQj) =
�

0 si i 6= j
(i!)

2 si i = j
. La famille (Q0; Q1; : : : ; Qn) est donc orthogonale

et kQik =
p
(QijQj) = i!. On en déduit que si Pi =

Qi
i!
=
(X � 1)i

i!
, la famille (P0; P1; : : : ; Pn) est une famille orthonormée de

n+ 1 = dim (E) vecteurs donc une BON de E et véri�e deg (Pi) = i.

R 9 La famille (P0; P1; : : : ; Pk) est une famille orthonormée (donc libre) de k + 1 vecteurs de F = Rk [X] donc est une base de F .
La famille (P0; P1; : : : ; Pn) est une famille orthonormée de E donc
si j � k + 1 et i � k, (Pj jPi) = 0 et donc P 2 F? , 8i � k, (P jPi) = 0.
Or (P jPi) = P (i) (1). On en déduit que P 2 F? , 8i � k, P (i) (1) = 0 , 1 est racine de P de multiplicité au moins k + 1 , P

multiple de (X � 1)k+1.

R 10 Le projeté orthogonal d�un polynôme P sur F est un polynôme R 2 F tel qu�il existe S 2 F? tel que P = R+ S, c�est-à-dire,
tel qu�il existe Q 2 Rn�k�1 [X] tel que P = R+ (X � 1)k+1Q. Or deg (R) � k < deg (X � 1)k+1 donc R est le reste dans la division
euclidienne de P par (X � 1)k+1.

Exercice 2:

R 11 Soit E = C ([0; 1] ;R) muni du produit scalaire usuel dé�ni par (f jg) =
R 1
0
f (t) g (t) dt. Si (a; b) 2 R2, et pour t 2 [0; 1],

f (t) =
p
t et P (t) = at+ b, alors kf � Pk =

p
(f � P jf � P ) =

qR 1
0

�p
t� at� b

�2
dt.

R 12 Lorsque (a; b) décrit R2, P décrit le sous-espace vectoriel F de E des fonctions polynômiale de degré inférieur ou égal à 1 donc
d = inf

P2F
kf � Pk = d (f; F ).

R 13 On a F = vect (P0; P1) avec P0 : t 7! 1 et P1 : t 7! t donc P 2 F est le projeté orthogonal de f sur F si et seulement si

f � P 2 F? soit
� p

(f � P jP0) = 0p
(f � P jP1) = 0

.

On a
p
(f � P jP0) =

R 1
0

�p
t� at� b

�
dt = 2

3 � b�
1
2a et

p
(f � P jP1) =

R 1
0

�p
t� at� b

�
tdt = 2

5 �
1
2b�

1
3a

Le système
�

2
3 = b+

1
2a

2
5 =

1
2b+

1
3a

admet pour solution (a; b) =
�
4
5 ;

4
15

�
donc P (t) = 4

5 t+
4
15 .

R 14 D�après le cours, d (f; F ) = d (f; pF (f)) où pF est la projection orthogonale sur f donc d2 =
R 1
0

�p
t� 4

5 t�
4
15

�2
dt = 1

450 donc

d = 1p
450

=
p
2p
900

=
p
2

30 .

Exercice 3:

R 15 Un réel � est valeur propre de A si et seulement si ker (A� �In) 6= f0g.c�est-à-dire si A� �In n�est pas inversible et sp (A) �
]�1; 1[ donc 1 =2 sp (A) donc A� In est inversible.

R 16 Soit f l�endomorphisme canoniquement associé à A.
A est diagonalisable donc f est diagonalisable donc il existe une base (u1; : : : ; un) de Rn formée de vecteurs propres de f .

Il existe donc �i 2 sp (A) = sp (f) tel que f (ei) = �iei et donc mat(u1;:::;un) (f) =

0BBBB@
�1 0 � � � 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . 0

0 � � � 0 �n

1CCCCA = D.

On a aussi mat(e1;:::;en) (f) = A donc D = P�1AP avec P matrice de passage de (e1; : : : ; en) vers (u1; : : : ; un).

R 17 On a Dp =

0BBBB@
�1 0 � � � 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . 0

0 � � � 0 �n

1CCCCA
p

=

0BBBB@
�p1 0 � � � 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . 0

0 � � � 0 �pn

1CCCCA avec �i 2 sp (A) donc �i 2 ]�1; 1[. On a donc lim
p!+1

�pi = 0

et donc lim
n!+1

Dp = 0.

Or A = PDP�1 donc Ap = PDpP�1. Par continuité du produit matriciel, la suite (Ap)p2N converge vers P � 0� P�1 = 0.

R 18 Pour p 2 N, on pose Ap = In +A+ � � �+Ap et Dp = In +D + � � �+Dp.
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1. On a Dp = In +D + � � �+Dp =

0BBBB@
1 + �1 + � � �+ �p1 0 � � � 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . 0

0 � � � 0 1 + �n + � � �+ �pn

1CCCCA.
Or la série

P
xn converge et a pour somme

1

1� x si jxj < 1 donc lim
p!+1

1 + �i + � � �+ �pi =
1

1� �i
.

On en déduit que la suite (Dp)p2N converge.vers

0BBBBBBB@

1

1� �1
0 � � � 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . 0

0 � � � 0
1

1� �n

1CCCCCCCA
= �.

2. On a Ap = PDpP�1 donc Ap = PInP�1 + PDP�1 + � � �+ PDpP�1 = P (In +D + � � �+Dp)P 1 = PDpP
1.

Par continuité du produit matriciel, la suite (Ap)p2N converge vers P�P
�1.

R 19 On a Ap =
nP
i=0

Ai donc (In �A)�Ap =
pP
i=0

Ai �
pP
i=0

Ai+1 =
pP
i=0

Ai �
p+1P
i=1

Ai = In �Ap+1 (formule de Bernoulli).

R 20 On a vu que lim
p!+1

Ap = 0 donc lim
p!+1

Ap+1 = 0. On déduit de la question précédente que lim
p!+1

(In �A)�Ap = In.

On a vu que In � A est inversible donc Ap = (In �A)�1 � ((In �A)�Ap) et par continuité du produit matriciel, lim
p!+1

Ap =

(In �A)�1 � In = (In �A)�1.

R 21 On a vu dans la question 18 que lim
p!+1

Ap = P�P
�1. Or In �D =

0BBBB@
1� �1 0 � � � 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . 0

0 � � � 0 1� �1

1CCCCA donc (In �D)�� = In

donc In �D est inversible et (In �D)�1 = �.
On a P�P�1 = P (In �D)�1 P�1. Montrons que P�P�1 = (In �A)�1. On a In �A = In � PDP�1 = P (In �D)P�1 donc�
P�P�1

�
� (In �A) =

h
P (In �D)�1 P�1

i
�
�
P (In �D)P�1

�
= In donc lim

p!+1
Ap = P�P

�1 = (In �A)�1
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