DM 8 (pour le 15 novembre 2024)

Exercice 1:

Dans cet exercice, E désigne 'espace vectoriel Ro[X ] des polynomes de degré inférieur ou égal a 2 et a coefficients réels et B = (1, X, X?)
sa base canonique.
Pour tout couple (P, Q) d’éléments de F, on pose :

(PlQ) = P(1)Q(1) + P(1)Q'(1) + P"(1)Q"(1).
Q 1 Vérifier que l'on définit ainsi un produit scalaire sur E.

Q 2 En appliquant le procédé de Gram-Schmidt a la base B = (1, X, X?), déterminer une base orthonormale B' de E pour ce produit
scalaire

Q 3 Soit U = X2 — 4. Déterminer le projeté orthogonal de U sur Ry [X].
En déduire la distance du polynome U & Ry [X].

Soit H lensemble des polynomes P de E tels que P(1) = 0.
Q 4 Montrer que Uapplication ¢ de E dans R définie par ¢ (P) = P (1) est une forme linéaire.
Q 5 En déduire que H est un sous-espace vectoriel de E et préciser la dimension de H.
Q 6 Justifier que H+ = vect (1). Retrouver le résultat de la question précédente.

Q 7 Soit p la projection orthogonale sur H. Déterminer la matrice de p dans la base B.
On pose maintenant E = R,[X] et (P|Q) = > PW(1)Q®(1). On admet que cette égalité définit un produit scalaire de E.
i=0

1 .

Q 8 On pose, pouri € [[0,n]], P = - (X — 1)". Montrer que (Py, Pi,...,P,) est une base orthonormée de E.
il

Q 9 Soit k € [[1,n — 1]]. Montrer que (Ry [X])" est U'ensemble des polynomes P € E multiples de (X — 1)

Q 10 Reconnaitre la projection orthogonale sur Ry, [X].

Exercice 2:

Le but de I'exercice est de déterminer d = ( ibr)lf]R2 \/fol (\/Z —at — b)2 dt.
a,b)e

Q 11 Soit (a,b) € R%. On pose, pour t € [0,1], f (t) =/t et P(t) = at +b.

Ecrire le réel \/fol (\/Z —at — b)2 dt a Uaide de f, P et d’une norme euclidienne d’un espace préhilbertien E que l’on précisera.
Q 12 Ecrire le réel d sous la forme d(f, F) ou F' est un sous-espace vectoriel de E & préciser.
Q 13 Déterminer le projeté orthogonal de f sur F.

Q 14 Conclure.

Exercice 3:
Soit A € M,, (R). On suppose que A est diagonalisable et sp (A) C |—1,1].
Q 15 Justifier que A — I, est inversible.

Q 16 Justifier qu’il existe P € GL, (R) et (A1,...,An) € ]=1,1[" tels que

M 0 - 0
piap=| 9 - | _Zp
0 0 A,



Q 17 En déduire que la suite (Ap)peN converge vers la matrice nulle.

Q18 Pourpe N, onpose Ay =1, +A+---+ AP et D, =1, +D+---+ DP.
1. Montrer que la suite (Dp) .y converge vers une matrice A € My, (R) que Uon précisera.
2. En déduire que la suite (Ap),cy converge.

Q 19 Déterminer (I, — A) x A,.

Q 20 En déduire la limite L de la suite (Ap) o -

Q 21 Aurait-on pu obtenir la valeur de L avec le résultat de la question 187



Exercice 1:

R 1 e (|) estdéfini sur Ex E, & valeurs dans R.
e Pour tout (P,Q) € E?, (P|Q) = (Q|P) par symétrie du produit dans R, donc ( | ) est symétrique.
e Pour tout (P,Q, R) € E3, pour tout \ € R,

(AP +Q|R) = AP+ Q)(DR(1) + (AP + Q) (R (1) + (AP + Q)" (1)R"(1)
= (AP+Q)(M)RA)+ (AP +Q)1)R'(1) + (AP +Q")(1)R"(1)
= (AP(1) + Q(1))R(1) + (\P'(1) + Q'(1))R'(1) + (AP"(1) + Q"(1))R"(1)
A R(1) + P'(1)R'(1) + P"(1)R"(1)) + Q(DHR(1) + Q'(1)R'(1) + Q"(1)R"(1)
= X(P|R) + (Q|R),

donc (] ) est linéaire a gauche.
o (| ) est linéaire & gauche et symétrique, donc bilinéaire.
e Pour tout P € E,
(P|P) = (P(1))* + (P"(1))* + (P"(1))* 2 0

comme somme de termes positifs et
(PIP)=0« P(1)=P'(1)=P"(1) =0,

car une somme de termes positifs est nulle si et seulement si chacun des termes est nul.

Par suite, si (P|P) =0, alors 1 est une racine au moins triple de P, qui est un polynoéme de degré au plus 2, donc P = 0.
(]) est donc défini positif.

(|) définit donc bien un produit scalaire sur E.

R 2 (1,X, X?) est une base de E. Appliquons lui le procédé de Gram-Schmidt.

e (1|1) =1, donc on pose Py = \iﬁ =1

o on pose Q2 = X +a. On a (Q2|P1) = (X|P1) +a(Pi|P1) = (X]|1) + a donc (Q2|P1) =0 < a = —(X|1) = —1, donc on pose
Q=X —

On a alors (Q=2|Q2) =0+ 1 =1, donc on pose Py = % =(X-1).

e on pose Q3 = X2 +aPy+bP2. On a (Q3|P1) = (X|P1)+a et (Qs3|P2) = (X%|P,) +b car (Py, P») est une famille orthonormée.donc

{ ggz}]]j;; 28 & { bi:—Z)gT;lzl:)_zl— , donc donc on pose Q3 = X2 —2(X —1)-1=X2-2X+1=(X - 1)

On a alors (Q3|Q3) = 0+ 0+ 4, donc on pose Py = (X\;ZII)Q =1(X-12
e La famille (1,X -1, %(X - 1)2) est alors une base orthonormée de E pour le produit scalaire condidéré.

R 3 e La famille (1, X — 1) est une base orthonormée de Rq[X].
Le projeté orthogonal de U sur Ry[X] est donc

V= (UD)1+ (UK~ 1) (X ~ 1) = -3+ 2(X ~ 1).

Par suite, d(U,R[X]) =d(U,V) =/ [U-VIU-V)=/(X2-2X +1]X2-2X + 1) = /(X - 1)[(X - 1)2=V4=2.
On aurait pu décomposer U sur la base obtenue & la question précédente sous la forme :

1
U:2><§(X—1)2+2(X—1)—3,
N———

| S —
eR, [X]* €R, [X]
et on a alors directement ) )
d(U, R, [X]) = HQ X §(X —1)? =2 HQ(X —1)?%| =2

R4 e Onap(AP+puQ)= AP+ pQ) (1) = AP (1) 4+ pQ(1) donc ¢ est une application linéaire de E dans R donc est une forme
linéaire.

R 5 La forme linéaire ¢ est non nulle car p(1) =1 # 0 donc H = ker(p) est un hyperplan de E. On a donc on a dim H =3—-1=2.

R6 Soit Pc H. Ona (P[1)=P(1) x1+P(1)x0+P"'(1) x0=P(1) =0 car P € H donc 1 € H+ donc vect (1) C H*. De
plus, H® H+ = E donc dim (H) + dim (H+) = 3 donc dim (H+) =3 — 2 = 1 = dim (vect (1)) donc vect (1) = H*.

R 7 Soit q la projection orthogonale sur H+ = vect (1). la famille (1) est une base orthonormée de H* car 1 est unitaire. On a,
pour P € E, q(P) = (P|1)1=P(1) etp(P)=P—q(P)=P—P(1). Onadoncp(l)=0,p(X)=X—-1etp(X?) =X>-1

0 -1 -1
doncmatg(p)=( 0 1 0
0 0 1



R 8 Posons Q; = (X —1)". On a si j < i alors QE—j) =i(i—1) - (i—j+1)(X=1"7 et sij > i alors QZ(-j) =0. Ona

@Dy 4 Os1i#] oy Ay OsiiAtg ,
done @; (1) = { N sii=j On en déduit que (Q;|Q;) = { (Z,!)g siieg La famille (Qo,Q1,...,Qn) est donc orthogonale
t|Q:]] = +/ =14 O ded P, = QZ—(X_l)Z l ille (Py, P P, i1l h be d
et |Qill = /(Qi|Q;) = il. On en déduit que si = —— la famille (Py, P1,...,P,) est une famille orthonormée de

i!
n+ 1= dim (E) vecteurs donc une BON de E et vérifie deg (P;) =i.

R 9 La famille (Py, P, ..., Py) est une famille orthonormée (donc libre) de k 4+ 1 vecteurs de F = Ry [X] donc est une base de F.
La famille (Py, P, ..., P,) est une famille orthonormée de E donc

sij>k+1eti<k, (Pj|P)=0 etdonc Pe F+ & Vi<k, (P|P)=0.

Or (P|P;) = P (1). On en déduit que P € F*+ < Vi < k, P (1) = 0 < 1 est racine de P de multiplicité au moins k + 1 < P
multiple de (X — 1)F*.

R 10 Le projeté orthogonal d’un polynéome P sur F est un polynome R € F tel qu’il existe S € F- tel que P = R+ S, c’est-a-dire,
tel qu’il existe Q € R,_g_1 [X] tel que P = R+ (X —1)" Q. Or deg(R) < k < deg (X — 1)*"! donc R est le reste dans la division

euclidienne de P par (X —1)F,
Exercice 2:
R 11 Soit E = C([0,1],R) muni du produit scalaire usuel défini par (flg) = fo g(t)dt. Si (a,b) € R?, et pour t € [0,1],

f(t)=+VtetP(t)=at+0, alors ||f — P| =+/(f — P|f — P) :\/fo —at—b) dt.

R 12 Lorsque (a,b) décrit R%, P décrit le sous-espace vectoriel F de E des fonctions polynémiale de degré inférieur ou égal a 1 donc

d=inf |f =Pl =d(f.F).

R 13 On a F = vect (Py,Py) avec Py : t — 1 et Py : t — t donc P € F est le projeté orthogonal de f sur F si et seulement si
) V(f=P|Py) =0
— P e F* soit { (f .
d \/(f PIP) =0
a/(F - PIPy) = ( t—at—bydt=2—-b—Ltaet /(F-PP)= [ (Vi—at—b)tdt=2—1b—1La

Le systéme { 3 b+

P 1b—|— " admet pour solution (a,b) = (2, ) donc P (t) = 2t + &.

R 14 D’aprés le cours, d(f,F) =d(f,pr (f)) ot pr est la projection orthogonale sur f donc d* = fo (Vi 4t — 5)2 dt = 15 donc

Q=L -2 2
\/450 V900 30 °

Exercice 3:

R 15 Un réel X est valeur propre de A si et seulement si ker (A — \I,,) # {0}.c’est-a-dire si A — X\, n'est pas inversible et sp (A) C
1-1,1[ donc 1 ¢ sp(A) donc A — I, est inversible.

R 16 Soit f l’endomorphisme canoniquement associé a A.

A est diagonalisable donc f est diagonalisable donc il existe une base (uq,...,u,) de R™ formée de vecteurs propres de f.
M O -0
11 existe donc \; € sp (A) = sp (f) tel que f(e;) = Nie; et donc maty, .. (f) = 0 =D.
S 0
0 -~ 0 M\
On a aussi mate, . ..y (f) = A donc D = P~YAP avec P matrice de passage de (ey,...,en) vers (uy,...,uy).
)\10...01’)\71'0...0
R 17 On a D? = 0 = o0 avec \; € sp(A) donc \; € |-1,1[. On a donc lim X =0
D 0 o 0 P
0 - 0 M\, 0 -~ 0 X
et donc hm DP =0.

Or A= PDP L donc AP = PDPP~1. Par continuité du produit matriciel, la suite (Ap)peN converge vers P x 0 x P~1 = 0.
R 18 PourpeN, onpose Ay, =1, +A+---+AP et D,=1,+D+---+ DP.
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I+XM+--+A 0 - 0

1.OnaD,=1I,+D+---+DP = 0
: - 0
0 0 T+ A A
1
Or la série > z™ converge et a pour somme si |z| <1 donc lir_P T4+ 4 A = —
— T p——+o0 -\
1
0 .- 0
1-X
On en déduit que la suite (Dy), oy converge.vers 0 . : A
' 0
1
0 )
1- /\n

2. On a A? = PDPP~' donc Ay, = PI,P~*+ PDP~' + ...+ PDPP~' = P(I, + D+---+ D?) P! = PD,P'.
Par continuité du produit matriciel, la suite (Ap)pEN converge vers PAP~L.

n . p . p X p X p+l
R19 OnaA,= Y A" donc (I, —A)x A, =Y A=Y AL =% A" — > A" =, — APTL (formule de Bernoulli).
i= i=0 ‘ i=0 '

1=0 i=0 i=1

R 20 On a vu que lim AP =0 donc lim APT' =0. On déduit de la question précédente que lim (I, — A) x A, = I,,.
p——+o0 p—+o0 p——+o0

On a vu que I, — A est inversible donc A, = (I, — A)™" x (I, — A) X A,) et par continuité du produit matriciel, lirll A, =
p—Foo

(I, — A 'xI,=I,— A"

1-Xx 0 .- 0

R 21 On a vu dans la question 18 que hr—s{l A,=PAP7'. Orl,— D= 0 R : donc (I, — D) x A =1,
p——400 . .
: . 0
0 S 0 1—-—X
donc I, — D est inversible et (I, — D)_1 =A.
On a PAP~' = P (I, — D)"' P~1. Montrons que PAP~' = (I, —A)™'. Onal, —A=1I,—PDP~* =PI, — D) P! donc

(PAP-Y) x (I, — A) = [P (I, —D)™" P‘l} % [P (L= D) P~Y] = I, donc _lim A,=PAP™' = (I, = 4)"'
p——4o0



