PSI DM 9 (te vendredi 10 décembre 2023)

Probléme:
On considére un espace préhilbertien réel E dont le produit scalaire noté (.|.)
Soit n € N* et uq,...,u, des éléments de E.
Pour tout (i, ) € [[1,n]]2 on pose ¢;; = (u; | u;).
La matrice (i) jyequny? € Mn (R) est notée Gram (us, ..., u,). Son déterminant est noté G (uy, . .., un).

Cas n=2 et n=3

Q 1 Soit u et v deuz vecteurs quelconques de E. Montrer que G(u,v) > 0. A quelle condition y a-t-il égalité ?
Q 2 Soit u,v et w trois vecteurs quelconques de E.

a On suppose que w est orthogonal a u et v. Exprimer G(u,v,w) en fonction de G(u,v).

b On suppose que w est combinaison linéaire de u et v. Calculer G(u,v,w).
Indication: écrire w comme CL de u et v dans Cs et remarquer que C3 est CL de Cy et Cs.

c On suppose que w =t +n avec t combinaison linéaire de u et v, et n orthogonal & u et v.
Montrer que G(u,v,w) = G(u,v)|nl|?.
Indication:

Q 3 Etablir léquivalence: (u,v,w) est libre < G(u,v,w) # 0.

Cas n quelconque
Q 4 On suppose la famille (uy, ..., uy,) liee. Montrer que G (uy,...,u,) =0.
Q 5 On suppose la famille (uq, ..., u,) libre.

Soit (eq,...,e,) une base orthonormée de l’espace vectoriel G = vect (uq, ..., uy).
On note A = (ai ;) ; jeipqp2 @ matrice de passage de la base (1, ..., €,) de G ala base (uy, ..., u,) de G.

Montrer que Gram (uy, . .., uy) = (A)" x A. En déduire que G (uy, ..., u,) > 0.

Q 6 Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension k > 0 et (vq,...,v;) une base quelconque de F'.
Soit v € E. on note d(x, F) = infycp ||x — y|| et on appelle ce réel "distance de x a F.

Etablir que d(z, F) = %

Une premiére application

On considére £ = R[X| muni du produit scalaire ( P\Q fo t)dt (on ne demande pas de justifier qu’il
s’agit d’un produit scalaire). On pose a = inf, ;)cr2 fo (t? — (a t+ b)) dt.

Q 7 Interpréter d a l'aide de la distance d’un élément de E o un sous-espace vectoriel de E a préciser.

11
Q 8 Calculer le déterminant. ‘ i1 ‘
2 3
11 1
173
Q 9 En admettant que 2 313 = 2160, donner la valeur de a.
3 4 5

1



Généralisation

Soit p un entier naturel non nul et a4,...,ap,b1,...,b, des réels.
On suppose Vi € [[1,p]],a; > 0,b; > 0 et ¥V (i,7) € [[1,p]]>, i # j = b # b;.

ai+br  ai+b2
1 1
as+b as+b
On pose C, (ay, ..., a,b1,...,b,)det (M) avec M = ( —— = oL e
45 /(i gyel[n.pl)? : :
1 1
ap+b1 ap+bz
1 1 1 1
1 2 3 14
1 1 1 1
S B
Onnote A, =|3 1 5 ;)
r 11, _1
p+1  p+2 2p—1

Le but de cette partie est de donner une expression de
Uy = inf(a0,~~~7an—1)€R" fol <tn — (an,lt”_l + -+ at+ a0)2 dt

AnJrl
A,

Q 10 Montrer que u, =

(z—a1)--(z—ap—1)
(x4b1)-(z+bp) -~
(X —ay)

Pour x réel n’appartenant pas a {—by,...,—b,}, on pose F(x) =
Pour i € [[1,p]], on pose, P, =[] (X +b)et P= T]]

1<j<p,j#i 1<j<p-1

Q 11 Montrer que la famille (P, ..., P,) est une base de R,_; [X].

p
Q 12 Déterminer (A1,...A,) € RP tel que P =Y A\, P,.
=1

)

Q 13 On note D le déterminant d’ordre p :

1 1
alJlrbl e a1+{’p—1 F (al)
D — az+by az+bp_1 F (a2)
i i ’
ap+b1 T ap+bp—1 F (&p)
En calculant D de de deux maniéres différentes, montrer que
p—1
' (ai + bp)
F (ap) Cp—l (al, Ce ,CLp_l, bl, ce >bp—1) == ;:_11 Cp ((11, ce ,CLp, bl, ce
(bp - bi)
=1
Q 14 En dédure :
1<H'< (a; = ) 1<H'< (b; =)
Cp (a1, ... ap, by, ... by) = —IF S
p(alv 7ap7 1 ) p) H (ai +bj)
(i) €llLpl”

(n})*

Q 15 En déduire [’égalité u,, = @2n)2n + 1)

Q 16 Donner un équivalent de wu,, lorsque n tend vers lémﬁm

alpr

a2+bp

ap+bp

€ My(R).



DM 9 correction

(u]wu) (u]v) )
On notre Gram(u,v) = et G(u,v) = det(Gram(u, v
o) = (o) fo]e) ) et Glu,o) = det(Gram(u, o)
(uw) (ulv) (u|w)
On note Gram(u,v,w) = | (v|u) (v]v) (v|w) | et G(u,v,w)= det(Gram(u,v,w)).
(wlu) (w]v) (w]w)
Probléme:
R 1 G(u,v) = ||ul?||v]> = (v | v)* > 0 en vertu de l'inégalité de Cauchy-Schwarz et Il y a égalité ssi u et v sont

colinéaires (cas d’égalité de l'inégalité de Cauchy-Schwarz).

R 2 Siw € {u,v}t alors G(u,v,w) = 0 = G(u,v)||wl|?.

0 0 (w | w)

R 3 Siw = Au+ pv alors pour tout x € E, (x| w) = ANz | u) + p(z | v) donc en notant Cy,Cy, Cs les colonnes
de Gram(u,v,w) on a Cy = AC; + uCy done G(u,v,w) = 0.

R4 Ona(ulw)=(ult)+(uln)=(u|t) et (w|w)=|w|*=|t]”+]n|" (pythgagore)
(ulw) (wlo) — (u]?) (u] 1) (u ] 1) 0
done G(u,v,w) = | (v]u) (v|v) (v|t) et (v]t) =| (v|t) |+ 0 donc en util-
(tlu) (t]v) (¢]0)+|nl? 11/ + [ln]|® I¢]* Inl*
(wlw) (wlv) (u|t)| | (u|uw) (u|v) O
isant la trilinéarité du déterminant d’ordre 3, G(u,v,w) = | (v|u) (v]v) (v|t) |+]| (v|w) (w|v) 0 |=
tlu) (]v) (¢]1) (tlu) (t]v) |nf®

Gu,v,t) + |n|]” G(u,v) = ||n||> G(u,v) car G(u,v,t) =0 d’aprés la question précédente.

R 5 Si (u,v,w) est libre alors (u,v) est libre et w ¢ Vect(u,v) donc G(u,v) # 0 et n # 0 puis G(u,v,w) =
G(u,v)||n||* # 0. Si G(u,v,w) = 0 alors G(u,v) =0 oun =0 donc (u,v) liée ou w € Vect(u,v) donc (u,v,w)
est liée.

R 6 Notons C,...,C, les colonnes de Gram (uy, ..., uy,).

Si (uy,...,up) est lice alors I(A1,...,\n) # (0,...,0) telle que \uy + +-+- + \u, = Op et donc Vx € E,
(x| Mup + -+ Auy) = 0 done Ay (x| ug) + -+ N\ (| u,) = 0. En remplacant x par uq, ..., u, on obteint
MO+ -+ MG, =0 et done G (ug, ..., u,) = 0.

R 7 Posons A = (a;;), AT = (d};) avec d; = a;; et AT x A= B = (b;;)

Par définition de la matrice de passage, u; =

n

n n n
agjex donc (u; | uj) = (Z agq€k | Y. a;w»ek) = Q0 car
k=1 k

k=1 k=1 -1
(€1,...,€p) est orthonormée.
n n
et by = > a) an; = Y apiap; = (u; | uj) done AT x A = Gram (uy, ..., up).
k=1 k=1

On en déduit que G (uy, ..., u,) = det (AT x A) = det (AT) x det (A) = (det A)? > 0 car A est inversible.

R 8 Le sous-espace F' étant de dimension finie, on peut écrire v =t+n avect € F etn € '+ ot est le projeté
orthogonal de x sur F.

D’aprés le cours, d(z, F) = ||z —t|| = ||n||

On a (vi|z) = (vi|t) + (vi|n) = (vi|t) car n € F* et (z|x) = (t|t) + (n|n) (pythagore)



(vilvr) -+ (vifog) (v1]?) (vilvr) --- (vilog)  (0i]t) (vilvr) -+ (vi]vg)

G(Ul,...’vk,x): . . . — . . . + . .
(vklvr) -+ (vklo) (vrlt) (vklv) -+ (owfo)  (vxlt) (vklvr) -+ (vlog)
(tlor) - @oe)  (EE) + (n[n) tlo) - (o) (@) (tloy) - (tlok)

et donc G (vq,...,v5,x) =G (v1,..., 0, )+ ||n||2 G (v1,...,v;) (en développant par rapport & la derniére colonne).

Or (vy,..., v, t) est liée cart € F donc G (vy, ..., 05, t) =0 done G (v, ..., 05, 2) = |[n||> G (v1, ..., vp).

G (v1,..., v,
Or G (vy,...,v) # 0 car (vy,...,v) est libre donc ||n|* = 1., 0, )
G(Ula"'avk)
On a vu dans la question précédente que G (uq, ..., u,) > 0 pour toute famille de vecteurs. On peut donc passer
a la racine pour toute famille de d(z, F) = ||n| = H car ||n|| > 0.

R 9 Posons Py = X? et P,y =aX +0.
On a a = inf(, p)cr2 fol (P — Pa7b)2 (t) dt =infp, ,cvect(1,x) | FPo — Pa7bH2 donc o = d (P, F)2 avec F' = vect (1, X).

11
R10| ] §|-1-1-4%
2 3
1 1 1
i Yi Lyits 1 %% 2 R 1
R 11 Ona (X'|X7) = [, t dt:mdoncG(l,X): I FletG(L,X,X7) = R = 5165 donc
2 3 I 11
3 4 5

_G(17X7X2)_ 12 1
TG X) Cme T 0

R 12 Comme dans la partie précédente, on peut écrire

n 2 G(LX,. X" A,
Un == d(X 7R’)’L71|:X]) = G(f,X 77777 Xn—)l) = A:l *

R 13 La famille (P, ..., P,) est une famille de p = dim (R,_1 [X]) éléments. Il suffit donc de montrer qu’elle
p

est libre. Supposons Y \;P; = 0. En évaluant en —b;, on obtient \; = 0. Donc (P, ..., P,) est libre donc base de
i=1

R,_1 [X].

p
R 14 1 existe donc (\y,...\,) € RP tel que P = > N\, P,.

i=1
En évaluant en —b;, on obtient P, =[] (X +0b;) et P(=b;)= I (=bi—a;)=X [ (b;—b).

1<j<p,j#i 1<j<p-1 1<j<p,j#i
1<1;[ 1 (@ +5:)
On en déduit que \; = —=2— .
Z [T (bi—b)
1<j<p.g#i
R 15 D’une part, F (a1) = -+ = F (ap,—1) = 0 donc en développant suivant C,:
D=F (ap) Cp—l (al, ceey p_1, bl, ceey bp—l)'
_1 DY 1
» a1+b1 a1+bp_1
b
s P (x) ZZZ:I <x) P 1 az-lﬁ-bl T az-i-}) -1
D’autre part, x & {=by,...,=by} alors ' (x) = — == => N —|—b'D: P
[H@+b) [[@+b) = 777 :
i=1 i=1 1 N 1
ap-i-bl ap—l—bp,l




1

-1 .. 1 A

a1+b1 a1+bp—1 p (al + bp)
-1 .. 1 A

a2+b1 az+bp_1 P

(a2 +b) | (C)—Cp— (MCi+--+ X1 1Cp 1))

-1 ... L 1
ap+b1 ap+bp_1 Pap + bp

[T (a+0b)

1<j<p—1
donc D = \,Cp (a1, ..., ap,b1,...,b,) = jl_f b, — b)) x Cp (a1, ... ap,b1,...,bp).
1<j<p,j#p
1<‘1;[ 1(aj+bp)
d’ot F(ap) Cp—l (CLl, R ,ap_l,bl, .. .,bp_l) = == X Cp (al, - ,ap,bl, .. .,bp)
b, — b;
ISJ‘I;[pfl( : j)

R 16 Raisonnons par récurrence sur p > 1.
Pourp=1:C(ay,b) = ce qui correspond & la formule proposée (sachant qu’un produit sur le vide vaut

1)

Supposons la propriété établie au rangp — 1 > 1.

1
a1+by

'L b0
Py p Vi
Aurangp: Cp(ay,...,ap,b1,...,b,) = S——F (a,) Cp1 (a1, ..., ap-1,b1,...,b,_1) avec
T (astby)
éﬁl(ap_ai) 1<i<H< 71(aj_ai)1<i<n< 71(bj_bi)
F(ap) = =—— et par HR : Cpy (a1, ... ,ap—1,b1,...,bpq) = ==F I —(ajjrl’;j) donc
izl(aerbz-) (i.5)€llt,p—1112
1<i1;[j<p(ajiai) 1<7'1;[j<p(bjibi) .
Cp(ar,...,ap,b1,...,b,) = === T (aiby) . Ce qui achéve la récurrence.
(i.d)€l[1.p]]1?
. . 1<¢I;['< (jii)z An—i—l
R 17 Poura; =i etb; =i—1, A, = Cy(as,...,ap,b1,...,b,) donc A, = *ijp(iﬂ.fl).donc Un = — =
(i.)€llL,p])12 "
il;[1(n+1_i)2 o (nh)*
<ﬁ (i+n)) ( I (n+j)) (nt1)  GWICeEDE
=1 =1
R180 < u, < @ +1)XX".’_.XX"(2n) @ +1)XX“.'NXX”(2H) 2n1+1 < 2n1+1 — 0 donc u, — 0, ce qui ne répond pas a la question!

(appliquer la formule de Stirling pour répondre a cette question)



