DM 9 (pour le 2 décembre 2024)

Exercice 1:

Soit A € M,, (R). On suppose que A% + A% + A+ I, = 0.

Q 1 La matrice A est-elle inversible?

Q 2 Montrer que A est diagonalisable dans M, (C).

Q 3 Montrer que A est diagonalisable dans M, (R) si et seulement si A = —1I,.

Q 4 Justifier que Vk € N, X* — 1 est polynoéme annulateur de A.
En déduire, pour n € N quelconque, une expression de A™ comme combinaison linéaire de I,,, A et A2.

Q 5 On suppose que tr (A) = 0.
1. Donner la valeur de det (A). Montrer que p est pair.

2. Donner le rayon de convergence et la somme de la série entiere Y tr (A™) ™.

Probléme: Exemples de réduction dans le cas ou le spectre est vide

Attention 1 On n'utilisera pas sans démonstration la proposition 35 du chapitre sur les polynémes d’endomorphisme qui est hors
programme.

Si on rencontre une situation ot cela parait utile, plutdt que de redémontrer la propriété en général, on essaiera de s’adapter a la
situation de l'exercice.

3 3 3 -1 0 2 0 0 0 -4 0 0

o s 3 1 , | 20 0 o0 , 10 0 o

Soit A= 5 | 3 3 |h=| g 0 0 4|2 =]0 0 0 —16

1 -3 3 -3 0 0 -4 0 00 1 0
Préliminaire.

Q 6 Montrer que A} et A, sont semblables.

Premiére partie: passage par les complexes

Q 7 Calculer le polynéme caractéristique x 4 de A. (on trouve X* + 20X? + 64).
Donner la décomposition en irréductibles de x 4 dans R[X] et dans C[X]. Préciser le spectre de A.

Q 8 En déduire que A est diagonalisable dans My (C).

L1 L1
Q9 Soit X = ; € M,, 1 (C), on note X =

T Ty
Soit M € M,, (R) et A € C une valeur propre complexe non réelle de M et X un vecteur propre de M associé a A.

1. Montrer que X est vecteur propre de M et préciser la valeur propre associée.
1 — 1 —
2. OnposeY:§(X+X), Z:;(X—X).
Z —
Montrer que Y et Z sont éléments de M, 1 (R) et exprimer X et X comme combinaison linéaire de'Y et Z.
3. Montrer que AY =Re(A\)Y —Im () Z et exprimer de méme AZ en fonction de \, Y et Z.

Q 10 Justifier qu’il existe V1 et Vo dans My (C) tels que (Vl,Vl,Vg,vg) soit une base de My 1 (C) formée de vecteurs propres de
A.

(on ne demande pas de calculer Vi et Va). Donner une matrice D € My (C) diagonale semblable a A.
1 — 1 — 1 — 1 —
On pose Uy = §(V1+V1)7 U, = 27,(1/1—V1), Us = 5(V2+V2) et U4=2—i(V2—V2).

Q 11 Montrer que (U1,Us,Us, Uy) est une famille libre dans My 1 (R).
Q 12 FEn déduire que A est semblable o A}.



Deuxiéme partie: utilisation d’un polyndéme annulateur

Soit f canoniquement associée & A. On note E = M1 (R) et by la base canonique de E.

Q 13 En utilisant la premiére question, justifier que (A2 + 16[2) (A2 + 4[2) =0.

Q 14 Montrer que ker (f2 + 16idE) N ker (f2 + 4idE) ={0g}.

Q 15 Calculer A%2. En déduire la dimension de ker (f2 + 16idE) et de ker (f2 + 4z'dE).

Q 16 Montrer que E = ker (f2 + 16idE) @ ker (f2 + 4idE).

Q 17 Montrer que ker (f2 + 4Z'dE) est stable par f et que si v; € ker (f2 + 4idE) alors (v1, f (v1)) est une base de ker (f2 + 4idE)

Q 18 FEn déduire que A est semblable a Aly. (on utilisera uniquement la question précédente en non la partie précédente.

Troisiéme partie: Etude d’un cas en dimension finie quelconque

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie n € N*. Soit f un endomorphisme de F.
On suppose que f2 +idg = 0.

Q 19 Montrer que sp (f) = 0.
Q 20 Justifier par un calcul simple que n est pair.
On poése n = 2p

Q 21 Soit ey € E un vecteur non nul. Montrer que Fy = vect (e1, f (e1)) est un sous-espace stable par f de dimension 2. En déduire

qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f peut-étre définie par blocs sous forme ( 64 g ) avec A = ( (1) Bl ),
n—2,2

Be M, 2(R) et Ce Msy,_2(R).

Q 22 Soit F' un sous-espace stable par u et e € F.
Montrer que si e n’appartient pas & F alors la somme F®.vect (e, f (e)) est directe.

Q 23 Montrer, en utilisant une démonstration par récurrence finie, qu’il existe une famille (e1, ..., ep) de E telle que (e1,...,ep, f(€1),...
est une base de E.

A 022 -+ 099
Q 24 FEn déduire qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est diagonale par blocs de la forme 02 A
. .. 02)2
02,2 022 A

Exercice 2: (facultatif) (oral des mines)

Soit A € M3 (R). On suppose que les coefficients de A sont entiers et qu’il existe p € N tel A? = I,. Montrer que A'? = I,..



CORRECTION

Exercice 1:
R1OnaA3+A2+A+ I, = 0.donc A (A2 + A+ Ip) = —1, donc A est inversible d’inverse — (A2 + A+ Ip) .

R2 Onpose P=1+X+X*+X3=(X+1)(X*+1)=(X+1)(X+1i)(X —i). Ona P(A)=0.
- P est scindé a racines simples dans C donc A est diagonalisable dans M, (C) et spc (A) C {—1,i,—i} ensemble des racines
complezes de P.

R 3 - D’aprés ce qui précéde, spr (A) C {—1} donc Si A est diagonalisable dans M, (R), alors il existe P € GL, (R) tel que
P7YAP = —1I, donc A= —1I,.

R4 Ona(X-1)(1+X+X2+X3) =X*—1donc A* —I,=(A—1,) (A®+ A2+ A+ I,) =0 donc A* = I,, donc Vk € N,
A% — (AN = (1)F =1,

A% = (AN = (1)F =1,

A = (AN = (1,)F = 1. A2 — Ak g2 = 42,

A4R+T — A4k o A = A. A4k+3:A4kXA3:A3:_A2_A_Ip

R 5 On suppose que tr (A) =0

1. D’apreés la deuxieme question, A est semblable dans M,, (C) a une matrice de la forme diag | =1,...,—1,4,... 4, —4,...,—1@
—_———— —— ———
m1 fois m; fois  m_; fois
et donc tr (A) = tr (D) = (=1)m_1 +i(m; —m_;). Ortr(A) € R car A est une matrice réelle donc m; — m—_; = 0 donc
tr(A) = —m_y1 € Z_. Supposons que tr (A) = 0. On a alors m_1 =0, m; = m_; et m_1 +m; —m_; = p donc p = 2m; est
pair et A est semblable & D = diag | 4,...,i,—i,...,—i | donc det (A) = det (D) = i™ (=)™ = (—iQ)mi =1.
—— ————
m; fois m; fois

2. Les matrices A™ et D™ sont semblables donc tr (A™) = det (D") = m; (i" + (—=1)") = (1+(=1)")ms". Si n est impair,
alors tr (A") = 0 et si n est pairm = 2k, alors tr (A") = 2m; x i2* = (=1)"2m;. On s’intéresse donc a la série entiére

> (—1)k 2mx?k = 2m; > (—xQ)k qui est une série géométrique de raison (—x2) qui converge si et seulement si |—:r2| <1 c-a-d
+

00 1
|z] < 1. On a de plus nX::Otr(An)xn = 21-1-332'

Probléme:

Préliminaire.

R 6 Soit u canoniquement associée o A} et (e1,e2,€e3,e4) la base canonique de My 1 (R).

On vérifie que Ay = mat(e, e, cq,—2¢4) (0) donc A} et Ay sont semblables.

Premiére partie: passage par les complexes

R 7 Comme indiqué dans I’énoncé, on trouve x , = X* + 20X? + 64.

R 8 En calculant les racines de X2 + 20X + 64, on trouve que X2 + 20X + 64 = (X + 16) (X + 4)

donc X4 +20X2 464 = (X2 4 16) (X2 +4) = (X2 - (42')2) (X? - (2i)2) = (X — 4d) (X +44) (X — 20) (X + 20).

On en déduit que sp (A) = {4i, —44,2i,—2i}.
Dans My (C), la matrice A admet 4 valeurs propres distinctes donc est diagonalisable dans My (C).

R 9 M e M, (R) et A € C une valeur propre complexe non réelle de M et X un vecteur propre de M associé & \.

Y1 -

1. Ona MX = : avec y; = . My j X T; = YoM X T =) My T done MX = MX =)X =\ X.
’ i=1 MeMn(R) j=1 i=1

Yn

Donc X est vecteur propre de M associé a .



1 —
§($1+IE1) Re (z1)

1 —
2, Y:i(X—i-X): : = : € M1 (R).
%(xn +77) Re (@)
1 Im ({Ill)
De méme, Z = % (X - X) € My (R).
Im (z,)

On en déduit que X =Y +iZ et X =Y —iZ.

8. OnaMY =M (; (X+X)> =- (MX+MX) = % (AX +2X) :%(A(Y+iZ)+X(Y—iZ))

| DO =

My = APAy L AT A ATA AT A Ry Y —m (V) 2.
2 2“7 2 1 1
On a de méme MZ:M<2_ (X—X)) = 5 (MX = MX) = o (\X =3X) = o (A\(Y +i2) = X (¥ —i2))
2 2 7 1
MzZ=2"2y LA ()Y +Re(V) 2.

21 2

R 10 Soit Vi € My 1 (C) un vecteur propre de A associé a 2i et Vo € My (C) un vecteur propre de A associé a 4i dans My (C).
D’apres la question précédente, V1 est vecteur propre de A associé a —2i et Vy est vecteur propre de A associé a —41 donc (Vl, Vi, Vs, Vg)
est libre donc base de My (C).

R 11 D’apreés la question 9, Vi = Uy 4+ iUs, Vo = Uy — iUy, Vi = Us + 11Uy, Vi = Us — iUy,

Tout X € My (C) est combinaison linéaire de (thl, VQE) donc de (Uy,Us,Us, Uy).

On en déduit que (Uy,Us,Us, Uy) est génératrice (donc base pour des raisons de dimension) de My 1 (C).

On en déduit que (Uy,Us,Us, Uy) est libre dans My (C) donec My (R) (immédiat d’apres la définition d’une famille libre).

R 12 D’apreés la question 9, avec \ = 21,
AU; =Re (A Uy —Im (\) Uy = —2Uy et AUy = Im (A\) Uy + Re (\) Uy = 2Uy. En procédant de méme pour A\ = 4i, on obtient que, si

est canoniquement associée a A, alors maty, vy, v..U = Al .donc A et A} sont semblables.
(U1,U2,Us,Us) 1 1

Deuxiéme partie: utilisation d’un polyndéme annulateur

R 13 Le théoréme de Cayley Hamilton donne x 4 (A) =0 et x4, = X* +20X? + 64 = (X% +16) (X% +4) donc
(A% 4+1615) (A% +415) = 0.

R 14 Six € ker (f2 + 16idg) N ker (f? + 4idg), alors u? (z) = —16z et v’ (z) = —4z.donc x = Op .
On en déduit que ker (f? + 16idg) N ker (f? + 4idg) = {0g}.

R 15 La somme ker (f2 + 4z'dE) + ker (f2 + 167jdE) est directe d’aprés la question précédente.

On a (f? + 16idg) o (f? + 4idg) = 0 donc Im (f? + 4idg) C ker (f? + 16idg).

Par le théoréme du rang, 4 — dim (ker (f2 + 4z'dE)) < ker (f2 + 16idE) donc

4 > dim (ker (f2 + 4idg) @ ker (f? + 16idg)) = dim (ker (f* + 4idg)) + dim (ker (f2 + 16idg)) > 4

donc dim (ker (f2 + 4idE) @ ker (f2 + 16idE)) =4.

Or dim (ker (f2 + 4idE) @ ker (f2 + 16idE)) = dim (ker (f2 + 4idE)) + dim (ker (f2 + 16idE)) car la somme est directe d’aprés ce
qui précéde donc E = ker (f* 4 16idg) @ ker (f? + 4id).

—-10 6 —6 6 6 6 —6 6
R 16 A% = —66 750 :160 g donc A? + 1614 = —66 g %6 g qui est de rang 2 donc (th du rang)
—6 6 6 —10 -6 6 6 6

on a dim (ker (f2 + IGidE)) = 2.
En utilisant la relation auzr dimensions des supplémentaires, on obtient dim (ker (f2 + 4idE)) =2.

R 17 Soit v; € ker (f2 + 4idE) un vecteur non nul.

On a (f?+4idg) (f (v1)) = (f2+4idg) o f(v1) = fo (f*+4idg) (v1) = f(0g) = O0g donc f(v1) € ker (f?+4idg) donc
ker (f2 + 4idE) est stable par f.

La famille (v1, f (v1)) est libre car f n’admet pas de valeurs propres donc est une base de ker (f2 + 4idE)

R 18 Soit v; € ker (f2 + 4idE) un vecteur non nul. Posons vo = f (v1). On a f (v2) = f2 (v1) = —4vy.
De méme, soit v € ker (f? + 16idg) un vecteur non nul. Posons vy = f (v3). On a f (va) = f? (v3) = —160;.
D’aprés la question précédente, la famille (v1,v2) est une base de ker (f2 +4idE) et de méme la famille (vs,vy) est une base de
ker (f2 + 4idg).
Or ker (f2 + 4idE) et ker (f2 + 16idE) sont supplémentaires donc (v1,v2,v3,04) €t Mat(y, vy.05,0,) (f) = A donc A est semblable a
Al

4



Troisiéme partie: Etude d’un cas en dimension finie quelconque

R 19 Ona f2+idg =0 donc X? + 1 est un polynome annulateur de f qui n’admet pas de racine réelle donc sp (f) = 0.

R 20 On a f? = —idg donc det (f?) = det (—idg) = (—1)" et det (f?) = det (f)> >0 donc n est pair. (on peut aussi raisonner sur
la multiplicité des racines complexes de Xf)'

R 21 D’une part sp(f) =0 donc (e1, f (e1)) est libre car ey n'est pas vecteur propre donc F est de dimension 2.

On a { 7 (éflgei)_e;je 7 donc F' est stable par fn pose n = 2p.

En complétant la famille libre (e1, f (e1)) en une base b de E, on a maty, (f) = ( 64 g ) avec A = ( (1) I)l ), BeM, > (R)
n—2,2
et C € May,—o (R).

z+ae+bf(e)=0:(Lq)
fx)+af(e)—be=0: (L) ~
((L2) obtenu de (L) en appliquant f des deux cotés de l'égalité). On en déduit la combinaison a (L1) — b(La) que
ax —bf (z) + (a® +b*) e = 0 soit (a> +b*) e = —ax + bf (x) € F car x € F et F stable par f.
Oredg F donc a®>+b* =0 donca=0b=0 doncy =0 donc x =0 donc la somme F+.vect (e, f (e)) est directe.

R 22 Soitz € F ety € vect (e, f (€)) tels que z+y = 0. Soit (a,b) € R? tels quey = ae+bf (). On a, {

R 23 Montrons par récurrence finie que pour tout k € [[1,p]], il existe une famille (e1,. .., ep) de E telle que (e1,...,ep, f(€1),..., f (ep))
est libre.

Initialisation: Déja vu dans une question précédente.

Soit k € [[1,p — 1]]. On suppose qu’il existe une famille (e1,...,e;) de E telle que (e1,... ek, f(e1),..., [ (er)) est libre.

Posons F = vect (e1,...,ex, f(e1),...,f (ex)). On vérifie comme précédemment que F est stable en utilisant f?> = —idg et d’aprés
la question précédente, comme dim (F) = 2k < 2p = n, il existe ex41 € F donc tel que la somme F+.vect (eg41, f (ex+1)) est directe.
On en déduit que la juxtaposition des base (e1,... ek, f(e1),-..,f(ek),erst1, [ (exr1)) est une base de cette somme directe donc est
libre. La modification de l’ordre ne change pas la liberté donc (e1,...,exy1, f(e1),..., f (ex+1)).
Le résultat est donc vrai pour k = p.
La famille (e1,...,ep, f(e1),..., f(ep)) est donc libre avec n = 2p léléments donc base de E.

A 020 - 022

. . 029 A
R 24 Dans cette base, la matrice de u est diagonale par blocs de la forme '
. . 0272
022 -+ 020 A

Exercice 2:

Par hypothése X? — 1 est polynome annulateur de A. Or X? — 1 est scindé dans C [X] & racines simples de racines les éléments de
U, = {wk, k € [[0,n — 1]]} avec wy, = €'+ donc

- A est diagonalisable dans M (C).

- spc (A) C U,. B

Or x4 € R[X] donc si A € sp(A) alors X € spc (A).

On en déduit que sp(A), qui est non vide et de cardinal inférieur ou égal & 2 est I'un des ensembles suivants {1}, {—1}, {—1,1},
{wy, Wr} avec wy racine p®®™° non réelle de 1.

Si spe (A) et 'un des ensembles {1}, {—1}, {—1, 1} alors A est semblable a une des matrice D parmi les matrices Iz, —Io, ( (1) Pl ) )
Si spc (A) = {wy, Wx} avec wy, racine p®®™° non réelle.de 1, alors tr (A) = wy + Wy = 2Re (wy) et tr (A) € Z car A est a coefficient
entier.

Or |Re (wg)| < 1 car |wg| =1 et wy, n’est pas réelle donc 2 Re (wy,) € [[—1,1]]

0 —2 0 e's

On a dans lordre des matrices D introduites, D = Iy, D?> = I, D?* = I, D* = I, D = I,, D® = .
On en déduit que D'? = I, donc A2 = I,.

. s 27 0
A est semblable a une des matrice D parmi les matrices, < ! 0. >, < €’ O‘W ) €’ on )



