PSI DS 3 (le 16 novembre 2022, 3h)

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et la concision de la rédaction.
St un candidat est amené a repérer ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Le sujet comporte 5 pages

| Les calculatrices sont interdites |

Lorsqu’un raisonnement utilise le résultat d’une question précédente, il est demandé au candidat
d’indiquer précisément le numéro de la question utilisée.

Questions indépendantes: Début du sujet 1

Q 1 Soit E un espace euclidien. Soit (ug, u1,us) une famille de E telle que ¥ (i, j) € [[0,2]]%, (us]u;) = 217,
Calculer ||3ug + uy — usl|.

Q 2 On considére E = R3 muni du produit scalaire usuel.
Soit a = (1,2,1) et H le sous espace vectoriel de E défini par (x1,x2,23) € H < x1 + 229 + 23 = 0.

1. Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale p sur F' = vect (a).

2. En déduire la matrice, dans la base canonique, de la symétrie orthogonale s par rapport a H.

Exercice 1: Début du sujet 2

€ My (R).

On considére la matrice J =

— =
el e
— = = =
— = = =

Q 3 Justifier que 0 est valeur propre de J. Déterminer la dimesion du sous-espace propre associé.
Q 4 Montrer que J est diagonalisable.
Q 5 Déterminer P € GLy (R) et D € My (R) tels que P~'JP = D et D est diagonale.

Soit (un), (vn), (wy) et (z,) des suites réelles vérifiant,

Unp+1 = % (2un + v, +wy, + an>
1
Un+1 = 5 (un + 20, + wy, + xn)
vn e N wn—i-l:%(un—i_vn—i_zwn—i_:cn)
Tnt+l = 5 (un + vp + Wy, + 2xn)
Unp
On pose, pour n € N, X,, = Z;” € My (R).



Q 6 Déterminer une matrice A € My (R) telle que Vn € N, X, 11 = AX,,.
En déduire, pour n € N, une expression de X,, en fonction de A, n et X.

Q 7 Exprimer A a laide de J et Iy. En déduire que A est diagonalisable et préciser une base B = (Vi, Vs, V3, Vy)
de My (R) formée de vecteurs propres de A.

Q 8 Déterminer des suites (an),cx > (0n)pen (Cn)nen €t (dn), ey telles que pour tout n € N,
Xn = an‘/l + bn‘/2 + Cn‘/é + dn‘/4

Q 9 En déduire que la suite (X,), oy converge.

On note L € My ; (R) la limite de la suite (X,,) et F' = vect

—_ = = =

Q 10 Montrer que L est le projeté orthogonal de Xy sur F.



Probléme: début du sujet 3

Dans tout le probleme, on considére un entier n € N, n > 2.
On note £ = R,[X]. On pourra noter, pour k € [[0,n]], F, = R[X].

Partie I - Produit scalaire sur F
1.1 - Généralités

Pour tout couple (P, Q) € R,[X]?, on note :
+oo
Pl = [ PR
0

Q 11 Montrer que, pour tout k € N, [intégrale généralisée f0+°° thetdt est convergente.
Q 12 En déduire que pour tout R € R,[X], Uintégrale généralisée f0+°o R(t)e~'dt est convergente.

ExFE—R
(P,Q) — (P|Q)

Q 13 Montrer que [’application { est un produit scalaire de E.

1.2 - Calcul d’un produit scalaire

Q 14 Soit k € [[1,n]]. Etablir que :

—+o00o —+o00
/ the~tdt = k / th=letdt.
0 0

Q 15 En déduire la valeur de l’intégrale généralisée f0+°° the~tdt.

Q 16 En déduire la valeur de (X'|X7) pour tout (i,7) € [[0, n]]?.

L3 - Calcul de inf(,pepe |/ f; ™ (12 — at —b)* edt

Dans cette partie, on suppose que n = 2. On pose £ = Ry [X] et F = Ry [X]| = vect (1, X) et, pour (a,b) € R?,
P=aX+0b.

Q 17 Pour quelle valeur de (a,b) € R?, le polynome P vérifie-t-il le systéme d’équations suivant?

{ (X2—P|1)=0
(X2—P|X)=0

Q 18 En déduire le projeté orthogonal de X? sur F.

Q 19 Déterminer le réel m = inf(, p)cpe \/f0+°° (t2 — at — b)2 e~ tdt.

Partie II - Construction d’une base orthogonale

On consideére lapplication a définie sur R, [X] par :

VP eR,[X], a(P)=XP'+(1-X)P



I1.1 - Propriétés de ’application «
Q 20 Montrer que « est un endomorphisme de R, [X].

Q 21 Ecrire la matrice de o dans la base (1,X,...,X™).

Q 22 En déduire que « est diagonalisable; préciser les valeurs propres de « et la dimension des sous-espaces
propres.

I1.Vecteurs propres de ’application «

On fixe un entier k € [0, n].

Q 23 Montrer qu’il existe un unique polynéme Py € R, [X], de coefficient dominant égal a 1, vérifiant
a(Py) = —kP.

Q 24 Justifier que Py est de degré k.

Q 25 Déterminer Py et Py. Vérifier que Py = X? —4X + 2.

I1.3 - Orthogonalité de la famille (F,..., P,)

On fixe un couple (P, Q) € R,[X]?.

Q 26 Montrer que (a(P)|Q) = — 0+°O tP'(t)Q (t) e tdt.

Q 27 En déduire que (a(P)|Q) = (Pla(Q)).

Q 28 En déduire que (P, ..., P,) est une base orthogonale de R, [X].

Partie III - Racines du polynéme F;.

Dans cette partie, k € [[1, n]].

Q 29 En utilisant l’égalité (Py | Py) = 0, Montrer que Py, admet au moins une racine appartenant & |0, col.
Q 30 Justifier que Py est orthogonal a Ry_1 [X].

Q 31 Soit |l le nombre de racines de Py, dont ’ordre de multiplicité est impair.
!

- Sil #0, on note x1, ..., x; les racines de Py, dont l’ordre de multiplicité est impair et on pose Qr = [] (X — z;).

i=1
-8t k=0, on pose Q, = 1.
En utilisant la question précédente, montrer que | = k.



Partie IV - Méthode de quadrature de Gauss

On admet (voir partie précédente) que le polyndome P, admet n racines réelles distinctes que 1'on note xy, ..., z,.
On souhaite montrer qu'il existe (Aq,...,\,) € R" tel que :

VP € R, 1[X], /0 " p(tyett = zn: NP(). ()

Q 32 Montrer qu’un n-uplet (A1, ..., \,) € R"™ vérifie (%) si et seulement si :

1 1 1 A 0!
T T2 tee Iy, )\2 1!
P An (n—1)!

Q 33 En déduire qu’il existe un unique n-uplet (A, ..., \,) € R™ vérifiant (x).
Soit (A1,...,A,) l'unique élément de R™ vérifiant (x).

Q 34 Soit P € RQn—l [X]
Montrer que f0+°° P(t)e tdt = > \;P(x;). (On pourra utiliser la question 30 et la division euclidienne par P,).
i=1

Q 35 Déterminer un polynéme P € Ry, [X] tel que

Partie V - Une famille de polynémes

R+ — R

E.
T (—l)kxke_’” <

Pour tout k € [[0,7n]], on note Ay, : {
Soit k € [[0,n]].
Q 36 Justifier que hy est de classe C*° et qu’il existe un unique polynéme L; vérifiant:

Vo e R, h,(f) (x) = Lg (x)e™®

Préciser le degré et le coefficient dominant de Ly.
Q 37 Calculer Lo, Ly, Ls.
Q 38 Montrer que pour tout | € [[0,k — 1]], h,(ﬂl)(O) =0.

Q 39 Démontrer que pour tout P € R,[X], pour tout p € [[0, k]|
+o0 &
L P)=(-1r [ PP dar
0

Q 40 En déduire que si k € [[1,n]], alors Ly, € (Fy_1)". En déduire que (Lo, ..., L,) est une famille orthogonale
Q 41 Montrer que Vk € [[0,n]], Ly = Py.

Q 42 Déterminer, pour k € [[0,n]], la valeur de || Pg||. 5



PSI DS3 CORRECTION

Questions indépendantes:

R 1 On2a 113ug + 1y — U%HQ = [|3uo||® + [lwr|* + |—u2|* + 2 (3uo|uy) + 2 (Buo| — us) + 2 (ur| — us)

(]a)

R 2 1: Pour tout x € E, p(z) = ——=a donc p(e;) = a2 a et (er]a) =1, (es]a) =2 et (es|la) =1 et ||a]|* = 6.

2
lal ol
1 1 21
On en déduit que On en déduit que matp (p) = 5 2 4 2 |;
1 21

1
2: Soitz € E. Onax e He xy+ 21y +13 =0 (2]a) =0 done H = vect (a) et donc H- = (vect (a)L> =

vect (a).car vect (a) est de dimension finie.

La symétrie orthogonale par rapport a H est la symétrie par rapport o H parallémement a vect (a) = F.
Soit q la projection orthogonale sur H.

Onas=q—petp+q=idg doncs=1idg — 2q.

[\

L INOLR =

On a donc matp (s) = | —

OO | =0

2
3

Exercice 1:

R 3 Onarg(J) =1 done, par le théoréeme du rang, ker (J) est de dimension 3 donc O est valeur propre de J et
dim (Ey (J)) =3

R4 SiV;= , on a JVi = 4V; donc Vi est vecteur propre associé a la valeur propre 4 et dim (Ey (J)) > 1.

1
1
1
1
On a donc dim (Ey (J)) + dim (E4 (J)) > 4 donc J est diagonalisable, sp (J) = {0,4} et dim (Ey (J)) = 1.

R 5 Déterminons Ey (J) = ker (J).

Soit f Uapplication linéaire canoniquement & J et by = (e1, €2, e3,e4) la base canonique de My (R)..

On a Cy = Cy donce f(e; —ey) =0. De méme f(eg —e3) = f(eg —eq) =0

Pour i € [[2,4]], posons V; = e1 — e;.

la famille (Va, V3, Vy) est une famille échelonnée, donc libre, de 3 vecteurs de ker (f) qui est de dimension 3 donc
(Va, V3, Vy) est une base de ker (f) et (V1) est une base de Ey(J) et donc b = (Vi,V,, V3, Vy) est une base de
M4,1 (R) car M471 (R) = E4 (J) D EO (J)

11 1 1 4 0 00
Y |1 -1 0 0 rp 10000
Soit P = Py, = Lo -1 0o | On a P~'JP = mat, (f) = 000 0 =D.
1 0 0 -1 0000
2 1 11
1 211 .
R 6 On pose A = 11921 | On a bien X,,1 = AX,. On a
1 1 1 2
X, =AX, 1 = A(AX, _3) = A%X,_5 et par récurrence immédiate, X, = A"X.

6



R7 OnalJ+1,= donc A= —(J+1).

— = =N
e
ot =

N = = =

1
1
2
1
: N 1 1 A+1
Si V' est vecteur propre de J associé a A\, alors AJ = = (J+ 1)V = = (JV+V)= TV.

On en déduit que (V1, Vs, Vs, Vi) est une base de My; (R) formée de vecteurs de A associés respectivement aux
1

vaLeurs propres —, T, T-
757 5’ 5)

R 8 On peut décomposer Xy dans la base (Vi, Vo, V3, Vy): Xog = aVi + BVo + V3 + £V},
Ona X, =A"Xy=A"(aV} + Vo + V3 + eV}) = aA"V] + BA"Vy + yA" V3 + e A"V,

1 1
Or AV = Vi donc ¥Yn € N, A"V et pour i > 2, AV; = Svi donc A"V, = EVi.

" 1\" 1\"
On en déduitqueXn:aV1+5(g> VZ—{—fy(g) {/:,,4_5(5) V.

1\" 1\"
R9 Ona lim (5) =0 donc lim (5) Vi =041 donc lim X, =aV) =L.

n—-+oo n—+00 n—+00
1
On note L € My ; (R) la limite de la suite (X,,) et F' = vect 1
1
R 10 On a Xg = aVj + BVa + V3 4+ €V} et, par hypothése, Vi € F.
1
De plus Vo = _01 donc (Vi|Va) =1 —1+4+0+0=0 donc Vo € F-. De méme, V3 € F*+ et V3 € F+ donc
0

BVy + Vs +eVy € F+ done L = oV, € F est le projeté orthogonal de X, sur F

I Probléme:

Partie I - Produit scalaire sur R,[X]
I.1 - Généralités

R 11 La fonction t — tke™ est continue sur [0, +ool.

kot
1
12

o0 1 o0 o0
Or 2 > 0 sur [1,4o00] et f1+ t_th est convergente donc f;r tke~tdt converge donc f0+ tFetdt converge.

— tk+2€—t

—1—100 0 par croissances comparées donc tFe " = 0,1 (%)

De plus, ;

R 12 e { +— R(t)e " est continue sur [0, +oo.
e Si R est un polynome non nul de degré p € N et a, est son coefficient dominant, R (t) ~i_ 4o apt? donc
R(t)e™ ~yjoo aptPe™ et t — tPe™" >0 et f0+°° tPe~tdt converge.

par comparaison, l’intégrale généralisée f;roo R(t)e tdt converge.

R 13 e D’aprés la question précédente , pour tout (P,Q) € (Rn[X])2, (P|Q) existe et est un réel.
e Pour tout (P,Q) € (R,[X])*,
+oo

+o00
(PIQ) = / PoQa = [ QuPae s = @)



done (.|.) est symétrique.
e Pour tout (P,Q, R) € (R,[X])*, pour tout (X, j1) € R?,

0P+l = [ 0P + wQ() Rt

+00 +oo
= )\/ P(t)R(t)e "dt + ,u/ Q) R(t)e 'dt (par linéarité de l'intégrale convergente)
0 0
= AMP|R) + (Q[R),

donc (.|.) est linéaire a gauche.

e (.|.) est linéaire a gauche et symétrique, donc bilinéaire.

e Pour tout P € R,[X], pour tout t € R, P*(t)e~" > 0.

D’ou, par positivité de l’intégrale (qui converge et "+oo >0"), on a :

(P|P) = /;OO P?(t)e”'dt > 0.

(.|.) est donc positif.

e Enfin, pour tout P € R,[X], si (P|P) =0, alors f0+°° P2(t)e~tdt = 0.

Ort — P%(t)e™" est continue et positive sur Ry, "0 < +oo0" et f0+°° P2(t)e~tdt converge, donc pour toutt € Ry,
P2(t)e™t =0, et donc P*(t) =0, puis P(t) = 0.

Le polynéme P a donc une infinité de racines (tous les éléments de R, ), donc P = 0.

(.].) est donc bien défini.

e (.|.) définit donc bien un produit scalaire sur R,[X].

1.2 - Calcul d’un produit scalaire

R 14 On pose u(t) = t* et v(t) = —e~! Les fonctions u et v sont de classe C' sur [0, +oo| et

u'(t) = kth L et/ (t) = et

Comme u(t)v(t) = —tke™ 7 0 par croissances comparées et f0+°° the~tdt est convergente d’aprés la premicre

question.
On peut donc intégrer par parties:

+o00o +oo +o0
/ the tdt = [—tFe )5 + / kth e tdt = k / tFte~tdt
0 0 0

R 15 Posons I, = 0+°° the=tdt. On a Iy = f0+°° e7tdt et [Jetdt = [—e7]y = 1 — e —, .10 1 donc
0+°° e tdt =1

D’aprés la question précédente, Iy = ki1 =k(k—1) Iy o =k(k—1)(k—2)[,_3=---=k(k—1) x--- x2x
1 x [0 =k!.

R 16 On a (X|X*) = [["tHietdt = (i + j)!

1.0.1 L3 - Calcul de inf(, .z \/ o (12 — at — b)? et

Dans cette partie, on suppose que n = 2. On pose E = Ry [X] et F = Ry [X]| = vect (1, X) et, pour (a,b) € R?,
P=aX+b.

R17 Ona( X?-P|1)=(X?2—aX-0|1)=(X?|1)—a( X |1)=b(1]1)=21—ax1!=bx0! =2—a—b.ct
(X2—P|1)=(X?-aX—-b|X)=(X?|X)—a( X |X)=b(1]X)=3—ax2l—bx1=6—2a—0b.

2 _ = e
Onadonc{ (X*=P|1)=0 <:>{ ath=2 a,b) = (4,-2).

(
(X2—P|X)=0 2a+b—6 1
8



(X?2-P11)=0
(X?-P | X)=0
X?2=Py+ (X% - Py) avec Py € F et X? — Py € F*+ donc Py est le projeté orthogonal de X? sur F.

R 18 Posons Py =4X —2 € vect (1,X). On a { donc X2 — Py € vect (1, X)" done

R 19 Si P = aX + b alors \/f0+°° (t2 —at —b)’etdt = /(X2 — P|[X2 - P) = | X2 - P|.

On a donc m = inf(, p)cr2 \/fOJrOO (t2 — at — b)* e~tdt = inf(pyerz || X? — P|| = infpep | X2 — P|| = d(X?, F).
D’apres le cours, d (X2, F) = || X? — B|| = || X? — 4X + 2]

Or || X2 —aX +2|” = IX2P + 16 | X [P+ 41> =8 (X2 | X)+4(X2[1)—16(X | 1) =4!+16 x 2! +4 x 0! —
8x3l+4x21-16 x 1l =4.

On en déduit que m = 2.

Partie II - Construction d’une base orthogonale
I1.1 - Propriétés de P’application «

R 20 e Pour tout P € R,[X], a(P) = XP" + (1 — X)P' est un polynome.

De plus, comme deg(P') < deg(P)—1<n—1etdeg(P")<n-—2, ona
deg(a(P)) < max(deg(X P"),deg((1 — X)P')) <max(1+n—2,1+n—-1)<mn,

donc a(P) € R,[X]. On a donc o : R, [X] — R, [X].

e De plus, pour tout (P,Q) € R,[X]?, pour tout \ € R,

aAP+Q)=XOAP+Q)"+(1-X)A\P+Q)

=XAP"+Q")+ (1 - X)AP' + Q") (par linéarité de la dérivation)
=AXP' +XQ"+ N1-X)P+(1-X)Q =\XXP'"+(1-X)P)+ (XQ"+ (1-X)Q")
= Aa(P) +a(Q),

donc « est une application linéaire.
e « est donc bien un endomorphisme de R, [X].

R21 Onaa(l)=Xx0+(1-X)x0=0,a(X)=Xx0+(1—X)x1=1—X et, pour tout k € [2,n],
A XF)Y =X (k(k—1) X" 24+ (1 - X)kXF ! = kX" + B2 X* L

On a donc
0 1 0 0
0 —1 22 :
Matq x,. xm(o) = Mata, xny(a(l),...,a(X")=|: . .. 0
—(n—1) n?
0 0 —n

R 22 Posons M = Mat( x,. x» ().
On a x, (z) = det (z idg,[x) — @) = det (vl,41 — M). La matrice xl,11 — M est triangulaire supérieure et son
déterminant est le produit de ses coefficients diagoonaux.

On a donc x,, () =[] (z +14). On en déduit que
=0

spla) = sp (M) = [[=n, 0]].

L’endomorphisme o admet n + 1 = dim (R, [X]) valeurs propres distinctes donc est diagonalisable et ses sous-
espaces propres sont de dimension 1.

(Comme « est un endomorphisme de R,[X] ayant n + 1 valeurs propres, toutes ces valeurs propres sont simples.
—k est donc valeur propre simple de «, donc 1 < dim E§k<a> = dim(ker(a + k idg,[x])) < m (k) =1).



I1.Vecteurs propres de ’application «

On fixe un entier k£ € [0, n].

R 23 o Onaa(Pk):—kPk<:>Pk€E,k(a).

Or E_j («) est de dimension 1. Soit Q) un élément non nul de E_j («).

On a donc a(Py) = —kP, < 3\ € R tel que P, = \Qy.

Soit a le coefficient dominant de Q. Le coefficient dominant de AQy et Aa qui vaut 1 si et seulement si X = %
Il existe donc bien un unique polynome Py € R,[X], de coefficient dominant égal & 1, vérifiant o(Py) = —kPg.

R 24 Premiére méthode; Soit d € [[0,n]] le dégré de Py.
J(ag, . . ., aq) € R tels que Py = ijo a; X" (et ag =1).

Alors on a :
d
a(Py) = Zaia(Xi) (par linéarité de o)
i=0
d
=0+ Z a; (—iX"+X"7)  (dapres la question 21)
i=1
Le coefficient dominant de o(Py) est donc —dag = —d.
Comme on a par ailleurs a(Py,) = —kPy qui est de coefficient dominant —kaq = —k, on déduit que k = d.donc

Py est de degré k.
Deuziéme méthode: Soit d € [[0,n]]. et notons aq l’endomorphisme induit par o sur Ry [X].

0 1 0 0
0 -1 22
La matrice My de oy dans la base (1,X,...,X%) est | : .. .. 0 | donc sp(ag) = sp(My)) =
: —(d—1) n?
0 «ov e 0 —d

[[—d., 0]

On en déduit que —k € sp(ay) et —k ¢ sp(ax—1). Il existe donc un polynome Ry € Ry [X]|\Ry_1 [X] tel que
(0% (Rk) = —kRk

Comme E_i («) est de dimension 1, Py est multiple (non nul) de Ry, donc de degré k.

R 25 ¢ On a a(l) = 0= —0(1) et le coefficient dominant de 1 est 1, donc, par unicité de Py, on a Py = 1.

e Onaa(X)=—-X+1donca(X—-1)=a(X)—a(l) ==X +1+0=—(X —1), et le coefficient dominant de
X — 1 est 1, donc, par unicité de P, on a P, = X — 1.

e Le coefficient dominant de X? —4X + 2 est 1 et

(X?—4X +2) = a(X?) —4a(X) +2a(1) = 22X +4X —4(-X + 1)+ 0= —2X*+8X —4 = —2(X* —4X +2),
done, par unicité de Py, on a P, = X? — 4X + 2.

I1.3 - Orthogonalité de la famille (F,..., P,)

Soit (P, Q) € R,[X]%

R 26 e Par linéarité de lintégrale convergente,
“+oo
@PIQ) = [ PO+ a-0P m)Qe
0

+o00 +oo
= / (tP"(t)+ P (t)Q (t) e 'dt — / tP' (t) Q (t) e "dt,
0 10 0



ot toutes ces intégrales convergent d’aprés la question 12.

e Posons u'(t) = tP"(t) + P'(t), u(t) =tP'(t), v(t) = Q(t)e ", v'(t) = Q' (t) e~ — Q(t)e .
u et v sont de classe C' sur R,.

u(t)v(t) = tP'(t)Q(t)e" e 0 par croissances comparées.

Enfin, toutes les intégrales convergent (toujours d’aprés la question 12).
On peut donc intégrer par parties et on a :

400 +oo
A upwawa@aw=W@maH”—A @ (1) e — Qe )t

“+o0o +00
:O_O_/o PO (1) e dt+/0 LP () Q(t)e"dt,

done

mwmmziémwwmvwwt

R 27 Par symétrie des roles de P et (), on a aussi

«mmm——%fiampweW——Aﬁﬂpwamew,

donc, par symétrie du produit scalaire,
+o0
@PIQ) =~ [ tP(OQ "t = ((@IP) = (Pla(@).

R 28 e Pour tout (i,7) € [0,n]?,

(a(P)|F;) = (—iBi|F;) = —i(B|P))
(File(P))) = (Pl = jFy) = =i (P F)),

donc, d’aprés la question 27, —i(P)|P;) = —j(F;|P;), donc (i — 7)(Pi|P;) = 0, donc, sii# j, on a (P;|P;) = 0.
La famille (Py, ..., P,) est donc orthogonale.

e De plus, elle est composée de vecteurs non nuls (car le coefficient dominant de ces polynémes vaut 1), donc cette
famille est libre.

Comme elle est libre et composée de n + 1 polynomes de R,,[X], espace vectoriel de dimension n + 1, c’est une
base de R, [X].

e La famille (Fy, ..., P,) est donc bien une base orthogonale de R, [X].

Partie III - Racines du polynéme F;.

Dans cette partie, k € [[1, n]].

R 29 D’aprés la question précédente, k # 0 donc (Py | Py) =0 et Py =1 donc f0+°° Py (t) e tdt = 0.

e Supposons que Vt € [0, +00[, Py (t) > 0 alors Vt € [0,+00|, Py (t)e ™t >0 et fOJrOO Py (t)e'dt = 0. La fonction
t — Py (t)e " est continue donc Vt € [0,+00[, Py (t) e =0 ce qui n’est pas possible car Py, est un polynéme non
nul donc admet un nombre fini de racines et Vt, e=* # 0 donc 3b € [0, +o0[, Py (b) < 0.

e De méme, a € [0, +o00[, Py (a) < 0.

e la fonction Py est continue sur R donc d’aprés le TVI, 3z € la,b] (ou |b,a[) tel que Py (x) = 0 et on a bien
x> 0.

R 30 La famille (P, ..., P ) est une famille orthogonale donc Vi € [0,k — 1]], (Px|P;) = 0.
Ordeg (P;) =i donc (P, ..., Py_1) est une famille de k polynomes de degré échelonnés de Ry_; [X] donc est une

base de Ry_y [X] done Py € (Ry_y [X])*. .



R 31 Supposons| < k. On a alors deg (Qy) < k donc Qi € Fy_1 donc, d’aprés la question précédente, (Py|Qy) =
0.

Or, en écrivant la décomposition en irréductibles de Py (qui est de coefficient dominant 1) et en isolant les racines

!
d’ordre impair qui appartiennent o |0, +o0c[, on a une égalité de la forme P, = [] (X — x;)
i=1
et R est produit de polynomes de degré 2 ne s’annulant pas, de facteurs (X — y)ﬂ avec y ¢ |0, +o00[ ou B pair.
l

On en déduit que Wt € [0,400[, Qi (t) Py (t) = [T (X —2)“ ' x R(t) >0 car a; +1 > 0. Or (P:|Qx) = 0 donc
i=1
Qy (t) P (t)e7tdt = 0. En raisonnant comme dans la premiére question de cette partie, on déduit que Qi Py
change de signe sur 0, +oo[. On en déduit que | = k.

a;

X R avec a; tmpair

Partie IV - Méthode de quadrature de Gauss

R 32 Remarquons déja que, pour tout k € [0,n], 0+°° the~tdt = (1| X*) = k! d’aprés la question 16.
Si un n-uplet (A1, ..., \,) vérifie (x), alors pour tout k € [0,n], en posant P(X) = X* € R,,[X], on doit avoir

+o0 n n
/ the tdt = Z Na¥, e kKl = Z Nzl
0 i=1 i=1

Le n-uplet (A1, ..., \,) € R™ vérifie donc bien :
Réciproqguement, si n-uplet (M\1,...,\,) € R™ vérifie

alors pour tout k € [0,n], la ligne k de ce systéme donne >, NiaF = k! = f0+°° the~tdt.
D’oti, pour tout polynéome P = Y ap X*,

Z/\Pm, —ZZ)\akx —Zak;)\x

i=1 k=0

+o0 oo T
— Z ak/ the~tdt = / Z apte”tdt  (par linéarité de lintégrale)
k=0

:/0 P(t)e 'dt.

On a donc bien (x).

1 1 1
. 1 0 . . )
R 33 La matrice M = . . . est une matrice de Van der Monde, donc inversible car les x;
n—1 n—1 n—1
Ty ) T

sont deux o deux distincts. 19



A1 0! A 0!

Ao 1! ‘ Ao 1! ‘ ,

Le systéeme M | . = ) est donc équivalent a ) = M1 ) donc il admet un unique
An (n—1)! An (n—1)!

solution. D’ot Uunicité de (A, ..., \,) vérifiant (x).

R 34 Soit P € Ry, 1[X]|. Par division euclidienne par P,, il existe (Q, R) € R[X] tels que P = P,Q + R et
deg (R) < deg (P,) = n.

On a > NP(x;) = > NPo(2)Q (z;) + R(x;) = >, MR (xl) = 0+°° R(t)e_tdt car deg (R) < n et d’autre part,
=1 i=1 i=1

S P(t)etdt = [ (PaQ + R) (e tdt = [P, () Q (1) et + [ R(t)e tdt = (Po|Q) + [,7 R(t)e tdt.
Or deg(P) < 2n —1 et deg(R) < n donc deg (P,Q) § 2n — 1 donc deg(@) < n —1 donc Q E Rn 1[X] =
vect (Po, ..., Py_1) (car (Py,...,P,_1) est une famille orthonormée donc libre de n éléments de R, _1[X]).

On en déduit que f0+oo P(t)e tdt = 0+°° R(t)e tdt = > \iP(x;).
=1

R 35 e Soit P = P2. Alors deg(P) = 2deg(P,) = 2n, donc P € Ry,[X].
e De plus, t — P(t)e™" = P2(t)e™" est continue, positive et non nulle sur R* (car P,, non nul, n’a pas une infinité
de racines), donc, par stricte positivité de l'intégrale ("0 < +o0"), f0+°° P(t)e~tdt > 0.

e Enfin, comme x; est racine de P, pour tout i € [1,n], x; est aussi racine de P = P2, donc
n

Y NP(z;) =>,0=0, donc on a bien
i=1

/+OO P(t)e_tdt 7é 0= i )\lp(ﬁl>
0 i=1

Partie V - Une famille de polynémes

R 36 La fonction hy, est de classe C*° (th opérations) et d’apres la formule de Leibniz, en considérant u (z) = ™
etv(z)=a2F Onau (z)=(-1'e®etv?)(z)=kx(k—1)x---x (k—j+1)2F7 donc

k . ‘ k ; iy
Ve e R, W (z) = (1) () (1) e x k(k—1)---(i+1)a" = e* ((—1)’“2 (=1)" (¥)e™= x k—lg;> =
1=0 i=0 1
k ki ok K . _ ok (ke K!
Ly (z)e™™ avec L, = > (—1) (Z)FXZ Le dégré de Ly, est k et son coefficient dominant est (—1) (k)g
i=0 - -

=1.
R 37 On vérifie que Lo =1, Ly = X — 1 et Ly = X? —4X + 2.

! ,
R 38 La formule de Leibniz donne, hg) (z) = (=)' (Ok(k—1)-(k—i+ 1)k x (=D e (jai inversé
i=0
les roles de u et v par rapport au précédent calcul). Sil <k —1etie[[0,l]], k—i>1 doncx— z
en 0.

On en déduit que h,(f) (0) = 0.

k=i s’amnule

R 39 Montrons par récurrence finie sur p € [[0, k]| que (Lg | P) = (—1)? 0+Oo h ()PP (¢)dt.

Par définition, On a (Ly | P) = 0+°° Li(t)P(t)e tdt = O+°° h(k (t)P(t)dt donc la propriété est vraie pour k = 0.

oo h/,(C )( t)PP)(t)dt (et donc que cette intégrale

Supposons que, pour un certainp € [[0,k — 1]], (Ly | P) = (=1)P 0

converge).
On intégre par parties (sous réserve d’existence du " [ "):

+oo +o00 +oo
/0 &P (1) PO (1) dt = [h;’f—p—”(tﬂ;g)(t)}o - /0 hEPD (1) P (1) d.



D’apres la question précédente, h,(f_p — (0) =0 car k—p—1 < k, en reprenant le déveoppement par la formule
de Leibniz précédent, h,(f) () ~gortoo (—1) P2k x e done
hgfp) (2) PP (1) —,_ 100 O (par croissance comparée en prenant un équivalent de P®) en +o0).

L’intégrale o gauche du signe égal converge donc celle a droite aussi et

+o0 too
/ hy P () PP (t)dt = — / I () PO (#) .
0 0

On en déduit que (Ly | P) = (—=1)P+! [[™ pE=EHD) () P+ (1) dt, ce qui achéve la récurrence.
R 40 En prenant p = k dans le résultat précédent, (L; | P) = (—1)* 0+°° hi(t)P®) (t)dt. Si P € Fy_y, alors
deg (P) < k —1 donc P® =0 donc (Ly, | P) = 0 donc Ly, € (Fy_1)*.

Montrons que (Lo, ..., L,) est une famille orthogonale Si0 < i<k <mn, onaL; € F; C Fy_1 donc d’aprés la
question précédente, (Ly | L;) = 0 donc la famille (Ly, ..., L,) est orthogonale.

R41 Onaloy=1=P), Li=X—-1=P et Ly=X?>—-4X +2=P,.

JSoit k < n —1. Supposons que Vi € [[0, k]|, L; = P;. Montrons que L1 = Pyy1.

ATTENTION: On fait un raisonnement dans l’espace Fyiq:

Le sous-espace Fy est un hyperplan de Fy1 dont une base est (Lo, ..., Ly).

L’orthogonal de F, considéré comme sous espace de Fy.1 est donc une droite vectorielle (de Fy.1) a laquelle
appartiennent Py, q et Lipyq donc Pyiq et L1 sont colinéaires. Or Pyy1 et Ly ont méme coefficient dominant
(égal & 1) donc Pyiq = Liy1, ce qui achéve la récurrence.

R 42 (L | L) = (-1)F [ h@) LB @)dt = (—1)% [ hy(t) x kldt = (=1)%*k! [ thetat = (k!)? donc
[ Lil| = k.
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