DM 10 (pour le 9 décembre 2024)

Exercice 1:

sin () — cos (6)
Q1 Soit (0, 9’) € R2. Caleuler Sp x Sg:. La multiplication est-elle commutative dans Oz (R)?

Pour tout réel 0, on pose Sy = <

cos(6)  sin () )

Q 2 Soit E un espace eulidien de dimension 2. Montrer que toute isométrie de E est une réfléxion ou la composée de deux réflexions.
Q 3 Justifier que Sp X Sor = Sota X So'ta-
Soit k € N* et 61,...,0; des réels. On pose M = Sy, x Sp, X --- x Sp,.
Q 4 On suppose que k est pair. Déterminer M.
Q 5 On suppose que k est impair. Déterminer M.

Probléme:

Dans ce probléme, F est un espace vectoriel euclidien muni d’un produit scalaire que ’on notera <|> de norme associée ||.||

e Un endomorphisme u de E est une similitude (vectorielle) de E lorsqu’il existe un réel k£ > 0 tel que pour tout vecteur z de
E,||u(z)|| = k||z||. On dit alors que u est la similitude de rapport & .

e Un endomorphisme u de E conserve I'orthogonalité si et seulement si V (z,y) € E?, (<2 |y >=0= <u(z)|u(y) >=0)

e On notera Sim(E), 'ensemble des similitudes de E, O(E) désigne I'ensemble des isométries vectorielles de E .
L’objectif de ce probléme est de caractériser les similitudes d’un espace euclidien.

(La deuxiéme partie est dans une trés large mesure indépendante de la premiére partie).

Généralités
. 1 2 , . . . . .
6 Soit A = et u l’endomorphisme dont la matrice est A dans la base canonique de R? muni de son produit scalaire
-2 1

usuel.
Montrer que u est une similitude u dont on précisera le rapport.

Q 7 Montrer que toute similitude de E est un automorphisme de E.
Q 8 Montrer que la composée de deux similitudes est une similitude et que la réciproque d’une similitude est une similitude.
Q9 Soit k>0, ue€ L(E), B une base orthonormée de E et M la matrice de u dans B.

1
Montrer que u est une similitude de rapport k si et seulement si Eu est une isométrie vectorielle.

En déduire que u est une similitude de rapport k si et seulement si M7 x M = k*I,,.

2 2 1
Q 10 Démontrer que la matrice A = -2 1 2 est la matrice dans la base canonique de R® d’une similitude v dont on
1 -2 2

donnera le rapport.
Donner la matrice dans la base canonique de R3 de la similitude v ".

Q 11 Soit u un endomorphisme de E. Démontrer que u est une similitude de E si et seulement si les images des vecteurs unitaires
de E ont méme norme et que la valeur commune de ces normes est non nulle.

Q 12 Soit k > 0. Soit u un endomorphisme de E. Montrer que u est une similitude de E de rapport k si et seulement si
V(z,y) € B?, < u(z) |uly) >=k* <z |y>.

Q 13 En déduire que, si u est une similitude de E alors u conserve l’orthogonalité.

Q 14 Réciproquement, on suppose que u est un endomorphisme non nul de E conservant [’orthogonalité. Soit x et y deux vecteurs
de E unitaires.
Donner la valeur de (x +y | x — y). En déduire que u est une similitude.

Q 15 Soit u une application bijective de E dans E (non supposée linéaire) telle qu’il existe un réel k > 0 pour lequel:

V(z,y) € E?, < u(z) |uly) >=k* <z |y>

Démontrer que u est un endomorphisme de E et en déduire que ul est une similitude de F.



Etude d’une suite de matrices de similitudes

Soit t € R. Pour n € N*, on pose A,, = ( % _1% ) Pour 6 € R, on pose Ry = < 2?5 ((zg _ccs)lsn(é?) )

Q 16 Justifier que 'endomorphisme canoniquement associé o A, est une similitude dont on précisera le rapport.

Q 17 Déterminer un réel p, > 0 et un réel oy, tel que A, = p,,Ra, . On pourra exprimer o, & l'aide de la fonction arcsinus.

Q 18 En déduire que la suite (Al}) converge vers Ry.

Remarque On voit dans cette derniére partie que le recours aux matrices de Totations peut permettre d’étudier la convergence d’une
suite de matrice sans passer par la diagonalisation.

Exercice 2:

Soit F un espace vectoriel de dimension n € N* et f un endomorphisme de E.
On suppose que f est diagonalisable et on note Ay, ..., \x.ses valeurs propres (deux a deux distinctes).
On note C (f) I'ensemble des endomorphismes commutant avec f:

C(f)={9eL(E), feg=gof}
On note R [f] ensemble des polynomes de ’endomorphismes f:
R[f]={P(f), P eR[X]}

Q 19 Montrer que C (f) est un sous-espace vectoriel de L (E) contenant R[f].

On suppose que [ est diagonalisable et on note Ay, ..., \x.ses valeurs propres (deux a deux distinctes).
Pour ¢ € [[1, k]], on note b; une base du sous-espace propre Ey, (f) et ni = dim (Ej, (f)).
Soit b la famille obtenue par juxtaposition de des familles by, ..., b; et notée (abusivement) b = (by,...,bx).

Soit g un endomorphisme de F.
Q 20 Montrer que si Vi € [[1,k]], Ex, (f) est stable par g, alors g € C (f).

Q 21 Montrer que la réciproque de l'tmplication de la question précédente est vraie.
k

Q 22 En déduire que dim (C (f)) = Y n?.
i=1

Q 23 Montrer que dim (R [f]) < k (on pourra utiliser un polynéme annulateur bien choisi)
Q 24 Montrer que dim (R [f]) = k et donner une base de R[f].

Q 25 En déduire que R[f] = C (f) si et seulement si k = n.



Correction du DM10

Exercice 1:

Pour tout réel 0, on pose Sy = <

cos(f) sin(0) )
sin(#) —cos(0) J°

R 1 On obtient Sg x Sg» = Rg_g'. On a donc Sgr X Sy = Ry/_g # Rg_g’ si sin (9 — 9’) # sin (9’ — 9) soit si0 — 0 #kn, k € Z.
La multiplication n’est pas commutative dans O (R)?

R 2 Si E un espace eulidien de dimension 2, une isométrie f de E est une réfiéxion ou une rotation.
Si c’est une rotation, sa matrice dans une BON b est de la forme Ry = Sp x Sy. On en déduit que f = s1 053 avec s1 et sy de matrice
Sy et Sy dans b donc réflexions.

R 3 Justifier que Sg x Spr = Rygr—g et Spra X Sp'ya = Rgura,(gura) = Ry _p.

R4 Sik=2p, peN, alors M = (Sp, x Sp,) x -+ X (Sp, X Sp,,) = Ro,—0, X Roy—9, X -++ X Ro,,_,—0,, or RgRy: = Ry ¢ donc
P i+1

M = R(91*92)+(93*94)+~--+(92p—1*92;»—1) = R avec o = ; (-1) * 0;.

n .
R5 Sik=2p+1,peN, alors M = (Sp, x -+ X xSp,,) X Sp,,,, = Ra X Sp,,,, avec =3 (-1)"*te,
i=1
Or -Sa+92p+1 x Se2p+1 = Rq donc M = Sa+92p+1 X S92p+1 X 592p+1 = Pa+0zp41-

Probléme:

1 2

R6 SoztA—(_2 1

> et u lendomorphisme dont la matrice est A dans la base canonique de R? muni de son produit scalaire

usuel.
Montrer que u est une similitude u dont on précisera le rapport.

R 7 Sik > 0 estle rapport de la similitude u, si x € E, alors ||u (z)|| = k||z||. Siz € ker (u) alors |u (z)] =|0]| =0 donc k ||z|| =0
donc ||z|| =0 donc x = 0. On en déduit que ker (u) = {0g} donc u est injective donc u est bijective (endomorphiosme en dimension
finie).donc u est un automorphisme de E

R 8 Soit u et v deux similitudes de rapports respectifs k et [.
uov € L(E) caru e L(E) etve L(E).

Six € E, alors |uov (z)|| = ||u(v ()| =k|v(z)|]| =k x|z|| doncuwov est une similitude de rapport k x 1 > 0.
u~t € L(E) car u est bijective et u € L (E).
Siz € E. Posonsy =u""(z). On a donc u(y) =z et ||lz]| = [[u(y)| = kly| = k|ju? (a:)H donc ||u=! (x)H = ¢ ||zl donc u™t est
une similitude de rapport % > 0.
1
R 9 Pour tout x € E, |[u(2)|| = k|lz|| & ||tu(2)|| = ||lz| donc u est une similitude de rapport k si et seulement si 7Y est une

isométrie vectorielle.
1 1 1 \" /1
Or Eu est une isométrie vectorielle.si et seumlement si matpg <ku> € O, (R) c’est-a-dire si et seulement si <k;M> X (kM> =1,
(car la base canonique est orthonormée) soit M1 x M = k?1,,.
donc u est une similitude de rapport k si et seulement si MT x M = k*I,.

1
R 10 On vériifie que ¥ (i,5) € [[1,3])%, |Cill = 3 et sii # j alors (C;|C;) = 0. Posons A" = §A' La matrice A’ est orthogonale donc

1
l’endomorphisme u canoniquement associé a A vérifie que gu est une isométrie vectorielle et d’aprés la question précédente u est une

similitude de rapport 3.
1 1 1 1 2 -2 1
OnaA=3A donc A ' =-(A) ' =AU =-AT=_|[ 2 1 =2
3 3 9 9 1 2 9

R 11 L’implication directe découle de la définition des similitudes.
Supposons qu’il existe k > tel que Vo € E, ||z|| =1 = |lu(x)|| =k (les vecteurs de norme 1 ont des images de méme norme).

()

1
Soitye E. Siy#0g, z= my est unitaire donc ||u(x)|| =k donc
1 1 1
“\wn? T || = | e W= e ()l
()| = [ ] = | = g e

On en déduit que ||lu (y)|| =k ||y|| donc u est une similitude de E.

Or

3



1
R 12 On a vu que u est une similitude de E de rapport k si et seulement si —u est une isométrie vectorielle.

1 1 1
7 est une isométrie vectorielle si et seulement si¥(z,y) € E?, < Eu(x) | %u(y) >=< x|y > donc

u est une similitude de E de rapport k si et seulement si ¥(z,y) € E?, < u(z) |u(y) >=k?> <z |y >.

R 13 Supposons que u est une similitude de E de rapport k > 0.
Si<ax|y>=0 alors <u(x) | uly) >=k*> <z |y >=0 donc u conserve l’orthogonalité.

R14 Ona(z+ylz—y)=(z|z)—(z|y)+ylz)—(y |y =ll=|" - yl* =
et u conserve lorthogonalité donc (u (z +y) | u(x —y)) = 0.

Or{u(z+y)|u(z—y)=(w@) +uly) | ul@) —uy)= ||u(:c)H2 — |ju (y)||2 (calcul analogue aw précédent).
On en déduit que ||u ()| = ||u(y)]-

Tous les vecteurs unitaires ont des images de méme norme donc u est une similitude.

R 15 Compte tenu de la caractérisation des similitudes de rapport k vue précédemment, il suffit de montrer que u est linéaire.

Soit x,y,z des éléments de E et A et pu des réels. Montrons que u (Ax + py) = Au (x) + pu (y).

Ona<udr+py)|uz) >=k><Xx+py|z>=M2<z|z>+pk?> <y|z>=X<u(@)|u(z) > +p <uly) | u(z) >.

On en déduit que < u (Az + py) | u(z) >=< du(z) + pu (y) | u(z) > done < u(Az + py) — (Au (z) + pu (y)) | u(z) >=0

Or u est bijective donc pour tout t € E, il existe z € E telle que t = u(z) donc

<u(Az 4 py) — (Au(z) + pu(y)) [ 1) >=0.

En prenant t = u(Ax + py) — (M (z) + pu (y)), on obtient <t |t) >=0 donct =0g donc u (Ax + py) = Au(x) + pu (y) donc u est
linéaire.

Etude d’une suite de matrices de similitudes

1

_t 1 FER 2

R16 Pourdy = (17 ) ona G = [Call = \/1 5 =, et (C1lCa) =0 done ——n, = | V1V
E ﬁ n

Vit JE JiE

qui est une matrice orthogonale (ses colonnes forment une base orthonormée) donc l'endomorphisme canoniquement associé o A est

une similitude de rapport p,, = \/@

t t

+ S |+
o
N

cos? () + sin?

n

R 17 On a n < 1. On peut poser a, = arcsin —~ 1. Ona ( 1 )
V1+4i5

* Vitis

=
3 |
| o

1 donc cos? (ay,) =
Vv t2 B

1
=~ donc ———==A4A, =
”f? 1+ 4

2
( L ) et an € [=Z,Z] (ensemble d’arrivé de arcsin) donc cos(a,) > 0 donc cos? (o) =

Vit

( cos (o)  —sin () ) done A, = p, R, .

sin (@) cos (ay)

R 18 Ona A} = (quan)n = ()" (Ra,)" = (pn)" Ruxa, car Rg x Ry = Ry .

Or na,, = narcsin p; ~ndoo X | 2 ) ~p i N X % =t donc lim na, =t et
n

Pn n—-4oo

nln 1/1-‘,-&
(p,)" =e ( ”2> ornln(ﬂl—&—fi)z?ln(l—i—i) ~n—stoo X;—Z:—donc hr_irrl nln(q/l—i—f;):Odonc lir_{l pn = 1.

. . n _ . n o . . n cos(t) —sin(t) \
On en déduit que nEIilw p" cos (na,) = cos (t) et nEl}_loo p" sin (nay,) = sin (t) donc la suite (A}),, o converge vers ( sin () cos(t) =
R;.

|+

|3

Exercice 2:

Soit F un espace vectoriel de dimension n € N* et f un endomorphisme de E.
On suppose que f est diagonalisable et on note Ay, ..., \x.ses valeurs propres (deux a deux distinctes).
On note C (f) Pensemble des endomorphismes commutant avec f:

C(f)={9eL(E), feg=gof}
On note R [f] ensemble des polynomes de ’endomorphismes f:

R[fI={P(f), P eR[X]}
4



R 19 On vérifie que O gy € C(f) et C(f) est stable par combinaison linéaire.
D’aprés le cours, P(f)o f = (PX)(f) =(XP)(f)=foP(f) doncR[f] C C(f).

R 20 f est diagonalisable donc E = Ex, (f)®--- @ E\, (f) donc b= (b1,...,by). est une base de E.
)\llnl Onlynz et Onl,nk 0272
. . 0712 ni )\2In2 :

la matrice de f dans la base b est diagonale par blocs de la forme M = X
’ 0

Ng—1,Nk
Onk,nl e Onk,nk,1 Aklnk
Al Onl,nz
Orvi € [[1,k]], Ex, (f) est stable par g donc la matrice de g dans la base b est diagonale par blocs de la forme N = Ona. s 42
Onk1n1 T Onk)nk

avec A; € My, (R).
OrX\il,, xA; = A; = A; x A\ I, donc, d’aprés les propriétés du produit de matrices diagonales par blocs, MN = NM donc fog = gof
donc g € C(f).

R 21 Réciproquement, d’aprés le cours, si g € C (f), tout sous espace propre de f est stable par g donc
Vi € [[1,k]], Ex, (f) est stable par g, alors g € C (f).

L(E)— M, (R)

R 22 On sait que Uapplication ¢ : { est un isomorphisme.

f e maty, (f)
A]. Onl,ng e Onl,nk02,2
3 \ . P . 0n2 ni A2 :
D’apres les deuz questions précédentes, g € C (f) < ¢ (f) est diagonale par blocs de la forme ’
Onk—l,nk
07Lk,n1 e O'nk,nkfl Ak

avec A; € M, (R) quelconque.
k
Soit € le sous-ensemble de M, (R) des matrices de cette forme. On a ¢ (C (f)) = € donc dim (C (f)) = dim (£) = 3 n?.

i
=1

Pour cette derniére égalité, on peut considérer la famille obtenue par juxtaposition des famille (Ei’j)(ij)E[[n1+~~+n1~71+1 SONTTIL

My, (R) x -+ X My, (R) = &

Al 0n1,n2 Onl)nkOQ,Z
et montrer que c’est une base de £ ou introduire l’isomorphisme Ony na Ao : et
(Al,Ak)H "
Onk—l,nk
Onkynl Onk’nk_l Ak

utiliser la dimension d’un produit cartésien d’espaces vectoriels de dimension finie.

k

R 23 Soit Py = [] (X — \;). L’endomorphisme f est diagonalisable donc Py (f) = 0.

i=1
Soit uw € R[f] et P € R[X] tel que u= P (f).
La division euclidienne de P par Py donne deuz polynéme Q et R vérifiant P = PoQ + R et deg (R) < deg (Py) = k.
Onau=P(f)=(PQ+R)(f)=F(f)Q)+R(f)=R(f) car Py (f) =0 donc
R [f] = {R (f) 5 ReR,_4 [X}} = {aoln + alA —+ -4 ak_lAk_l, (CI,O7 .. .ak) c Rk}
On a donc R[f] = vect (I, A,..., A*71) donc dim (R[f]) < k.

Q 26 Montrons que (In, A, ... ,Akfl) est libre.agl, + a1 A+ -+ ar_1A¥"1 =0 et (ag,...ar) # (0,...,0).

On aurait onc un polynome P = agl, + a1 X + -+ + ar—1 X% 1 non nul annulateur de A. Toute valeur propre de A étant racine de
P, on en déduirait que A admet au plus k — 1 valeurs propres, ce qui contredit les hypothéses donc (In,A, ceey Ak_l) est libre.donc
base de R[f] qui est bien de dimension k.

k
Q 27 Ona > n;=n donc

1=1

k
- Si k =n, alors Vi, n; = 1 done dim (C (f)) = Y. n? =n =k = dim (R [f]) donc R[f] = C (f) ’car une inclusion a été démontrée.

i
i=1

k k
- Si k <n alors Ji tel que n; > 2 donc n? > n; donc dim (C (f)) = Y. n? > > n; =n >k =dim (R[f]) donc R[f] # C (f).
; i=1



