DM 12 (pour le 6 janvier 2025)

Exercice 1 : une caractérisation de la loi géométrique

Soit X et Y deux variables aléatoires & valeurs dans N*, indépendantes et de méme loi, toutes les deux définies sur le méme espace
probabilisé (2, 7,P). On pose, pour tout w € €,

I(w) = min(X (w),Y(w)), M(w)=max(X(w),Y(w)) et D(w)=Mw)—I(w)
1: Dans cette question, on suppose que la loi commune de X et Y est géométrique de parametre p € ]0,1[. On pourra poser ¢ = 1—p.

la: Déterminer la loi de la variable I (reconnaitre une loi connue).

1b: Exprimer 'evénement (I = i) N [(D = d) a laide des variables aléatoires X et Y.
(On séparera les cas d =0 et d > 0.)
Calculer, pour tout (i,d) € N* x N, la probabilité P ((I =4) N (D = d)) (qu'on pourra noter P (I =i, D = d)).

1c: En utilisant la formule des probabilités totales, déterminer la loi de la variable D.
1d: Vérifier que les variables I et D sont indépendantes.

2: Dans cette question, la loi commune de X et Y est inconnue et on suppose que les variables I et D sont indépendantes.
On note b =P (D = 0) et, pour tout entier naturel k¥ non nul, p, =P (X = k).
On suppose pi > 0 pour tout k € N*.
+oo

2a: Montrer que b = Y p2. Donner une expression analogue de P ((I > k) N (D = 0)).
k=1

2
—+oo
2b: Justifier que, pour tout entier naturel k, P (I > k) = ( > pl-) .
i=k+1
2c: Soit k € N. En calculant de deux manieres différentes la probabilité P (I > k, D = 0) établir I’égalité
—+oo —+oo 2
> aion( 3 ).
i=k+1 i=k+1

2d: En déduire, pour tout entier naturel k£ non nul, 'égalité: (1 — b)py = 20P (X > k) : (&)

2b

2e: Déduire de (£ = —.
e: Déduire de (&) que p; 5
2f: Utiliser les égalités (&) et (Ex41) pour établir que pour tout k entier naturel non nul,

1-5
1+5b

Pk+1 = Pk-

2g: En déduire que la loi commune des variables X et Y est géométrique de parameétre p;.



Exercice 2: sur les sommes de Riemann:

Pour une fonction f continue de [a,b].dans R, on pose pour n € N* et k € [[0,n]], ax = a + k L et
n

n

Zf(ak) etR;l:b_aZf(ak).
k=1

-1
b—
n
k=0

a
n

b
1:/ F(t)dt, Ry —

Démonstration du résultat de cours dans le cas d’une fonction de classe C!

Dans les trois premiéres questions, On suppose que f est de classe C! sur [a,b] et on pose M = SUP ¢ [q,b] |f (2)].

Q1 Justifier que [+ (1) di— " F (ay) = [ (£ (1) ~ f (@) di.
2
Q 2 En déduire que f;:“ f(t)dt— b- af(ak) < %-

Q 3 En déduire que la suite (R,) converge vers I.

On a donc démontré que la suite des sommes de Riemann (R,,) converge vers I. Ce résultat subsiste si f est seulement continue
et si on remplace R, (’somme de Riemann "& gauche") par R} (somme de Riemann "a droite").

Exemples d’applications
1n=l ok

Q 4 On pose, pour n € N*, u,, = — ——————. Montrer que la suite (u,) converge et donner sa limite.
" Vi (1) I
* mn (2n)| . . .
Q 5 On pose, pour n € N*, u,, = T Montrer que la suite (u,) converge et donner sa limite.
nl xn

Exemple d’utilisation en probabilités
Soit 2 un espace propbabilisé et (n,p) € (N*)2 .

On considére une famille (X1, ..., X,) de variables aléatoires définies sur  indépendantes suivant une loi uniforme U ([[0, n — 1]]).
On pose Y, , = min (Xq,..., X,).

Q 6 Pour k € [[0,n — 1]], préciser P (Y, , > k).

Q 7 Dans cette question, p est fixé.
Déduire de la question précédente une expression de E (Y, ;).
n

Montrer que E Yy, ) ~n—too AR

Suite ressemblant & une somme de Riemann

n—1 n—1

Q 8 On pose, pour n € N*, u,, = > sin (%’r) sin (i—’;) et v, = i—’; sin (%“)
k=0 k=0

Montrer que la suite (v,,).converge et préciser sa limite.

3
x
Montrer avec linégalité de Taylor Lagrange que |sin (z) — x| < 5 En déduire que suite (un), cy-converge et préciser sa limite.



Exercice 3:

Soit n € N*. On note H,, ensemble des matrices de taille n a coefficients dans {—1, 1} et proportionnelles & une matrice orthogonale.
1
1. Soit M € M,, (R). Montrer que M € H,, si et seulement si M est a coefficients dans {—1,1} et 7 x M € O, (R).
n

2. Déterminer Hs.
3. Justifier que H,, est fini et donner un majorant de card (Hy,).

A A

4.SoitA€HnetM:<_A Y

). Montrer que M € Ho,.

5. Soit M € GL,(R). On souhaite montrer I’existence de R matrice orthogonale et S matrice symétrique définie positive telle que
M = RS.

(e) Conclure.
(f) Montrer 'unicité d’une telle factorisation.
6. Soit ¥ € S;F(R), A1, A2, ..., A, ses valeurs propres comptées avec multiplicité, D la matrice diagonale de taille n dont les
élements diagonaux sont, dans l'ordre, A1, Ao, ..., A, et @ € O, (R).

(a) Justifier que tr (X) = > ;.
i=1
(b) Montrer qu’il existe une matrice orthogonale @’ telle que tr (QX) = tr (Q'D) et en déduire :
[tr (QX)] < tr (%)

(c) Montrer que sup |tr (QX)| = tr ().
Qe0,(R)

7. Soit n € E. Pour toute matrice A = (a; ;) de H,,, on pose :

FA = > =) 3 ay
1<i<j<n i=1 j=i
(a) Justifier que l'application f ainsi définie de H,, dans R admet un maximum que 1’on notera c,.
(b) Déterminer une matrice 7' € M, (R) = (¢; ;) telle que VA € H,,, f(A) = tr (AT).

(c) D’apres la question 5, on sait qu’il existe une matrice R orthogonale et une matrice S symétrique définie positive telle que
T = RS. Montrer alors que f(A4) < /ntr (S), puis que a,, < y/ntr (S).

(d) Lorsque n = 2, évaluer ay et v/2tr (S).



Exercice 1 : une caractérisation de la loi géométrique

la: Soit k € N*.
PI>k)=P{(X=k)NY >k)).

Or X et Y sont indépendantes et de méme loi, donc
P(I>k)=P(X >k)>.
X suivant une loi géométrique de parameétre p, et en posant ¢ = 1 — p on déduit
P(I>k)=q**V.
Donc P(I=k)=P(I>k)—P(I>k+1)=¢>*(1—¢?). Ainsi I suit une loi géométrique G (1 — ¢?).
1b: P(I=i,D=d)=P({I =i,M =d+1).

¢ Sid=0,P(I=iM=d+i)=P(I=i,M=i)=P(X =4,V =i) = PX=i)xP(Y =i
indépendance
donc P (I =i, M = i) = ¢2=Vp.
e Sid#0,

PI=i,M=d+i) =PI =iM=d+i)=P(X=i,Y =d+i))U(X=d+14,Y =1))
= P(X=i,Y =d+i)+P(X =d+i,Y =) =2P(X =4,Y =d +1)

union disjointe

= P (X = i) x P(Y =d+1) = 2¢420-1)p?

indépendance

donc P(I =i, M = d + 1) = 2¢4T20-1)p2,

+oo
1c: Les événements (I = i);en+ formant un systéme complet d’evénements, on a P(D =d) = > P((I =4i)N D =d).
i=1

.P(D:O):goqz(i—l)pQ:pz%Oqzi: P2 _ D
i=1 i=0 1-¢* 1+¢q
“+oo . 2 d
¢ Sid#£0,P(D=d)= 3 2¢¢+2i-Dp2 = LT
i=1 1+gq

1d: En reprenant les valeurs obtenues ci-dessus, on vérifie que pour tous les couples (i,d) € N* x N;
P(I=1iD=d)=P( =1)P(D =d) (distinguer les cas d =0 et d # 0).

2a: Ona (D=0)=(X=Y)= |J (X =14) N (Y =14) qui est une union disjointe. On en déduit que

1EN*
+oo o0 +oo
P(D=0)= P(X=14Y =1 = P(X =P =i)= 2,
( ) ; ( ! Z) indépendance ; ( Z) ( Z) zz::lpZ
+-o0 +00
De méme, P(I>k,D=0)= |J (X=k)NY =k)doncP(X=Y)N(X >k)= Y p-
i=k+1 i=k+1

2b: On reprend le méme calcul qu’au (1.b)
PI>k)=P{(X>k)nNY >k)).

Or X et Y sont indépendantes et de méme loi, donc
+o0 2
P(I>k)=P(X >k)?= ( > pi) :
i=k+1

2c: On calcule de deux manieres différentes P (I > k, D = 0).
“+oo
D'une part, P(I > k,D=0)=P(X=Y)N(X > k)= > p2
i=k+1

2
D’autre part, comme I et D sont indépendantes, P(I > k,D=0)=P({I > k)P(D=0)=b ( > pi> .
On conclut donc que

io p?=b<+§ pi>2-

i=k+1 i=k+1



+o0 +o0 ? +o0 +o0 2
2d: On prend 'égalité précédente pour ket k—1: > pZ=b| > pi| et Y p?=0b (Z pi) .
i=k+1 i=k+1 i=k i=k

+o0 2 +o0
En soustrayant la premiére a la deuxieme, p? = b (Z pi) — > pi Or
i=k i=k-+1

+oo 2 +oo ? +oo +oo +oo +oo +oo
(Zpi) | XZpi| = 2Xp— X pi||Xpit X pi|=pc|pet2 X pi|=pk(pp+2P(X>k)).
i=k i=k+1 i=k i=k+1 i=k i=kt1 i=k+1
On en déduit 'égalité : p7 = bpy, (p + 2P (X > k)) donc, comme py, # 0, pr, = b (py, + 2P (X > k)) donc (1—b)p, = 2bP (X > k).

2b
1+0b
2f: On a (1 —b)pgy1 = 2P (X >k + 1) et (1 — b)pr, = 2bP (X > k) et en soustrayant la premiere a la deuxiéme

2e: La formule ci-dessus, pour k = 1, donne (1 — b)p; = 2b(1 — p;1), c’est-a~dire (1 + b) p1 = 2b soit p; =

(1—b) (o —prs1) =26(P(X > k) =P (X > k+1)) = 20P (X = k+ 1) = —2bpj11.

1-0
On en déduit que (14 b)pr+1 = (1 — b) pr. ot I'égalité ppiq1 = TP
26 1-b
1—-b 1+0b
tout k € N*, pp, = plq]ffl. On en déduit que X (et donc Y') suit une loi géométrique de parameétre p;.

2g: Posons ¢ =1 —p; =1— On a donc pri1 = q1pr donc (pg) est une suite géométriquie de raison ¢; donc pour



Exercice 2: sur les sommes de Riemann:

b—a

R1 Ona fj:ﬂ 1dt = (ag41 — ax) = b—Ta done f;:ﬂ f(t)de— flag) = f:kkJrl f @) dt—f (ar) fak+l 1dt = fa:ﬂ (f @) = f(ax))dt.

R 2 On a donc f;:“ ft)dt— b_Taf (ap)| =

S (F @) = (@) de] < [ 1F (0) = f () dt.

La fonction f étant de classe C*, d’aprés l'inégalité des accroissements finis,
sit € [ag, ags1], alors |f (t) — f(ar)| < M |t — ax| = M (¢t — ai) donc

(t— ak)T e —a)® Mo

JEF 17 ()~ F (@) de < 250 M (6~ ag) de = M| - -

ag

n—1 b—
R 3 La relation de Chasles donne: I = Z fa"“ (t)dt donc I — R, = > (f::“ ft)dt — - Oy (ak))
= k=0

a b— M(b-—a)? M®Ob-a)
donc |I — R,| < Z S f@)dt - af(ak) <n (2 2(1) = (2 a) d’aprés la question précédente.
n n
M (b— )2
Or lim M:O donc hm R,
n—+00 2n n—-+o0o
1 n=1 k 1n 1 k/n 1 n=1 < ) T ) ) )
R4 Onawu, = — _— avec f : x — ———— qui est continue sur [0,1] Si
' n;;::o n\/4—k’2/n2 N = on\/4 k2 /n? nkz d f V4 — a? I 0,1
177,71 k
a=0etb=1,0ona R, =— Zf()zun donc lim w, =1 =2—/3.
nk:() n n—-+oo

n! x nm nNXNX-Xn

R 5 Posons v, = In (uy,). Onavn:ln<( (2n)! )) :iln<<”+1)X(n+2)><-~-><(2n)) =iiln<n+i)

n 1 ]_ n—1 1~ k
doncvn=71121n<1+z> Z () avec f iz — In(1+x). SiazOetbzl,onaR;:Zf()zvnavechuiest
i=1 n N k=1 n
continue sur [0,1] donc hm v, = Iy =2In(2) — 1. Or u, = e’ donc par composition des limites, lirJrrl Uy = 21 = —
n——4oo n—-—1+0oo
n—1 n—1 1
R6 Ona (X1 >2k)= U (Xi=d)doncP(X;1>2k)=> P(X1=i)=(Mn—Fk)x —.
n

i=k

E

~.

OnaV,,>keViell,pl], X; >k donc (Y,, > k)=

Dl

. P
(X; > k) donc P (Y, > k) = (” k) .

1 n

wrro =g ronzn- 2 (50 - (0) (G5 6))

<

1 n=1/k\?
Posons f (x) = 2P et S, = — < la somme de Riemann & gauche associée & f sur [0,1]
N =0 \ NN
On a donc lim S, oo [P 2L e By -
n a donc 1m = zPdr = = —— donc ) Mnodtoo ——
i Sn =y [pH]O p+1 () ~onctoo 27
1 n=1 n—1
R8 Onav, = Z 52 sin (A7) = — Ersin (A7) = = 3 f(%F) avec f : z — wsin(z) qui est continue sur [0,7] Sia =0 et
n p=0 T k=0

n—1
b=m, onaR,=— Z f <W> = v, donc lim v, = 2 [ wsin(x)dz = 1 (faire une IPP pour faire disparaitre x de lintégrale)
n

7 k=0 n—+0oo T
n—1 n—1
On a fun — vn| = kZ_?OSIH(k )sin (3%) — Z w sin (51)) = 32 sin (51) (sin (55) = 5%)| < E Jsin (55)] [sin (3%) - 25|
by adnclg k 1 3
donc |u, — vy| < Z |sm(”2) n2| s 2 Q < %lg—:oﬁ car o < % = donc |u, — vy| < gﬁ On en déduit que la
suite (up — vp) converge vers 0 donc la suite (un) converge vers 2.

Exercice 3:

1. (=): Supposons M = (C4|---|C,) € H, (R).
1 -1
il existe A € R tel que AM € O,, (R) soit, (ACy|---|AC},) est une BON. Or |C;|| =+v1+ -+ 1= +/ndonc A = N ou.\= N
n n
-1 1
mais I'opposé d’une matrice orthogonale étant orthogonale, si ﬁM € O, (R) alors %M € 0, (R).
(<) Rien a faire 6



1

1 ), Xo=—-X1, X3 = ( _11 ) et X4 = — X3 dont les coefficients sont dans

2. Sin =2, il y a quatre vecteur colonne de X; = <

{-1,1}.

Pour qu’une matrice (C1]|C5) soit une matrice d’Hadamard de taille 2, il faut et il suffit que C; et Co appartiennent a
{X;,i€[[1,4]]} et C1 L Cs.

c’est-a-dire

Ci e {X;,i€{1,2}} et Cy € {X;,1€{3,4}}

ou

Cy e {X;,i€{3,4}} et Co € {X;,1 € {1,2}}.

(ce qui donne 8 résultats possibles).

3. H,, est contenu dans 'ensemble &,, des matrices a coeflicients dans {0,1}.
La donnée d’une matrice de &, revient a la donnée de la liste de ses n? coefficients dans {0, 1}. On en déduit que card (€,) = o’
donc ‘H,, est fini et card (H,) < 2"°.

4.A€HndoncM:(ilA i)estacoefﬁcientsdans{—1,1}.
1\ 1 1/ A |AN (4 |4
De pl —M —M ) = —
epus(\/% >X(\/2n > 2”<—AA>X(—AA)

1
1 AT‘—AT A ‘A EATA‘O 1,10
_2n<ATAT )(—AA>_ ‘EATA —(0 Iﬂ)doncMeHgn.
n

0
5. Soit M € GL,(R). On souhaite montrer 'existence de R orthogonale et S symétrique définie positive telle que M = RS.

(a) Ona MTM = (RS)" (RS) = ST (RTR) S = S? car R € O,(R).
(b) On a, pour X € My (R), XTMTMX = (MX)" (MX) = ||[MX|]> > 0.De plus, si X # 0, alors MX # 0 car M est
inversible donc |[MX|* > 0 donc XTMTMX > 0. On a doncMTM € S+ (R).
(c) Posons A = MTM € S;7+(R). D’aprés le th spectral, 3P € O,(R) t¢ D = P71AP = PTAP soit diagonale. On a
sp(A) = sp(D) C RY d’apres la question précédente et sp (D) = {d;,i € [[1,n]]} donc d;; > 0.
d171 0
Soit la matrice diagonale A = . On a A% = D. Posons S = PAP™!. Ona S? = (PAP‘1)2 =

0 Vi1

PA?2P~! = A. De plus P € (’) ( ) et A est diagonale donc symétrique donc S est symétrique. Les matrices A et S sont
semblables donc sp (S) = sp(A) = {/d;;} CR% donc S € ST (R) et A= MM =52
(d) det (M) = det (S?) = det (S) et M inversible donc det(S) # 0 donc S est inversible.
Ona (MS H)TMS = (s~ MTMs— = (51" 525-1 = (s~ 1) 5.
Or (S _1)T = (ST) ' = S car S est symétrique donc (I'inverse d’une matrice symétrique inversible est symétrique) donc

(MS™)TMS = I,, donc | MS~! € O, (R)|

(e) En posant R = MS~! ona M = RS avec R € O,(R) et S € S,/ (R).

(f) Si M = RS on a vu que S = MTM. On a vu l'existence de S € S;}*(R).
Montrons I'unicité de S € S (R) telle que S? = MTM = A.

Posons sp (S) = {1, -, b}
D’aprés le théoréme spectral, M, ; (R) = &% E,, (S’)

Or E,, (S)CE;(A )etz;«éj:,uzyé,uj doncn—Zdlm( (S ))<Zdlm( 2 (A))<n

On en déduit que pour tout i, E, (S) = F w2 (A), ce qul détermine les sous-espaces propres et les valeurs propres de S en
fonction de celles de A de maniére unique. "

Comme S est diagonalisable, elle est entiérement déterminée par ses sous-espaces propres et ses valeur propres. On a donc
Punicité de S.

Or M = RS = R = MS™!, ce qui entraine 'unicité de R.

6. Soit X € S;F(R), A1, A2, ..., A, ses valeurs propres comptées avec multiplicité, D la matrice diagonale dont les éléments
diagonaux sont, dans ordre, A1, Az, ..., A, et @ € O, (R).

(a) La matrice ¥ est symétrique réelle donc diagonalisable et est donc semblable & D donc X ont la méme trace car elles sont

n
semblables donc tr(X) =tr (D) = > A; .
i=1



(b) La matrice ¥ est symétrique réelle donc 3P € O,(R) t¢ D = PP . ¥ = PDP™! = QX = QPDP~! = tr(QX) =

(c)

tr(QPDP~Y) = tr(P~'QPD) .
Posons Q' = P~'QP . Les matrices P et @ sont orthogonales donc Q' aussi car O, (R) est stable par produit et inverse
et on a tr(QX) = tr(Q'D).

Les éléments diagonaux de Q'D sont les réels q;’i)\i car la matrice D est diagonale donc [tr(Q'D)| =

>

i=1

5| 1Al

n
La matrice Q' étant orthogonale, la ¢ colonne est de norme 1 donc Z (qgl)2 =1 donc q;l < 1letpourtouti, ;>0

n

|Ai| < A; donce [tr(Q'D)| < > A; dou

’
donc |g; ;
;

tr (QE)| < tr (%)

On a |tr (QY)| < tr (X) pour tout @ € O,(R) donc sup |tr (QX)] < tr(X). De plus, pour Q = I,, € O,(R), on a
QEOL(R)
[tr (QX)] = tr (X) donc  sup |tr (QX)| = tr () (et la borne supérieure est un maximum).
QeOL(R)

7. Soit n € E. Pour toute matrice A = (a;;) de H,,, on pose :

FA = > a;=> > ay,

1<i<j<n i=1 j=i
L’ensemble H,, est fini donc {f (4), A € H,} est aussi fini donc admet un maximum.

Onaf(A)= > ar=)> (Z ai’k> Définissons T' telle que E a;,; soit le coefficient ¢,7 de B = AT.

1<i<k<n i=1 Jj=i
n n n
Onab;;= > a;xtk;. On pose donc ty;, =1sik>ietty; =0etonabien tr (AT) =tr(B) = ), Z = f(A).
k=1 i=1 k=i

On a det(T) =1 donc T' € GL,(R) . D’apreés 2) IR € O,, et S € ST tq T = RS .
On a alors f(A) = tr(ARS) et A €H,, donc A’ = ﬁA € 0, (R).

On en déduit que f(A) = tr(v/nA'RS) = /ntr(A’'RS). Or A’R € O,, (R) car O, (R) est stable par produit et S € S,
donc d’apres Q6 f(A) < /nTr(S). Cela est vrai VA €H,, donc ’ an < /nTr(S

On a déterminé précédement Ho, et on peut en déduire que VA € Hs , f(A) €

)

~1,1,3} donc [ap = 3].
1)
1

) |

{-3
D’aprés Q5 Tr(S) = v/dy + \/dz o dy et do sont les valeurs propres de 'T'T = ( ?

V5 = 1) et dg = 734'\/5 = (\/5+1)2

3—

Le polynéme caractéristique de cette matrice est X2 —3X + 1 donc d; = 5

d’ou Tr(S) = /5. On a bien 3 < v/2V/5 (car 9 < 10).




