DM 13 pour le 13 1 25

Exercice 1:

On note S 'ensemble des suites réelles (u,) vérifiant la relation :
Vn €N, Upio = U1 + Up

1. On note v la racine positive du trinome 22 — z — 1.

Justifier que v > 1 et que la deuxiéme racine est —.
Y

2. On considere la suite réelle (y,),,oy vérifiant: yo = 0 et y; = 1.
Parmi les réponses proposées, une seule est ’expression correcte de v, valable pour tout entier naturel n.

Laquelle?
n -1 n+1 -1 n+l _n 1 n 1 n+1
W pu= Ly C gy, B L gy, 2 B
NGRS V5 /5 NGV

3. Soit (Xy),cy une suite de variables aléatoires vérifiant les propriétés suivantes:

e X, et X; sont indépendantes et suivent toutes les deux une loi de Poisson de paramétres respectifs
A>0et pu>0;

e pour tout entier naturel n: X, o = X1 + X,,.

3.1. Montrer que X, suit une loi de Poisson dont on déterminera le parametre.
3.2. Montrer que les deux variables aléatoires X; et X5 ne sont pas indépendantes.
3.3. Montrer que Vn € N* : X, = y,_1X0 + ynX1.

3.4. Etude de ’espérance de la variable aléatoire X, pour p € N

3.4.1. Soit p € N. Justifier que la variable aléatoire X, possede une espérance que l'on notera z, et la
calculer en fonction de A et p et de termes de la suite (ys,).

3.4.2. Déterminer un équivalent de z, lorsque p tend vers I'infini.

3.5. Soit p € N. Justifier que la variable aléatoire X, posséde une variance que ’on notera V (X,) et la
calculer en fonction de A et p et de termes de la suite (y,).

3.6. Soient p et ¢ deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2.

Calculer, en fonction de A et p et de termes de la suite (y,), la covariance Cov (X,, X,) des deux
variables aléatoires X, et X,.
Que peut-on en conclure?

Exercice 2: Dénombrement des applications idempotentes

Soit F un ensemble et p : E — E. On dit que p est idempotente si et seulement si p o p = p.
1. Montrer que p est idempotente si et seulement si Va € p (F), p(x) = =.
2. Soit F' et GG deux ensembles finis. Déterminer le nombre d’applications de G dans F'.
3. On suppose que E est fini de cardinal n € N* et I’ une partie de E de cardinal k.
(a) Combien y-a-t-il d’applications p idempotentes vérifiant de F dans E vérifiant p (E) = F.

(b) En déduire que le nombre d’applications idempotentes de F est I;O (Z) Enk,
) -



Exercice 3:

e Pour ceux qui on fait le DS 5: partie 2 du DS 5 bis

e Pour ceux qui on fait le DS 5 bis: probléme sur les urnes de Polya du DS 5



Exercice 1:

+V5 7_1+¢3>1+\/T

1. Les racines du trinome sont de la forme donc 5 5 = 1. Le produit des racines
c
de aX? + bX + c est — donc si on note 7/ la racine négative du trinéme 22 — z — 1, on a 7y = —1 donc
a
v=_0
~

2. L’équation caractéristique 72 — r — 1 = 0 admet deux racines rélles distinctes v et v/ On en déduit qu’il
existe (A, B) € R? tels que Vn € N, y, = Ay" + B (¥')". La forme (2) est donc exclue (pour étre rigoureux,

—1\"
il faudrait par exemple invoquer la liberté de la famille de suites ((7”) : ((7) ) : ((—7)")) , CE que je ne

1
1— =

fais pas). Dans la forme (1), on a yy = — 1 20 car v > 1 donc la forme (1) ne convient pas non plus.

V5

L’énoncé assure qu’une des trois formes est correcte; c’est donc la forme (3).

3. Etude de la suite (X,,)

neN

3.1. D’apres le cours, X5 suit une loi de Poisson de paramétre A + p (on peut supposer qu’il s’agit d’une
question de cours donc une démonstration est probablement attendue: cf cours).

32.0na (X;=0NnXy=0) = (X;=0NnXy+X;=0) = (X; =0NnX, =0) donc, par indépendance,

e M\ emrp0
67)\/\0 67()‘+M),U/0 ’ ’
ailleurs P (X; =0) P (X; =0) = 0l ol = e (@M Or A > 0 donc 2\ + 1 # A + p donc
P(X;=0NX,=0)#P(X; =0)P(X,=0).

3.3. Montrons par récurrence double que Vn € N* : X, = v, 1Xo + y,X;. C’est vrai pour n = 1 car
Yo = 0 et y3 = 1. Clest vrai pour n = 2 car y; = 1, yo = 1 et Xo = Xg+ X;. Soit n > 1.
Supposons que X,, = y,_1Xo + ¥ X1 et X;o11 = ¥ Xo + Y1 X1. On a alors X, o = X, + X,, =
(YnXo + Ynt1X1.) + Wnt1X0 + Ynt2X1) = (Un + Yns1) Xo + Wns1 + Uni2) X1 = Yny1Xo + Yn2 X1 Ce
qui achéve la démonstration.

e~ (At Par

3.4. Etude de I’espérance de la variable aléatoire X, pour p ¢ N

3.4.1. D’apres le cours, Xy est d’espérance finie o = A et X; est d’espérance finie z; = p. Sip >
2 e N, X, =y,.1Xo+ y,X1 qui est d’espérance finie z, = y,_1E (Xy) + y,E(X;). On a donc
Tp = Yp—1A + Yp/t-

n n—1 n
Y Y Y
— < ldonc z, = —\+ 0poo (V") + =4 + 0poo (V) =
\ V5 . Ap NG pA (7") + 5t 0o (07)
Y Y + wy + py
T 4 0poo (V") Mporoo =1 (car > 0 donc
\/g v p (’7) P \/3 Y ( \/3 \/S

que, dans ce cas, I’équivalent de la somme est la somme des équivalents.)

3.4.2. On a yp ~poo car v > 1 et —

# 0). (Ce calcul justifie

3.5. D’apres le cours, Xy admet une variance V (Xy) = A et X; admet une variance V (X;) = pu. Sip>2 €
N, X, = yp—1Xo +y,X; et les variables aléatoires y,_1 X et y,X; sont indépendantes et admettent une
variance donc X, admet une variance V (X,) = V (y,_1X0) + V (1,X1) = (1,-1)° V (Xo) + (1,)° V (X1)
donc V (X;) = A (yp71)2 +u (yp)2-

3.6. Les variables aléatoires X, et X, admettent une variance donc X, +X, admet une variance V (X, + X,) =
V(X,) 4+ V(X,)+2Cov (X,, X,). On en déduit que
Cov (X, Xy) = % (V(Xp + Xg) = V(X,) = V(X))

= % (()‘ (yp+q71)2 +p (yp+q>2) - ()‘ (yp71)2 +p (yp)2) - ()‘ (ypfl)Q +p (yp)z)) donc Cov (Xp7 Xq) = % ()‘ ((3}
Supposons 2 < p < q. On a Yprq-1 = yp+q_23+ Yptq—3 = Yg—1 + Yp—1 car la suite (y,) est positive et



donc croissante. On a donc (Ypiq—1) > (Yg-1 + ¥p-1)> > (Wp-1)” — (¥4_1) car y, > 1 pour n > 1 donc

20p—1Yq—1 > 0. On en deéduit que (yprq-1)° — Wp-1)> — (Yg—1)> > 0. De méme (y1q)° — (y,)° — (y,)> > 0
donc Cov (X, X,) > 0 et donc X, et X, ne sont pas indépendantes.

Exercice 2: Dénombrement des applications idempotentes

Soit F un ensemble et p : E — E. On dit que p est idempotente si et seulement si pop = p.

1. Supposons pop = p. Soit z € p(F),il existe e € E tel que 2 = p(e) donc p(z) =pop(e) =p(e) =x.
Supposons Va € p(E), p(x) =x. Soit e € E, pop(e) =p(p(e)) =p(e) car p(e) € p(FE) donc pop = p.

2. G=

{ai,...,a,}. Ladonnée d'une application f de G dans F' revient a la donnée de la liste (f (a1), ..., f (a,))

d’éléments de F'.
Si card (F) =k, il y a k™ listes de cette forme donc k™ applications de G dans F.

3. On suppose que E est fini de cardinal n € N* et I’ une partie de E de cardinal k.

(a)

Une application p de E dans E vérifie p (E) = F et est idempotente si et seulement si

Vee E,p(z) € FetVe e F,p(x)=x.

c’est-a-dire Vo € F, p(z) =z et Vo € E\F, p(z) € F..

Une telle application est donc définie par sa restriction & E'\F qui est une application quelconque a
valeurs dans F. Il y en a donc k"%,

Pour F fixé de cardinal k, il y a k"~* applications idempotentes de E vérifiant p (E) = F.
Orilya (Z) ensembles F' de cardinal £ donc (Z) k"% applications idempotentes de E vérifiant que

p (E) est de cardinal k.
n
En faisant varier la valeur de k, on obtient toutes les applications idempotentes de E donc » (Z) ErFk

k=0
en tout.



