DM 16 pour le 7 janvier 2025

Probléme

On pose, pour n € N*

+o0 +oo 1
I = / e " dt (intégrale de Gauss) , I, :/ ot
0 0 (1 + ;)
3 vn £2\"
W, = / cos"(z)dx (intégrale de Wallis) et J,, = / (1 - —) dt
0 0 n

Premiére partie: calcul de l’intégrale de Gauss

Etude de la convergence de la suite (1[,,)
Q 1 Montrer que lintégrale généralisée f0+°° e dt est convergente.

Q 2 Montrer que pour tout n € N*, lintégrale généralisée I, est convergente.

Q 3 Justifier que pour tout a > 0 et pour tout n € N*, (1 +a)" > 1+ na.
En déduire que ¥Yn € N*,Vt € R, (1 + %) > 1+ t2

Q 4 Montrer que la suite (I,,) converge et préciser sa limite (on détaillera les hypothéses du théoréme utilisé).

Etude des intégrales de Wallis IV,

Q 5 Montrer que la suite (W,,) converge et préciser sa limite.

Q 6 Calculer Wy et Wiy. Montrer que la suite (W,,) est décroissante.

Q 7 Montrer que Yn € N, W15 = Z—i;Wn En déduire que W, ~p i oo Wiis.

Q 8 Montrer que (n+ 1) W, W, 11 ne dépend pas de n et déterminer sa valeur.

Q 9 En déduire que la suite (nW?2) admet une limite et que W,, est équivalent a \/% au voisinage de l’infini.

Q 10 Donner une expression de Wy, et Wo,11 uniquement a l'aide de factorielles et de puissances.

Lien entre W, et [,et valeur de ’intégrale de Gauss

Q 11 Montrer que, pour n > 1, on a I, = \/nWa,_5 (on pourra poser t = \/ntan (z)).

3

Q 12 En déduire que I = R

Q 13 En déduire la convergence et la valeur des intégrales généralisées J = f oo © —dt et K = f 02012 g,



Deuxiéme partie: moments de la densité gaussienne

I désigne un intervalle de R. On dira qu’une fonction f : I — R est une densité (de probabilité) sur [ si elle est
continue et positive sur [, intégrable sur I et de masse 1 c’est-a-dire:

/I Fla)de = 1.

Pour n € N, on dira que le moment d’ordre n d’une densité est fini si:
x +— x" f(x) est intégrable sur I,
et on définit alors le moment d’ordre n par le réel:

malf) = [ 2" fla)d

e

Dans tout le probléme la densité gaussienne est la densité ¢ : R — R définie par: Vz € R, ¢(z) = Words

Q 14 On consideére g : [0, +oo[— R définie par: Vx € [0,4+o0[, g(x) = e *. Montrer que g est une densité sur
[0, +o0[, que tous ses moments sont finis et calculer m,(g) pour n € N.

Q 15 Justifier que la fonction ¢ est bien une dénsité.
Q 16 Montrer que tous les moments de la densité gaussienne @ sont finis.
Q 17 Que vaut maopi1(p) pour p € N?

Q 18 Calculer ma,(p) pour p € N.
On exprimera le résultat sous forme compacte avec des factorielles 1a ou c¢’est possible

Q 19 Donner un exemple de densité f : R — R dont le moment d’ordre 1 n’est pas fini.

Exercice: extension de l’intervalle pour appliquer le th de conver-
gence dominée

1\"
On pose, pour n € N*, I,, = _fO(H”) zw In (z) da.
Q 20 Montrer que pour tout n € N*, I,, existe
Q 21 Justifier que (1 + %)n < e.

Q 22 FEtudier la convergence de la suite (I,).

Exercice: Fonction dominante définie par morceaux
On pose, pour n € N*, I, = 0+°° tHnetdr.

Q 23 Etudier la convergence de la suite (I,).



Correction DM 16

Probléme

Premiére partie: calcul de I'intégrale de Gauss

R 1 La fonction t — e est définie et continue sur [0,+oo[. De plus tliin t2e™ = 0 (C.C) donc e =

Ot—too (35) or t — % est intégrable sur [1,+oo[ donc t — e’

["intégrale généralisée f0+°° et dt est absolument convergente.

est intégrable sur [1,+o0] donc sur [0, +oo.

R 2 Icin est fizxé. La fonction f, : t — W est définie et continue sur [0, +oo[ et f, (t) ~— 100 (ﬂ—l)n =L

n n

avec K =n" Orn > 1 donct — t% est intégrable sur [1,400| donc l'intégrale généralisée I,, est convergente.

n

1
R 3 D’apres la formule du binome (1+a)" = Y (})a* ora >0 donc (1 +a)" > > (})a¥ =1+ na. On a donc
k=0 k=0

(1+2) 2142,

R 4 Appliquons le théoréme de convergence dominée sur |0, 4oo|:

—n 2
- Soitt > 0 fiwe. f,(t) = <1 + %) = e_nln<1+7). Or —nln (1 + %) = —n X (% + On—too <%>) = —t* +
On—to0 (1?) = ioo —t2 domnc, par composition des limites, lirf fu(t) = e = f(t). La suite de fonctions (f,)

converge simplement vers vers f sur |0, +ool.
- Les fonctions f,, et f sont continues par morceaux sur |0, +ool.

- Domination: (1 + %) > 1+ t2 >0 donc |f, (t)] = fu(t) < T

1
-
1-+¢2

=p(t). O

Niotoo 13 donc ¢ est

intégrable sur [0, +oo| donc sur |0, +o00].
On en déduit que la suite (I,) converge vers I.

R 5 Posons g, (t) = cos™ (t) pourt € |0,1]. On a liIE gn (t) = 0= g (t), les fonctions g, et g sont continues

par morceaux sur ]0,1] et |g, (t)] < 1 = @ (t) et ¢ est continue par morceauz et intégrable sur |0,1] donc (th de
CV dominée) la (W,,) converge.vers j;)l 0dt = 0.

Remarque: on peut appliquer le théoréme au choix sur [0,1] ou sur |0,1]. Si on choisit de le faire sur [0,1], la
fonction limite est seulement continue par morceauzx.

R 6 On obtient Wy = 5 et Wy = 1. De plus si0 < x <1, alors 0 < cos (z) < 1 donc 0 < cos"(x) < cos™(x)
et donc 0 < W,.1 < W,. La suite (W,,) est décroissante.

R 7 Par IPP dans W, o = fog cos"2(x)dz avec u (x) = cos" ™ (x) et v/ (x) = cos(x), on obtient que

Wto = [—sin (z) cos”“(m)]og +(n+1) jog cos™(z) sin? (z) dv d’ou

Whie = (n+1) fog cos™(x) sin? (r) dr = (n +1) fog cos™(z) (1 — cos? (z)) dx donc Wyyo = (n+1) (W, — W,40).
On en déduit que W, o9 = Z—JSW” Or Wy < Wy < W, donc Z—EWn < Whpt < W, et Z—i; — oo 1 donc
W~ so0 Wy

R 8 D’aprés ce qui précéde, (n+ 2) Wy 1Wiio = (n+ 2) WnHZ—i;Wn =(n+1) W,W,.1 donc

(n+ 1) W,Wy41 ne dépend pas den et (n+ 1) W, W1 = WoW, = 7.

R 9 D’aprés b, W, ~nioo Wyi1 donc g = 4+ D)W Wii1 ~nogoo (n+ 1) W2~y i oo nW2 donc la suite

n

™ s
(nWﬁ) converge vers 5 donc W,f Nt oo o et W, Nn_é+oo =



R 10 On sait que pour tout n, W, o = ”HW donc Wy = —Wo, W, = %Wg, B O 23;1W2n_2 donc Wy, =

(2n—1)x---x3x1
(2n) X -+- x4 x2 Wo donc

2n —1) x -+ x3x 1) x ((2n) X -+- x4 x 2 2n)! 2n)!
o (2a=1) ) ((21) > My W OOl w
((2n) x -+ x4 x 2) (2P xm X+ x2x1) 220 x (n!)” 2
22" % (n!)?
montre de méme que Wo, 1 = (2;—_’_(?))'
R 11 Commencgons par rappeler que si x € ]O,g[, m = 1+tan? (z). On a donc Wy, _» = JO% cos?%(z)dx =

. 1 T 1
Jo mrde = Jy? 2 ()"
(1 + tan? (z)) (14 tan® (z))
vntan (z). La fonction t est une bijection strictement monotone de classe C de ]0, g[ sur )0, +oo[ et t' (z) =
1

+o00o 1
Vv (1 +tan? (x)) donc Wa, o = / =——dt et donc I, = \/nWa,_s.
0 t \2) vnr
vn
R 12 I, = /nWs, 5. Or Wy, ~p oo 4 /5 done Woy o ~p oo /m Nntoo \/ 7n AOU Ty~ oo \/§ donc

R
lim ([n)—[—T.

n—-+oo

(14 tan? (z)) dz. Soit la fonction définie sur |0,%| par t(z) =

R 13 Avec le changement de variable u (t) = v/t, on trouve que J = f+°° —dt f0+°° _tﬁdt = 2I (fait en

cours).
- +oo ] 2 u(t)==te® w(t)=t
Sous réserve d K = [ et = [Jte ] e~dt (IPP 2 .
ous réserve de convergence I L N (. W) =t () =1 )
o . I
On a tlifrn te=* =0 (CC) et f0+ et dt converge donc l'intégrale K est convergente et K = 3

Deuxiéme partie: moments de la densité gaussienne

R 14 C’est un résultat de cours que x +— ™"

cet intervalle), et on a:

est intégrable sur [0,4o00[ (elle est bien sir continue et positive sur

400 "
/ e *dx = [—e‘x}ooo =1,
0
donc g est une densité sur [0, +00|.
Nous allons a présent montrer a la fois 'existence des moments d’ordre n pour tout n € N, et les calculer, grace
a une récurrence sur n € N. Pour tout n € N, soit P, la proposition:

"z — a"g(x) est intégrable sur [0,+o00], et on a: my(g) =mnl. "

Nous venons de justifier Py. Montrons ’hérédité de la proposition: soit n € N tel qu’on ait P,,. Pour toutt > 0,
Uapplication x — 1" g(x) est continue sur le segment [0,t], en tant que produit d’une application polynomiale et
de g; on intégre par parties, en intégrant g (qui est continue sur [0,t] et de primitive x +— —e™") et en dérivant
x — 2" (qui est de classe C' sur [0,t] et de dérivée de x — (n+ 1)a™). On a alors:

+o0 +oo
/ 2" Mg(z)dr = [—x”“e_m];m - / (n+1)z"(—e *)dx.
0 0

. , . _ N , “+o00 _ .
On a, par croissances comparées: lim t"*le™t = 0. Par hypothése de récurrence, fo x"e *dx existe donc
t——+oo

[T 2 g(x)da existe, donc x — x"ig(x) est intégrable sur [0,+00|, et d’autre part que:

Masa(g) = ()l = (n + 1)L



d’ot Pn+1.
Ayant initialisation et [’hérédité, par récurrence nous avons montré que pour tout n € N, le moment d’ordre n
de g est fini, et on a:

ma(g) = n!

R 15 La fonction ¢ est continue et positive sur R. On effectue le changement de variable défini par u(x) =

Sl s

de classe C' et stg‘z'ctement monotone:

+oo 1 _zZ “+oo PR— 1 +oo 42 o . . . o
"= \—Eroe P de == \/iz?e 2 du = 7= J_ e du=1". Le changement de variable défini par v (u) = —u
donne I' = f_oo e “du = 0+°° e "dv = I. L’intégrale I converge donc I' converge donc I" converge donc I"
converge donc ¢ (qui est positive) est intégrable sur R et I" = \/i; x 21 =1 donc ¢ est une densité.

R 16 Soit n € N. L’application x — |x|"p(z) est continue sur R et au voisinage de +oo on a:
n 1
ol"o(0) = 0 (53

2
. , N . L . _
Cela provient du théoréme des croissances comparées: on a lim |z]"T2e~ 7 = 0.
T——+00

1
Or la fonction de Riemann x — — est continue et intégrable au voisinage de +oo car 2 > 1, donc l'application
x

x — x"p(x) est aussi intégrable au voisinage de +0oo par comparaison des fonctions intégrables.
0 +oo
De plus Uapplication x — |z|"p(x) est paire sur R, donc les intégrales / |z|"(x)dz et / |z|"p(z)dx sont
0

J —0Q
de méme nature, comme on le voit en faisant le changement de variable x — —x. La seconde converge d’aprés ce

qui précede, donc la premiére converge également.
+oo

0 +oco
Puisque / |z|"p(z)dx et/ |z|"p(z)dx convergent, on en déduit que / |z|"p(z)dx converge et donc
0

—00 —0o0

Uapplication x — x™p(x) est intégrable sur R.
On en déduit que @ admet des moments d’ordre n pour tout n € N.

R 17 Pour tout p € N, Uentier 2p + 1 est impair, donc x +— x*T! est une fonction impaire. De plus ¢ est paire,

donc pour tout p € N leur produit v — x*T1p(x) est une fonction impaire. On en déduit (changement de variable
u=—x) que

+oo
Vp €N, mapii(p) = / 2 p(r)de = 0.
R 18 On vient de voir que mqo(p) = 1.
a? oo 22
Soit p € N\ {0}. On a: may(p) = [T 2% p(x)dr = er: Ja%e T da = -= N (—xe‘ > ) dx.

1

Nous allons intégrer par parties. Soit t > 0. L’application x +— 2**~1 est de classe C' sur [0,t], de dérivée
2 2

z_
2

x — (2p—1)x%72; Vapplication x — —xe™T est continue sur [0,t], et admet pour primitive x — e~z . On dérive

la premiére et intégre la seconde, et la formule de l'intégration par parties donne:

t

+oo »2 L27 oo : »2
/ g7 (—x6_7> dz = [xzp_le_T] —(2p— 1)/ v 22 du.
0 0 0

2
. , . 1 _tZ .
On a, par croissances comparées: lim t**~le~2 = 0. Donc, quand t — +oo, la relation donne:

t—-4o0

Map(p) = \/_2_7r X (2p — 1)/0 %" T dx = (2p — 1)map-2(¢p).



Ainsi la suite (mo vérifie une relation de récurrence. Nous allons montrer, par récurrence surp € N, que:
7% peN 2 )

(2p)!
\V/p € N, mgp(SO) = 2p—p‘
. s (2-0)! : oo : (2p)!
Sip =0, on l'a déja établi, puisque mo(p) = 1 et o0l 1. Soit p € N tel qu’on ait la relation may,(p) = ool
p!

Alors, en utilisant la relation de récurrence précédente, on a:

(2p)! _ (2p+2) (2p)! _ CE+1D)

mg(p+1)(90) = (2(p+ 1) - 1)m2p(90) = <2p + 1) 2pp| - 2<p+ 1) (2p + 1) 2pp' - 2p+1(p+ 1>|7
d’otu ’égalité au rang p + 1.
Nous avons démontré l'initialisation et [’hérédité, donc:
(2p)!
Vp e N, mag,(p) TR
R 19 Prenons la fonction f: R — R définie par:
1
—  sifz] > 1,
Ve e R, f(x)= itx
1 si|z] <1

La fonction f est continue et positive sur R, intégrable au voisinage de +00 et —oo grace a l'intégrabilité de la
fonction de Riemann x +— I—lz, donc intégrable sur R. De plus:

i (fae [T -1 ) e

Tout cect démontre que f est bien une densité sur R. Par contre, pour tout x au voisinage de +oo on a:
x- f(r) = 4, et la fonction de Riemann x +— % n’est pas intégrable au voisinage de +oo: ainsi f n’admet pas de
moment d ordre 1.

Exercice: extension de l’intervalle pour appliquer le th de conver-
gence dominée

On pose, pour n € N*, [, = fO(HE) 27 In (x) dx.

R 20 Soit n € N*. La fonction x — v In (z) est définie et continue sur 10, (1+ 1) et lim 2w In(z) = 0 donc

z—0

la fonction admet un prolongement par continuité en O donc I, existe
-1

R 21 Posons u(z) = In(1+x). La fonction u est de classe C? sur Ry et u” (x) = ﬁ < 0 donc u est
+x

concave.
Oru(0) =0 etu (0) =1 doncy = x est l’équation de la tangente a la courbe C,, en 0 donc¥Vr > 0,In(1+z) <z
On en déduit (1 + %)n _ nin(1+3) <e.



10,e[ = R
R 22 Appliguons le th de convergence dominée a f,, : - { on In (x) siz < (1 + %)n
0 sinon
(Hy) : CV simple: Soit x € ]0,¢e[. On a lim (1 + %)n donc il existe un rang ng a partir duquel x € ](), (1 + %)n]

n—-+oo

La limite éventuelle de (f, (x)) est donc la limite éventuelle de (x% In (x))
Or lim zw =1 done hrf fn(z) =In(x).

n—-+o0o
La suite de fonctions (f,) converge donc simplement vers f : x — In (z) sur |0, el.
(Hy): sin€e€N* f, et f sont continues par morceauz sur |0, e].
(Hs) : domination: Posons ¢ (x) = e |ln(x)]
Size]0,ef
siz < (14+2)" alors T £ (2)] = |27 In (l‘)‘ <elln ()| = ¢ (2)

siz >(1+ 1)"donc |f, (z)] =0 < ¢ (z) avec ¢ intégrable sur 0, e[ donc

< lex

lm [¢ fo(2)de = [ f(z)de = [{In(z)dz = [zIn(z) — 2], = 0.

n—-+oo

Exercice: Fonction dominante définie par morceaux

R 23 Deux possibilités: étudier ’existence, pour n fixé de I, et appliquer ensuite le théoréme de convergence
dominée ou appliquer directement le théoreme de convergence dominée dont la conclusion 1 donne [’existence des

L.
0,+o0o| = R

Posons f, : { [t - tlJ[r »

(Hy) : CV simple: Soitt > 0.

Ona lim t'%% =t donc lim f, (t) = te™".

n—-4oo n—-4-oo
La suite de fonctions (f,) converge donc simplement vers f :t +— te™" sur [0, +00].
(Hs) : continuité de f, et f (découle des théoréme sur les opérations sur fonctions continues.
(Hs) : Domination

1 1
Onan>1donc0< —<1ldoncl<1l+—<2.
n

t

n
On en déduit que sit € [0,1], 0 < e <tetsit>1 alors0 < titn <2
[ tet sit €]0,1]
Posons ¢ (t) = { ot gt ]
La foncti t conti 0. 4oof etsit > 1, 28 et 0 done o (1) = 1
a fonctions p est continue par morceauz sur [0, +oo| et si o =tle t—too 0 donc ¢ () = 01100 | 33
2

donc ¢ est intégrable sur [1,+oo[ donc sur [0, +ool.

On en déduit que

(C1) : pour tout n, f, est intégrable et f sont intégrables.

(C2): nl_l)I_{loo 0+°° fo(t)dt = 0+°° f(t)dt soit nggloo I, = O+O° te~'dt =1 (calcul par IPP en dérivant t).



