DM 15 pour le 31 janvier 2025

Exercice 1: exercice 45 du chapitre "suites de fonctions"

Probléme: Différentes facons d’obtenir des inégalités de
concentration

Soit p €]0,1[. Pour tout n € N*, soit S,, une variable aléatoire qui suit la loi de binomiale de parameétres n et p.
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de paramétre A > 0.

Plusieurs inégalités de Markov pour un méme probléme

Dans cette section a € |0, 1.
Sn b
Q 1 Montrer que P (7 > a) < o (Zy).

Q 2 Retrouver la valeur de E (S,QL) en utilisant des résultats de cours.

1 1
wr(i-)7
En déduire que P (Sn—” > a) < 5 : (Za).
a

Q 3 Les réels a et p étant fixés, pour quelles valeurs de n linégalité (Z3) donne-t-elle un meilleur résultat que (Z1)?

Utilisation de I’inégalité de Markov pour majorer P (X < a).

S.
Q4 OnposeT,=1—-"2.
n
1—
Soit a €]0,1[. Montrer queP(% <a) < I P
—a

Q 5 OnposeY = e X. Justifier que Y est d’espérance finie et calculer E (Y).
Soit a > 0. Montrer que P (X < a) < A= A2

Utilisation de I’inégalité de ’ingalité de Bienaymé-Cebychev pour majorer P (X < a) et P(X > a).
Q 6 Soit a > \. Déterminer un réel b tel que ’événement (X > a) soit contenu dans l'événement (| X — E (X)| > b).
Q 7 En déduire une majoration de P (X > a) en utilisant l'inégalité de Bienaymé-Cebychev

Q 8 Soit a < A. En procédant comme dans la question précédente une majoration de P (X < a).

Conclusion
e Si f est croissante et positive, on peut appliquer 'inégalité de Markov & Y = f (X) pour majorer P (X > a).
e Si f est décroissante et positive, on peut appliquer 'inégalité de Markov & Y = f (X) pour majorer P (X < a).

e On peut retrancher F (X) dans les inégalités X < a ou X > a pour se ramener a 'inégalité de Bienaymé Cebychev.



Introduction d’une famille de variable aléatoire pour obtenir une famille d’inégalités dont on retient
la plus précise

On suppose que (X;),cy+ est une suite de variables de Bernoulli indépendantes de méme parameétre p et a € ]0, p[.

Q 9 Pour tout t € R et i € N*, calculer g(t) = FE (e_tXi).

Q 10 En déduire que E (e’t%) = (g <t>) ]
n
t

n
Q 11 On suppose t > 0. Montrer que P (%” < a) < e (g <>> .
n

t n

Q 12 Déterminer une fonction ¢ définie sur Ry telle que ¥t > 0, Vn € N*, In (eat <g ( ) ) =ny (%)
n

Etudier les variations de la fonction ¢ et en déduire que @ admet un minimum strictement négatif sur R .

Q 13 Montrer qu’il existe M > 0 tel que, pour tout n € N*, P (% < a) <e "M,

Exercice 2:
Soit f la fonction définie sur ]0,1] par f (z) =z x |1].
+oo 1 2

T
On rappelle que —_ = —
ppelle q nZ::I 5= g

Q 14 Justifier que la fonction f est continue par morceauz sur ]0,1].

Q 15 Soitp e N, p > 2. Montrer que fllf(x)dx:% k—lz—%(p—l) X .
p

Q 16 En déduire que f est intégrable et donner la valeur de fol T LlJ dx.

T



CORRECTION

Exercice 1:

1. La fonction g est croissante et continue donc g (I) = [¢(0),¢(2)] =[0,2] C 1.

24z — a2
Onag(z)—ax =242 —2 ="~ L%équation 22
g (z) vV N q

2?2 —x —2<0sixec[-1,2] donc g est positive.sur I'intervalle 1.

— 1z —2 = 0 admet —1 et 2 comme solutions donc

2. Soit t € [0, 2] fixé.

(a) On a fry1(t) = g(fn(t)) et fo(t) =t € I donc, comme g([) C I, on a Vn € N, f, () € I (récurrence
immédiate).
On déduit de la question précédente que g (fy (t)) > fn (t) donc la suite (fy, (£)) est croissante et majorée par
2 donc converge.

(b) Soit [ = nllg-loo fn (t). La fonction g est continue donc nligloog (fn(t)=g(l) et nEI-sI-loo fnt1(t) =ldoncl=g(l)
donc g(I) =1 =0donc!=2oul=—1 (voir Q1) donc [ =2 car [ > 0).

(c) Le raisonnement est valable pour tout ¢ € I donc la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction
f constante égale a 2.

1
3. Sitel, 2+t > 0donc g est dérivable sur I et ¢’ (t) = t > 0 entraine 2¢/1+¢>2>0donc 0 < ¢ (t) <

C2VI+t
Ona f(t) =2doncg(f(t)) = f (t) donc, d’apres I'inégalité des accroissements finis, | f,+1 (t) — f (£)] = |g (fn (£)) — g (f (

S ®) = 7 (0)

N

4. Onadone (£ (1) — £ ()] < & |fact (0~ F (O] - < o 1fo ()~ F (O] < oo car fo(t) =t € Tet (1) =2,

1
On en déduit que || fr, — f]l < o donc 1i1J1r1 | fr — flloo = 0 donc la suite (fy,) converge uniformément vers f.
n—-roo
5. La fonction fy est continue et fi = /2 + fp donc f; est continue. Par récurrence, on montre que pour tout n, f,

est continue sur I.
La suite (fy,) converge uniformément vers f.donc la suite ( f02 fn (t) dt) y converge vers f02 f@t)dt=4
ne

by
Probléme:
.1 Plusieurs inégalités de Markov pour un méme probléme
R 1 D’aprés le cours, E (Sy) = np donc, par linéarité de ’espérance, E <Sn> = p.
n

S

S,
Or =% > 0 et == prend un nombre fini de valeurs donc est d’espérance finie donc d’aprés Uinéglaité de Markov,

3

a
R 2 V (S,) =np(1 —p) donc E(S2) =V (S,) +ES) =np(1—p)+ (np)* =np+ (n? —n) p*.
Ona%” >a& (%)2 > a2 car S,, > 0 donc

) () Lesy e (1o0)7

1 1\ ,
TR 1 1 1
R3 Ona 5 <p<:)+<1—)p<a©(1—p)<a—p:(l’)
a a n n n
Sia < p, (I) n'est jamais vérifiée donc (Za) n'est jamais plus précise que (I7)
Sia>p, (I)en> Cll_

P et cest la condition pour que (I3) soit plus précise que (Zy)




.2 Utilisation de I’inégalité de Markov pour majorer P (X < a).

S.
R4 Ona%’ga@l——nzl—adonc]?(%ga):P(Tnzl—a). Or0<5S8, <ndoncT, >0 etT, prend un
n

E (T, n
nombre fini de valeurs donc est d’espérance finie donc P( 2 <q)=P(T,>a)< ( ) Or E(T,,)) =F (1 - S) =

1—a n
S. 1-—
1—E(n):1—pd0ncP(‘S;:l§a)§ P

n

1—a’

R5 OnaX>0donc0<e X <1doncY estbornée donc d’espérance finie.
too too An A A
Par la formule du transfert, E(Y) = Y. e "P (X =n) = e Z e =e e =M,
n=0
OnaX<a<s-X>-—-adonceX>e%etY >0etd espemnce ﬁme donc (Markov)

E(Y
Soit a > 0. Montrer que P(X <a)=P((Y > e *) < (_a) S
e

.3 Utilisation de I’inégalité de I’ingalité de Bienaymé-Cebychev pour majorer P (X < a)et P (X > a).
R6 Soita>X. OnaX >asecX-A>a—-AetE(X)=Xeta—A>0donc (X >a)=(X—-—FE(X)>a—-)\)C

(| X —E(X)|>a—-\).

V(X) A

(@=A? (a=N*

R 8 Demémesia < AP (X <a)=P(X—-FE(X)<a—-MAeta—A<0donc (X —E(X)<a—-AC(X—-E(X)>X—a)

doncP(XSa)SPﬂX—E(X)]ZA—a)S(_)\)\)2.

R 7 On en déduit que P(X >a) < P(| X —-E(X)|>a—-\) <

.4 Introduction d’une famille de variable aléatoire pour obtenir une famille d’inégalités dont on
retient la plus précise
R 9 Ona X;(Q) ={0,1} donc, par la formule du transfert, E (¢'*) = ®P(X =0)+ e 'P(X =1) = (1 —p) +pe ' =
g(t).
R 10 (Xy,...,X,) une famille de variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Bernoulli de paramétre p.
X1+ +Xn n
D’aprés le cours, X1+ -+ X, ~ B(n,p) donc X1 +---+ X, et S, ont la méme loi donc E (eft — ) =F (eft%)

_tX1+...+Xn _tX1+...+Xn tXl —tﬁ . / . . .
Ore 7 =  =e n e ' X---xe 'n oetles V.A. Xq,...,X, sont mdependantes donc les variables aléatoires
X X Xn ) Sn X + +Xn t "
e_tTl,e_th, ..., e Y% sont indépendantes donc E (e‘tT> =F <e =4 ) H E ( ) (g ()) .
n
Sn Sn
R11 Sit>0 alors Sn <a& t‘%"z—ta@eftT e~ ta doncP( n <a):P<eftT 26‘“’).

Sn .
La variable aléatoire ﬁme e ' est positive done, d’apres Uinégalité de Markov,

pis <o -r(et 2o O (1)),
Raz por ez o (o () ) = oo (o G))) = oo (0(5)) = (5 (0(3))) -

t
ne <n avec o it at +1n(g(t)) et g(t) = (1 —p) +pet.

On a g(0) =1 donc ¢ (0) =0

/t —t
g():a—ILdOHC@/(0>:a—p<06t

Onag(t)>1—p>0. On en déduit que ¢ est C' sur Ry et ¢ (t) = a +
: A IO

comme ¢’ est continue, Ja > 0 tel que Yz € [0,a], ¢’ (x) < 0 donc

@ est strictement décroissante sur [0, ] donc ¢ (o) < 0.

De plus, tliin g(t)=1—p donc tligl ¢ (t) = 400 donc 3B >0, Yz > B, ¢ (x) >0 (donc B > «).
——400 — 100

La fonction ¢ est continue sur [0, B] donc admet un minimum sur [0, B] atteint en xo € [0,B]. On a donc 0 > ¢ (o) >

¢ (20).
Ce minimum est le minimum de ¢ sur Ry car si s > B, alois ¢ (x) > 0.



t n
R 13 L’négalité P (%n < a) < e <g (>> — (%) est valable pour tout t > 0 donc pour t = nxg. On a donc
n

P (ST:L < a) < () — =M piioe M = —p (z0) > 0.

Exercice 2:

. ‘ 1 . ‘
R 14 La fonction f :x — x L%J est continue en tout x tel que — & N* donc est continue sur tout intervalle ] n%rl, % [ (n €
x
N*) et admet une limite réelle aux bornes de cet intervalle. Elle est donc continue par morceauz sur tout segment B, 1]

(p € N*) donc sur tout segment [a,b] de ]0,1]. Elle est donc continue par morceaux sur ]0,1].

R 15 Soit p € N*,p>2. On afgf(x)dm :pilfif(x)da:. Si gy <@ < ¢, dlors k < 1 <k+1 donc f(z) = ka
% % 2% k_li kll 1 f7 1 = 1
donc fkilf(:c)dm:k:fklla:dx:k{Q}]#l =3 (k—Q— (k+1)2>' On en déduit que f%f(m)da:: §k:1k:(k—2— (k+1)2> =
HE i a =S rx ) =1 (Erx g - o-0xt) =3 (S -0-1x3)
k=1 =1 D S Ve L g V= P

R 16 La fonction f étant positive la fonction F : x +— le x L%J dx est décroissante donc admet une limite | réelle ou 400
en 0.

+oo
Par composition des limites, F (%) —potoo | €t d’apres la question précédentes, I (%) —p——too %kzl 1%2

+oo 2
On en déduit que | est réelle donc fol T [%J dx est convergente de valeur % > k% = %
k=1

Comme f est positve, la convergence de fol x L%J dx équivaut o lintégrabilité de f..



