PSI DSG bis le 12 féVI'ier 2025 durée 3n

Le sujet comporte 4 pages
’Les calculatrices sont interdites‘

e Les solutions devront étre présentées dans 1’ordre de 1’énoncé (quitte a laisser des blancs pour compléter
plus tard), rédigées avec une encre foncée.

e Ce qui est écrit sur une page ne devra pas dépasser sur la page située a coté.

e Chaque fois que le résultat d’une question précédente sera utilisé (ce qui est possible méme si la question
n’a pas été traitée), le numéro de cette question devra étre mentionné clairement

e Les théorémes utilisés devront étre mentionnés explicitement et leurs hypotheses seront mentionnées, et,
si nécessaire, vérifiées avec soin. Les solutions doivent étre rédigées de maniére claire, compréhensible et
rigoureuse ; il en sera tenu le plus grand compte dans la notation finale.

e Les résultats seront encadrés.

Exercice:
+o00 |
Le but de cette partie est de montrer que f0+°° cos (\/%) etdt = 3 (—=1)" (zn-)"
n=0 n):
4 +oo (_1)” tn »
Q 1 Montrer que ¥t > 0, on a cos (\/f) et=>" W
n=0 n):

Q 2 Montrer que pour tout n € N, la fonction g, : t — t"e™" est intégrable sur [0, +oo[ et calculer f0+oo t"e tdt.

+00 |
Q 3 FEn déduire que l’intégrale généralisée f0+oo cos (\/%) e~tdt converge et que f0+°° CoS (ﬁ) etdt = 3 (=1)" (271-)"
n=0 n).:

Probléme:
Notations et rappels

e Pour n et p deux entiers naturels non nuls, on désigne par M,, ,(R) 'ensemble des matrices & n lignes et p
colonnes & coefficients dans R et V), , 'ensemble fini des matrices & n lignes et p colonnes & coefficients dans

{-1,1}.
e Toutes les variables aléatoires considérées dans le probléme sont supposées discrétes et définies sur un méme

espace probabilisé (92, .4, P).

e Etant donné une variable aléatoire réelle Z, on note, sous réserve d’existence, E(Z) son espérance et V(Z)
sa variance.

I Matrices aléatoires a coefficients dans {—1,1}
I.A — Quelques résultats algébriques

Soit (E4, ..., E,) la base canonique de M,,;1(R). On note V' = Z E.
k=1

Q 4 Pouri € [[1,n]], exprimer E; en fonction de V et de V — 2E;. En déduire que M, 1(R) = vect (Vy,1).

Soient C1, ..., C,, n matrices colonnes de M, ;1(R), avec C; non nulle.
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Q 5 Démontrer que, si la famille (C4,...,C,) est liée, alors il existe un unique j € [[1,n — 1]] tel que

(Cy,...,C}) est libre
Cj+1 S vect(C’l, . ,Cj)

Soit d € [[1,n]], (U1,...,Us) une famille libre de M,,1(R) et H = vect(Uy, ..., Uq).

Q 6 Démontrer qu’il existe des entiers iq,...,1q vérifiant 1 < iy < --- < ig <n tels que l'application

H — Md,l(R>

x1 Iil
—
Tn Ty
soit bijective. (On pourra s’intéresser au rang de la matrice de M, 4(R) dont les colonnes sont Uy, ..., Uy.)

Q 7 Soit W un sous-espace vectoriel de M, 1(R) de dimension d. Déduire de la question précédente que ’ensemble
W NV,1 est de cardinal inférieur ou égal a 2.

I.B — Une loi de probabilité
On dit qu’'une variable réelle X suit la loi R si et seulement si:

X(@) ={-1,1}, PX=-1)=PX=1)=

1
Q 8 51 X suit la loi R, préciser la loi de la variable aléatoire §(X +1).

Q 9 Calculer l’espérance et la variance d’une variable suivant la loi R.

Q 10 Soient X etY deux variables aléatoires réelles indépendantes, suivant chacune la loi R. Déterminer la loi
de leur produit XY .

I.C — Un premier procédé de génération de matrices aléatoires a coefficients dans {—1,1}

Jusqu’a la fin de la partie I, n est un entier naturel non nul et on consideére une famille (mi,j)( » de n?
variables aléatoires réelles indépendantes suivant toutes la loi R.

La variable aléatoire matricielle M,, = (m; ;) est alors a valeurs dans V,, ,,.

On pose 7, = tr (M,) et 0,, = det (M,,).

i,4)€([1,n]]

1<i,j<n

Q 11 Calculer l’espérance et la variance de la variable T,,.
Q 12 Calculer l’espérance de la variable §,, (on pourra développer &, suivant une ligne).
Q 13 Démontrer que la variance de la variable 0,, est égale a n! (on pourra raisonner par récurrence).

I.D — Etude d’un cas particulier.
On dit qu'une matrice A € M,,(R) est nilpotente si et seulement si il existe k € N* tel que A* = 0.
Soit A, ensemble des matrices nilpotentes de M,, (R) et GL, (R) I'ensemble des matrices inversibles de M,, (R).

Q 14 Soit A € M, (R). Montrer que si A est nilpotente, alors 0 est une valeur propre de A et que c’est la seule
valeur propre complexe de A.

Q 15 Déterminer la trace et le déterminant d’une matrice de M,,(R) nilpotente.

Q 16 Démontrer qu’une matrice M de Ms(R) est m’lp%tente si et seulement si det(M) = tr(M) = 0.



On suppose que n = 2 et mq1, M2, Moy €t Moy sont quatre variables aléatoires réelles, mutuellement indépen-
mir Mi2

dantes, suivant toutes la loi R et My = .
Ma1  Ma22

Q 17 Calculer la probabilité de ’événement: (My € N3).
Q 18 Calculer la probabilité de I’événement: (My € GLy(R)).

I.LE — TUne généralisation

L’objectif de cette sous-partie est de prolonger le dernier résultat de la partie précédente, en trouvant, dans
le cas général ol n est un entier naturel supérieur ou égal & 2 , un minorant de la probabilité de 1’événement:
(M, € GL,(R)).

I.E.1) On considére une famille (c¢q,co, ..., Cn, ¢4, ¢, ..., cl) de 2n variables aléatoires réelles indépen-
dantes, suivant toutes la loi R.

Q 19 Calculer, pour i € [[1,n]], P((Ci = C;))

1 ch

On consideére les matrices colonnes aléatoires C' = | @ | et ' =

/

Cn Cp,

Q 20 Démontrer que, pour tout w € ), la famille (C(w), C”(w)) est liée si et seulement s’il existe e € {—1,1} tel
que C'(w) = eC(w).

Q 21 En déduire la probabilité de ’événement: "la famille (C,C") est liée".

I.E.2) On rappelle que (m;;),
suivant toutes la loi R et M,, = (m;

i HellLn]? est une famille de n? variables aléatoires réelles indépendantes

i) 1<ij<n €St la matrice aléatoire & valeurs dans V, , dont le coefficient situé a

la ligne i et la colonne j est, pour tout (i, j) € [[1,77,]]2, égal & m, ;.
On note
mi1 min
C, = : ..., C =
Mpa Mpn

)

les variables aléatoires a valeurs dans V), ; constituées par les colonnes de la matrice M,,.
Pour tout j € [[1,n — 1]], on note R; 'événement: " la famille (C1, ..., C;) est libre et Cj41 € vect(Cy, ..., C;)"
on note R, I'événement: "la famille (C1,...,C,) est libre".

Q 22 Montrer que (Ry, ..., R,) est un systéme complet d’événements.
n—1

Q 23 Montrer que P(M ¢ GL,(R)) < > P(Cj41 € vect(Ch, ..., Cj)).
j=1

Q 24 Justifier que, pour tout j € [[1,n — 1]],

]P)(Cj_H € U€Ct(01, c. 70]')) = Z P(Cj_H € U€Ct<vl, . 7Uj)) X P((Cl = Ul) MN---N (Oj = Uj)).

(V1,00))EVE

Q 25 En déduire que, pour tout j € [[1,n — 1]], IP’(C’]-H € vect(Ch, . .., Cj)) < 2n,

Q 26 En déduire que P(M € GL,(R)) > 5.



II Vecteurs aléatoires unitaires

On suppose que n est un entier naturel supérieur ou égal a 1.

On suppose que M,, 1(R) qui est muni de son produit scalaire usuel noté ( | ).

On désigne par I une partie de N ayant au moins deux éléments et par u = (u;);e; une famille de vecteurs
unitaires de M,, 1 (R).

Q 27 Montrer que le réel C(u) = sup {|{u; | u;)|, (i,7) € I?, i # j} existe et appartient & Uintervalle [0, 1].
C(u) s’appelle parametre de cohérence de la famille (u;)e;s.
Q 28 Montrer que si C(u) =0, alors U'ensemble {u;, i € I} est fini et donner un majorant de son cardinal.

Dans la suite, on considére un réel € appartenant a l'intervalle |0, 1].
: o eny .o
On se propose de démontrer que, pour tout entier naturel N inférieur ou égal a exp <T)’ il existe une

famille u de N vecteurs unitaires de M,, ;(R) vérifiant C'(u) < e.

t2
Q 29 Démontrer que, pour tout nombre réel t, cosh(t) < exp <5)

Soient X4,...,X,,Y1,...,Y, des variables aléatoires indépendantes de méme loi R.

1 1
On définit les vecteurs aléatoires, X = ——=(X1,..., X,,)T et Y = —=(V1,...,¥,,)" a valeurs dans M,, ;(R).

NLD NLD
Q 30 Démontrer que, pour tout nombre réel t, E(exp(t(X | Y>)) = (cosh (%))n
Q 31 En déduire que, pour pour tout nombre réel t, E(exp(t(X | Y>)) < exp (%) .

Q 32 En appliquant linégalité de Markov a une variable aléatoire bien choisie, démontrer que

t2
vt > 0, P(<X|Y>Z€)§exp<2——€t).
n
Q 33 En déduire que P((X | Y) > ¢) < exp (—527”> :

Q 34 Montrer que P(|(X | Y)| > ¢) < 2exp <_€2Tn> .

Soit N un entier naturel non nul et (X;)
dantes de méme loi R.
Pour tout i € [[1,n]], soit le vecteur colonne X = —(X? ... X)T.

1
N

L<i<N1<j<n UD€ famille de n x N variables aléatoires réelles indépen-

Q 35 Déduire des questions précédentes que

IP’( U x| X9 > e gN(N—1>exp<—%”>.

1<i<j<N

In N
Q 36 On suppose que n > 4n—2. Démontrer que
€

1@( U \(XZ’;XJ'Hzg) <1.

1<i<j<N

2
. . . . e“n . . .
Q 37 En déduire que, pour tout entier naturel N inférieur ou égal & exp (T)’ il existe une famille de N

vecteurs unitaires de M., 1 (R) dont le paramétre de cohz’rence est majoré par €.



PSI DS6 bis corrigé

Exercice:
n ,—t
R 1 La fonction g, : t — t"e™" est continue (th opérations) sur [0, +oo] et = "2t —, L 0:(CC) donc
2
t"e™" = 0100 (%) donc g, est intégrable sur [1,+oo[ donc sur [0, +ool.
On a L = [t e tdt = [—t" e )™ + (n+ 1) [ t"e dt. On a hr+n t"tle=t = 0: (CC) donc I,41 =
(n+1)1I,. De plus Iy= [ etdt = [—e g™ = 1.

On en déduit I,, = nl,_ 1—n(n—1)]n_2—n(n—1)><---><2><1><Iozn!.

R 2 On a, pour tout z réel, cos (z) = Y ~——~—— donc sit > 0, alors cos (V1) = Z

e
B n=0 (271)'
t

(- ())ﬁ g

o (2n)!
t’n

Posons, pourt >0 f(t) = cos (vt) ™. On a donc f (t) = Jio % - Zojo n (1) avec uy, (t) = %e‘t.
Appliquons le th d’interversion Y — [ sur un intervalle qugl:coonque ) .
- Pour tout n, u, = ((;:37: gn est continue (donc CPM) est intégrable sur [0, +oo[ d’aprés Q1.
- La série de fonctions Y u converge simplement sur [0, 400 et a pour somme.f:
- La série numérique (fo 10,00 |un|) converge: On a
!
Jooeoet 14l = o oet ) 921 = (27:{)! CEDIC i %) (2n) =t 1)1(n +2) % done la SATP

>~ Jio.4oo [t comverge.
+o00
On en déduit que | est intégrable sur [0, +o00[ et f0+oo cos (V) e7ldt = 3 ( o, (1) dt).

0
n=0

Or u, = (—1)" |u,| donc f0+°° up (t)dt = (—=1)" (272—7;)‘ donc f0+°° coS (\/%) e~tdt — z (—1)" (2n_n')'

Probléme: (adapté de centrale 1 PSI 2022)

R 3 Soiti € [[1,n]]. Les composantes de V valent toutes 1 et celles de V — 2E; valent 1 sauf la i°™ qui vaut —1.

B, =1V - LV —2E)
i = 3 2 i .
On a donc{ V2B € Vs et V € Vi, donc E; € vect(Vy1).

Comme (Ey, ..., E,) engendre M, 1(R), on a| M, 1(R) = vect(V,1)|.

(Ch,...,C}) est libre

Cj-‘rl S ’UGCt(Cl, ey C])

FExistence: soit A= {j € [[1,n]],(Ch,...,C;) est libre}. L’ensemble A est non vide car Cy est non nulle. Prenons
donc jo = max(A). En particulier, (C1,...,Cj,) est libre et (Cy,...,C,) est supposée liée donc jo < n — 1.

De plus, (Ch,...,Cjy4+1) est liée par maximalité de jo.

R 4 notons (P;) la propriété

Unicité: Soit (i,7) € [[1,n — 1]]? tels que (P;) et (P;) sont vérifiés.

sii > j alors (Cy,...,Ci41) est lie donc (Ch,...,C;) est liée donc (P;) nest pas vérifiée

sii<j alors (Ch,...,C;) est libre donc (Cy,...,Citq) est libre donc donc (P;) n'est pas vérifiée.
D’ow lunicité de j vérifiant (P;).



R 5 Soit M la matrice de la famille (Uy,...,U;) dans la base canonique de M, 1(R).
La famille (Uy,...,Uy) est libre donc rg (M) = d.
On en déduit qu’il existe d lignes de cette matrice qui forment une famille libre.

Soit i1, ...,1q avec 1 < i1 < --- < ig < n, les numéros de ces lignes.
H — Mgi1(R
xgk) . Id“l( ) a:ff’
Posons Uy, = : et : . : . Onap(U) = : donc la matrice M' dans la base
ot | ' o
Tn T, td
canonique de Mg1(R) de la famille (¢ (Uy),...,o (Uy)) est la matrice extraite de M en ne conservant que les

lignes iy, .. .,iq donc M' est de rang d donc la famille (¢ (Uy),...,» (Ua)) est une famille libre de Mg1(R) donc
une base de Mg1(R) (qui est de dimension d).

La famille (Uy, ..., Uy) est une famille libre de H = vect(Uy, . ..,Uy) donc est une base de H et ¢ transforme une
base de H en une base de Mg;1(R) donc est un isomorphisme?

R 6 Comme W est de dimension d, il existe une base (Uy,...,Uy) de W.
D’apres la question précédente, il existe 1 < iy < --- < 1iq < n tels que

w — ./\/ld71(R)

T1 Liy . :
Y . . est un isomorphisme.

Tn, T
Si X € WN V1, alors les composantes de X sont —1 ou 1 donc ¢ (X) € Vy1. Or un élément de Vy, peut étre

idenbtifié a une liste de longueur d d’éléments appartenant a {—1,1} donc card (Vg,) = 24.
Comme ¢ est bijective card (W NV, 1) < 2%

R 7 PosonsY = 1(X +1).
OnaX=-1Y=0etX=1Y=1doncY () ={0,1} et P(Y =1)=P(X =1)=

La variable %(X + 1) suit la|loi de Bernoulli de paramétre %

R 8 D’apres le cours, BE(Y)=p=1 et V(Y) =pq = 1.
OrY =3(X+1)doncE(Y)=1EX)+E(1)=3EX)+1) et V(V)=1V(X).

2

On en déduit que |E(X) =0 et V(X) =1

R 9 Soient X etY suivant R et indépendantes. Notons Z = XY . Alors Z prend les valeurs 1 et —1.
Deplus, (Z=1)=(X=1)NY =1)U(X =-1)N(Y =—1)) et l'union est disjointe donc

P(Z=1)=P(X =N =1))+P(X = -1)N (Y =-1)) =P(X = 1)P(Y = 1) + P(X = —1)P(Y = —1)

car X et'Y sont indépendantes donc
1
P(Z=1)= 5 et Z suit aussi la loi R

R 10 Par linéarité de l’espérance,

Comme les m;; (1 € [[1,n]]) suivent la loi R, leur espérance est nulle (question 8) donc|E(r,) =0]|.

Comme les m;; (i € [[1,n]]) sont indépendantes et suivent une loi R,

V(rn) = ZV(mi,i) = n.
1216



R 11 En développant le déterminant par rapport a la premiére ligne :
(5 = Z mLJ 1+] det (Ml ])

ot M, ; est la matrice extraite de la matrice M,, en lui supprimant la ligne 1 et la colonne j.

Par linéarité de Uespérance, B(8,) = 3 (=1)"7 E(my; x det (M, ;)). Ordet (M, ;)) = f ((m,;’l)(i DellLn]? il l#j)
=1 D

donc d’apres le lemme des coalitions m; ; et det (Mlyj) sont indépendantes.

On en déduit que E(5,) = > (—1)1+j E(m4 ;)E(det (M, ;) et my; ~ R donc E(m; ;) =0 donc |E(d,) =0|.

=1

R 12 Montrons par récurrence la propriété P, : pour toute matrice aléatoire M de taille n dont les coefficients
sont indépendants et suivent la loi R, V(det(M)) = nl.
Initialisation : pour n = 1, soit M une matrice aléatoire de taille dont le coefficient suit R. Alors V(det(M)) =
V(my1) =1 d’apres la question 8. Donc Py est vraie.
Hérédité : soit n > 1 telle que P, est vraie. Soit M wune matrice de taille n + 1 dont les coefficients sont
indépendants et suivent la loi R. En développant par rapport a la premiére ligne :

n+1

det(M Zmlu 1) det (M, )
ot les matrices M ; sont définies comme dans la question précédente.

E(det(M)*) = E < Z magma g (—=1) det (My ;) (—1)" " det (M1k>>
1<j,k<n+1
= Z (—1)2+j+k X E(ml,ijk det (Ml,j) det (Ml,k))
1<j,k<n+1
par linéarité de l’espérance. D’aprés le lemme des coalitions, my jny et det (M ;) det (M) sont indépendantes,
et d’aprés la question 9, si j # k, nq n1y suit la loi R. Donc

E(det(M)?) = Y (=17 x E(my jma ) B(det (M ;) det (M 1))
1<j,k<n+1 ?si’#_k’

n+1

= Z ]E(mij)E(det <M17j)2).

De plus, pour tout j € [[1,n]], nij vaut 1 avec probabilité 1 et d’aprés la question précédente,

V(det (My;)?) = E(det (My;)*) — E(det (My;))? = E(det (My;)?) car E(det (M) = 0.
Par hypothese de récurrence, V(det (M, ;)*) = n!. Donc

n+1

E(det(M Z n! =

Enfin, d’aprés la question précédente, V(det(M)) = E(det(M)Q) et la formule de Koenig-Huygens,
Ainsi, la propriété P,,1 est vraie.
D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que H

R 13 Soit A € N,. Alors il existe k € N* tel que A¥ = 0,. En particulier, A n’est pas inversible. Ainsi,
le noyau de A n'est pas réduit au vecteur nul : il existe X € M, 1(R) non nul tel que AX = 0-X, donc

0 est valeur propre de A ‘

De plus, A* =0 donc X* est polynéme annulateur de A donc toute valeur propre (complexe) de A est racine de
X* donc est nulle. ’La seule valeur propre complexe de él est donc 0 ‘




R 14 Soit A € N,,. D’aprés la question précédente, A n’est pas inversible, donc|det(A) =0|.

D’autre part le polynome caractéristique de A est scindé dans C[X] donctr (A)= >, m(A)xA=0 car0 est
Aespc(A)

la seule valeur propre complexe de A.| Donc tr(A) =0/

R 15 Soit M € M3(R). D’aprés les deux questions précédentes, si M est nilpotente, alors tr(M) = det(M) = 0.
Réciproquement, supposons que tr(M) = det(M) = 0. Alors x;(X) = X2 —tr(M)X + det(M) = X?. D’apres le
théoreme de Cayley-Hamilton, x (M) = 0,. D’ots M?* = 04 et M est nilpotente.

Ainsi, | M € Ny <= det(M) =tr(M) =0|.

R 16 D’apres la question précédente, (My € N3) = (02 = 0) N (12 = 0). Donc d’aprés la formule des probabilités
composées :
]P(MQ S NQ) - ]P)(TQ — O)P(T2:0)(52 — 0)

Or, Pir,—)(62 = 0) = P(—=mi; —migma1 = 0) = P(myomey = —1) = 5 d’apres la question 9. D’autre part,
P(ra =0) =P(myg = —mag) =P(mig = 1,mos = —1)+P(my; = —1,mes =1) = % par indépendance. Ainsi,

P(My € Na) = 1.

R 17 P(M, € GLy(R)) = P(6, # 0) = 1 — P(6, = 0). Or
]P)(52 = O) = ]P)(lemg,g = m271m172).

D’apres 9, les variables a = my1mas et b= mgi1my o suivent la loi R. Elles sont de plus indépendantes d’apres le
lemme des coalitions. Donc

ow:m:szLb:U+Pm:—Lb=—D:Pm:1W®:D+PM:—UMb:—Dz%

Ainsi, |P(M, € GLy(R)) =

1
2

R 18 On utilise le systéme complet d’événements ((¢; = —1),(¢; = 1)).
OnaP((c;=¢)) =P =c)N(c=-1)+P((c; =) N(c; =1))
= P((e= )N (e, = ~1) +P((c; = 1) N (¢ = 1)

7

donc par indépendance, P ((¢; = ¢})) =P ((¢; = —1)

R 19 Soit w € Q. Supposons que (C(w),C"(w)) est lice. Comme C(w) est non nul, il existe un réel a tel que
C'(w) = aC(w).

La premiére composante de C'(w) et de C(w) appartient a {—1,1} donc o € {—1,1}.

Réciproquement, s’il existe e € {—1,1} tel que C'(w) = eC(w) alors (C(w), C'(w)) est bien lice.

Ainsi, | pour tout w € , (C(w),C"(w)) est liée ssi il existe e € {—1,1} tel que C'(w) = eC(w) |.

R 20 D’apres la question précédente,
P((C,C") est lice) =P((C =C")U(C=-C")=P(C=C")+PC =-C").

On a
/ /
P(C=C")=P([) (c—c=0))
1<i<n
Or les variables ¢y, ca, ..., ¢, C,, ch, ..., c sont indépendantes donc d’aprés le lemme des coalitions appliqué aux
) ) ) » 1y 2 e n
n coalitions (cy,cy), (ca,¢y),. .. (cn, ), les variables ¢; — ¢}, co — &, ... ¢, — ¢, sont indépendantes, donc

n

1
par indépendance, P(C' = C") = HIP’((Q —d=0)= o d’apres la question 18.
i=1

De la méme fagon, on trouve P(C' = —C") = 5. Donc %P((C’C”) est liée) = it

on—1




R 21 Soit w € Q). D’aprés la question 4,
- soit (C1(w),...,Ch(w)) est libre et alors w € R, et w & Ry, pour k € [[1,n — 1]],
- soit il existe un unique j € [[1,n — 1]] tel que w € R;.

n
Ainsi, Q = |J R; et l'union est disjointe. | Donc (Ry, ..., R,) est un systéme complet d’événements|.
j=1

R 22 Une matrice M est inversible si et seulement si la famille de ses vecteurs colonnes est libre donc

(M, € GL,(R)) = ((C1,...,Cy) est lice) = |J R;.

1<j<n
n—1
On en déduit que P(M, ¢ GL,(R)) = > P(R)).
j=1
Or R; C Cj1q1 € vect(Ch,...,C;) done, par croissance de la probabilité:

n—1
P(M ¢ GL,(R)) <> P(Cjy1 € vect(Cy, ..., Cj)).
j=1
R 23 Soitj € [[1,n — 1]]. La famille ((C; = vy) N---N(C; = v;))
D’aprés la formule des probabilités totales :

i est un systéme complet d’événements.
n,l

P (Cj-‘rl c U€Ct<01, ceey O]))
= Z P((Clzvl)ﬂ~~~ﬂ(0j:vj)) (Cj—i-l S UGCt(Ol, .. 7Oj>) x P ((Cl = U1> N---N (OJ = Uj))

Soit les événements A = (Cl = vl)ﬂ~ : ﬂ(C] = Uj), B1 = (Cj+1 S UGCt(Cl, c. ,Cj)) et B2 = (Cj+1 c U€Ct(1}1, .. ,’Uj)).
On a AN By = AN By done Py (By) =Py (Bs) soit

P((c1=v)n-n(C;=v) (Cir1 € vect(Ch, ..., C5)) = Pci=v)n-n(c;=v))) (Cj41 € vect(vy, ..., v;))
= P(Cj11 € vect(vq,...,v5)).

car, d’aprés le lemme des coalitions, la famille (Cy,...,Cj11) est une famille de variables aléatoires indépen-
dantes.donc

P(Cjs1 € vect(Cy,...,Cy)) = Z P(Cji1 € vect(vy,...,v;)) x P((Cy =wv) N---N(Cj = vy)).

R 24 Le variable aléatoire C; est a valeur dans V, 1 (car de composante £1) donc

P(Cjy1 € vect(vy, ..., v5)) = > P(Cjt1 =v).

vevect(v,...,v5)Vn, 1

aq
D’une part, siv = : €V, P(Cjyy =v) =P ( N (mij = ozi)> = o~ par indépendance
a i€l
D’autre part pour (vi,...,v;) € VZJ, on a dim(vect(vy,...,v;)) < j donc d’aprés la question 6,
card(vect(vy, ..., v;) N V1) < 27, on a donc

P(Cjs1 € vect(vy,...,v;)) <20 X o =217
D’aprés la question 23,

P(Cja1 € vect(Ch,...,CH)) <27 x> P((Cr=wv)N---N(C; =) =2"

car (Cy =v)N---N(C; = Uj))(

) est un systéme complet d’événements.
On a donc bien |P(Cjy1 € vect(Cy,...,C;)) <207
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R 25 D’aprés les questions trois questions précédentes,

L 9 4 1 22 1 1-—271 1
PO, g GL(R) < D 27" =5} P =5 ) Y=gy =g
7j=1 i=1 1=0

Ainsi, |P(M, € GL,(R)) = 1 — P(¢ GL,(R)) > -1 |.

R 26 Notons E = {|{u; | u;)|, (i,j) € I*,i # j}. Comme I a au moins deuz éléments, E est non vide.

Soit (i,7) € I? avec i # j. Alors d’aprés Uinégalité de Cauchy-Schwarz : |[(u; | u;)| < |lu| ||u;]| = 1 car les
vecteurs sont unitaires.

Ainsi, | E C [0,1] : c’est une partie non vide majorée de R|. E admet donc une borne supérieure. De plus, sa

borne supérieure est dans [0, 1].

R 27 Supposons que C'(u) = 0. Alors pour tout (i,7) € I? avec i # j, [{u; | u;)| <0, donc (u; | u;) =0 et u; et
uj sont orthogonaux.
Ainsi, la famille u est une famille orthogonale formée de vecteurs unitaires donc mon nuls, qui est donc libre.

Comme dim(M,, 1(R)) = n, u est une famille finie qui a au maximum n éléments. D’ou |card{u;,i € I} <n|.

R 28 les fonctions t — cosh(t) et t — exp <§> sont développables en série entiére sur R avec :

+oo t2n t2 +oo t2n
vVt € R, cosh(t) = E et exp(2>— E ST
! "n!

0

n—=

Or

n

1
2"n! = H (2¢) donc 0 < 2"n! < (2n)! donc @n) §
i=0

D’ou, |Vt € R, cosh(t) < exp (%) i

R 29 Les variables aléatoires Xy, et Yy sont des variables de Bernoulli donc Xy (2) = Y (2) = {0, 1} donc toutes
les varaible aléatoires intervenant dans cette question sont & valeurs dans un ensemble fini donc sont d’espérance
finie et

Soit t € R. Alors

Lt . ¢
exp (H{(X | Y)) =exp (Z EXkYk> = Hexp <EX;€Y;€> :
k=1 k=1

Or, d’apreés le lemme des coalitions, les variables aléatoires exp (%XlYl) et [Tr_,exp (%X kYk) sont indépendantes

done: E (exp (H(X | Y))) = B (exp <%X1YI)) ? <kﬁ2 o (%XkYk»

et par une récurrence immédiate :

E (exp (H{X | Y)) H]E (exp (%XkYk)) .

Puis, si k € [[1,n]], la variable Zy, = XY}, suit la loi R d’aprés 9, done, d’aprés la formule du transfert,

t 1 t 1 t t
E (exp (ﬁXkYk)> = exp (5) + 5 Xp (_E) = cosh (ﬁ) .

Dot | B (exp (¢(X | Y))) = [T_, cosh (£) = (cosh (%))z)




t
n 2

ven (o)) < (o () -0 (5)

En appliquant la question précédente :

R 30 D’apres la question 28, pour toutt € R, cosh( ) < exp ((t/ ")2). Comme les deux cotés de l'inégalité sont
positifs, on obtient :

E(exp(t(X | Y))) < exp <%> :

R 31 Soitt > 0. Posons T = exp(t(X | Y)).
Ona(X|Y)w)>esct(X|Y)(w) >t T (w) > expl(et).
Or T est positive et admet un espérance finie, donc d’aprés linégalité de Markov appliquée a T :

E(T) t?
P(T > exp(et)) < p— < exp <% — st)

On en déduit que |P((X |Y) > ¢e) < exp <% - 5t) :

2 2 52

. en n
R 32 En prenant t = ne, on obtient — — et = — — e2n = ——— donc pose donc

2

e’n

MXWQQSM{nf)

R 33 On aP(|(X | V)| >2) = P((X | Y) > )+ P((X | V) < —2).

Or{(X|Y)(w)<—e& (-X]|Y)(w)>e.

Or X; ~R donc —X; ~ R et la famille — X1, ..., —X,,Y1,...,Y, est une famille de variables aléatoires indépen-
dantes de méme loi R.

En appliquant la question précédente a —X et Y on obtient que

P((X | V)< —&) =P((—X | Y) > &) < exp (—Tn) On en déduit

PWXHNZ@S%W(E?)

R 34 Par sous-additivité :

P( U erwnz%s S OB (X XY =)

1<i<j<N 1<i<j<N
D’aprés la question précédente, pour tout (i,j) € [[1, n]]2 avec i # j, comme Xi, ..., X! Y7, , Y sont indépen-
dantes et de méme loi R, on a
2
. . e*n
mewwnzaswm(ﬂg).

Ainsi,
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P( U ;<quj>|25>§N<N_1>exp(_%”)_

1<i<j<N

R 35 Comme n > 421, 527” > 2In(N) et —527” < =2In(N). Par croissance de [’exponentielle :

2 N(N -1
N(N —1)exp <—%> < N(N —1)exp(—2In(N)) = % <1
D’apreés la question précédente :
]p( U \<X@'|Xﬂ'>yzg><1.
1<i<j<N
R 36 On remarque que ( U (X X)) >e|l= N ({X?]X7)]<e) donc
1<i<j<N 1<i<j<N

P <1<'D<N|(Xi | X9Y] < g> —1-P <1<'9<N|(Xi | X7Y| < g>

On a supposé N < exp (%) donc n > 412& et d’aprés la question précédente, P U X' X)) >e] <1
1<i<j<N
donc

IP( N |<Xi|Xj>|<e) > 0.
1<i<j<N

Ainsi, () |{X'| X7)| < e est non vide : il existe au moins unw € (| [(X'| X9)| <e.
1<i<j<N 1<i<j<N

Posons u; = X' (w) pour tout 1 < i < N. Alors par définition, |C(u) < /.
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