PSI DSG, SU.j et standard i 12 teviier 2025 durée 3n

Le sujet comporte 4 pages
| Les calculatrices sont interdites |

e Les solutions devront étre présentées dans I’ordre de 1’énoncé (quitte a laisser des blancs pour compléter
plus tard), rédigées avec une encre foncée.

e Ce qui est écrit sur une page ne devra pas dépasser sur la page située a coté.

e Chaque fois que le résultat d’'une question précédente sera utilisé (ce qui est possible méme si la question
n’a pas été traitée), le numéro de cette question devra étre mentionné clairement

e Les théorémes utilisés devront étre mentionnés explicitement et leurs hypothéses seront mentionnées, et,
si nécessaire, vérifiées avec soin. Les solutions doivent étre rédigées de maniére claire, compréhensible et
rigoureuse ; il en sera tenu le plus grand compte dans la notation finale.

e Les résultats seront encadrés

Exercice 1: convergence d’une suite de fonctions

nxr

Pour tout n € N, on définit, sur 'intervalle [0, +oc[, la fonction f, : £ — ———.
1+ n2z4

Q 1 Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur Uintervalle [0, +ool.

Q 2 En étudiant les variations de f,, étudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,) sur Uintervalle
[0, +o0].

Q 3 Soit a > 0. Montrer que la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur l'intervalle [a,+00].

Q 4 Calculer fol fn(t)dt. A-t-on lim (fol fn(t)d ) fo ( lim f, ( )) dt?

n—-+00 n—-+o0o

Exercice 2: Deux interversions série-intégrale

Premiére partie

x sin (nx)
On pose, po e N* etz € [0, 7], u, = —
n pose, pour n x € [0, 7], up (x) T
Q 5 Montrer que la série de fonctions Y u, converge simplement sur [0, ).
+o0o
Dans la suite, on pose, pour x € [0, 7], f(x) = > u, (x)
n=0

Q 6 Montrer que que la fonction f est continue sur [0, 7].

Q 7 Montrer que [ f(x)de =7



Deuxiéme partie

+o00 |
Le but de cette partie est de montrer que f0+°° cos (Vi) e~tdt = 3 (—1)" (271-)‘.
n=0 n).
_ +00 (_1)” tn »
Q 8 Montrer que ¥t > 0, on a cos (\/f) et = W@
n=0 n):

b est intégrable sur [0, +ool.

Q 9 Montrer que pour tout n € N, la fonction g, : t — t"e”
Q 10 On pose I, = 0+Oo t"e~tdt. Déterminer la valeur de I,,.

Q 11 Conclure.

Exercice 3:

[1,4+00[ — R
Soit « un réel quelconque. On considére la fonction g, : PR 1
tey/t2 — 1
R—R
On rappellle que la fonction cosinus hyperbolique est ch : e’ + e ® et la fonction sinus hyperbolique
r— —
R—R
est sh : et —e "
H —_—
v 2

Q 12 Montrer que pour tout réel «, la fonction g, est intégrable sur]1,2].

Q 13 Pour quelles valeurs du réel a la fonction g, est-elle intégrable sur |2, +o0|.

00 1
Dans la suite du probléme, on pose, si a > 0, I (a) = f+ ——dt.

Lo /12 -1

+o00
Q 14 Justifier que l'intégrale généralisée / mdw est convergente et montrer, a l’aide d’un changement
0 €*+e

_ oo ] T
de variable que / ——dr = —.
g e“+e® 4
to ] ™
Q 15 A l’aide du changement de variable défini par u (x) = ch (x), montrer que 2 ></ +—dm =I(1)= 5
0o e*+e’”®

h
Q 16 Justifier que la fontion g : x +— sh (x)

ch (z)
+oo 1
valeur de /0 chQ—(x)dm'

est dérivable sur R et préciser la valeur de ¢' (z). En déduire la

Q 17 En déduire que 1(2) = 1.
Q 18 FEtudier le sens de variation de la fonction I.
Q 19 Montrer que la suite (I (n)),cn- converge et déterminer sa limite (on détaillera les hypothéses du théoréme

utilisé).
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Q 20 Soit x € ]0,+oo[. Démontrer la relation

T
z+1

I(x+2) = I(x)
Q 21 Soit p € N*. Donner Uexpression de I1(2p) a l'aide de factorielles.

Pour tout réel x > 0, on pose
o(z) =xl(z)l(z+1)

Q 22 Prowver que ¢(z + 1) = ¢(x). Calculer ¢p(n) pour tout n € N*.

Q 23 Déduire des questions précédentes que

s
Q 24 FEn utilisant la question 18, montrer que

T

] ~r—+4o00 o

(2) + or

Q 25 Prouver que la fonction ¢ est constante sur RT*.

Exercice 4: Etude d’une suite de variables aléatoires

Soient m € Ret o > 0.

Soit (X,),, une suite de variables aléatoires réelles discrétes définies un méme espace probabilisé (€2, A, P) qui
sont indépendantes et ont toutes la méme espérance m et la méme variance o2.

On définit alors la suite de variables aléatoires (Y},), -, par:

X Xon1 Y,
Vo= 20 etyn €N, Y,y = —ntit o
2 2
"1
Q 26 Montrer que, pour tout n € N, on a 'Y, = E WXk.
k=0

Q 27 Pour tout n € N, montrer que Y, est d’espérance fine et calculer E(Y,,).
Déterminer la limite de E(Y,,) lorsque n tend vers +oc.

Q 28 Pour tout n € N, montrer [’existence de la variance V(Y,,) et la calculer.
Déterminer la limite de V(Y,,) lorsque n tend vers +oo.

Q 29 Montrer que, pour tout i € N, on a : Z s < 3-
k=0
En déduire que pour tout i,j € N tels que i < j, la covariance cov(Y;,Y;) de Y; et'Y; vérifie:

2
1
cov(Y;,Y;) < %2%1,.

1 n
Pour tout n eN*, on pose: S, = — E Y.
oy 3



Q 30 Déterminer la limite £ de la suite (E(Sy)),,>; -

Q 31 Montrer que lim V/(S,) =0.

n— 400

Q 32 Soite > 0.

1. Justifier qu’il existe un entier ng € N tel que : ¥Yn > ng, U'événement (|S, —{| > ¢) est contenu dans
’événement <|Sn —E(S,)| > %)

2. En déduire la limite de P (]S, —¢| > ¢) quand n tend vers +o0.



Correction du DS6:

Exercice 1: convergence d’une suite de fonctions

nx

Pour tout n € N, on définit, sur I'intervalle [0, 1], la fonction f, : . +— ————.
1+ n2x?

R 1 Soitz e R,.
. nx 1
Six>0,o0naf,(r) ~yw—7=— donc lim f,(z)=0.

n*xr?  ndx n—+00
De plus f, (0) =0 —, 1« 0 donc la suite de fonctions (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur R .

1+ 022 — na x 4223
R2 Onalfy(z)—f(z)] = falz) = % dérivable sur R,. On a f! (z) = n( —I—n(lir)m;x)Q i
1 — 3n? 1 1
nA=300) 61 sntt >0t < & o<
(14 n2xt)° 3n 3iyn
N4

L. o ) 1 31 3/n ]

On en déduit les variations de f, — f et le fait que || fn — fll T ~“nooo ——1 qui ne tend
31 \/_ 1 + 3 X 31

pas vers 0 lorsque n tend vers l'infini.
On en déduit que la suite de fonctions (f,) ne converge pas uniformément sur [0, +ool.

. nT nx 1
B3 Soita> 0 et ool On alfo() = SO = o0) = 1 < o = o
Orz >a >0 donc — < —. On a donc |f,(z)— f(x)] < — donc f, — f est bornée sur [a,+o0] et

na3 na3’ na3

a o 1

On a donc hI}_l | fr — fHL‘Z’J’OO[ = 0 donc la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur l'intervalle [a, 00|

nt
R4 Ona fo fn (t)dt = fo T ————dt et en posant u = nt*, on obtient .

fo fn () dt = —fo T ! ——du = § [arctan (u)]g = § arctan (n) —n, 400 — 7é0—f0

(on en déduit que la suzte de fonctions (f,) ne converge pas umformement sur [0, 1], ce que donnait déja l’étude
des variations).

Exercice 2: Deux interversions série-intégrale

1 1
R 5 Pourn >1etz € [0,7], 0 < |u,(x) <

T 1+n? = n?
> uy, () converge.

La série de fonctions > u, converge donc simplement sur [0, 7).

et Y — converge donc ) |u, (z)| converge donc
n

1 1
R 6 |u, (z)| < — donc 0 < [Jup|l, < — et . —; converge donc _ ||un|,, converge donc la série de fonctions

> uy, converge normalement sur [0, ]
(H1): Pour tout n € N, u,, est continue sur [0, 7]

(H2): la série de fonctions > u, converge normalement donc uniformément sur [0, 7]
donc f est continue sur [0, ).
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R 7 Les mémes hypothéses (H1) et (HQ) permettent d’intervertir série et intégrale sur le segment [0, 7|:

1

Jo f(x)de =[] (n—O n (T )) dr = (fo up (z)dz). Or [ uy, (z)de = T Jy @ sin (nz) dx

7 cos (nm) n [Sln (;W)] _ (_1)”“2 On a donc
o n

et foﬂxsin (nx)de = {ﬂ} + fo Ecosnxdx = —
n
0
+oo (_1)n+l

fo dl’_ﬂ'z_:

n n

=1 n(l +n?)’
&yt & (C)"WE ()"
RS8 O tout = réel = —d t>0,al t) = —_— = —
n a, pour tout x re(e, c)os (x) nz::() @) onc i _( , a)ors cos (V1) nZ::o 2n)] nz::o @)l
= —1)"tr L, = B —1)" .
donc Yt >0, f(t) = nZ:o (2—77,)!6 = n;() un (t) avec u, (t) = T
n,—t

R 9 La fonction g, : t — t"e™" est continue (th opérations) sur [0, +oo| et =t"2et —, L 0:(CC) donc
2
t"e™" = 000 (%) donc g, est intégrable sur [1,+oo[ donc sur [0, +oo].

R 10 On a L,y = [t e tdt = [—t"He )™ + (n+1) [ t"e~tdt. On a lim t""le~ =0 : (CC) donc

t—+o0
Livi = (n+1)I,. De plus, Iy = [, e tdt = [—e*];> = 1.
On en déduit I, = nl, 1—n(n—1)]n_2—n(n—1)><---><2><1><Iozn!.

R 11 Appliquons le th d’interversion Y — [ sur un intervalle quelconque:

—1)"
( )' gn est continue (donc CPM) est intégrable sur [0, +oo[ d’aprés Q2.

(2n)!

- La série de fonctions Y u converge simplement sur [0, +o00[ et a pour somme f.

- Pour tout n, u, =

- La série numérique (f[o oo ]un]) converge: On a
1 n! 1 1 1
o= —g,| = = < ~noo — donc la SATP
f[0,+oo[ || f[0,+oo[ (2n)! |gn] (2n)! r D122 = ) (nt2) oy onc la

>~ Jio.soof [t comverge.

+o00
On en déduit que f est intégrable sur [0, 4o00| et f0+°° cos (V) e7tdt = 3" ( 0+°° U, (1) dt).

n=0

Or = (=1)" [un| done [ up (t) dt = (=1)" W done [, cos (VI) etdt = ZOO (-1 W

Exercice 3:

1
R 12 Soit x € R.fixé. La fonction h : t — ——=—= est continue sur |1, +ool.

/2 — 1
1 1 L oy ”
= onc
o2 — 1 i+ 1VE—1

R 13 Sur [2,+00[: On a h(t) ~—joo 7 €t T 7 est intégrable ssi x> 0 donc h est intégrable ssi x > 0.
la fonction h étant positive, lexistence de l'intégrale équivaut o lintégrabilité et donc f est définie sur |0, +o00].

Sur]1,2]: On a donc est intégrable.

1
e MRV

1
R 14 La fonction x — ———— est continue sur [0,4+00[ (e +e " >0) et € ~y\ino €7 donec ———— ~u 400
1 et +e " . eT + e
— =e 7. Orxw e estintégrable sur [0, +oo[ donc x +— pr— est intégrable sur [0, +o0].
er e+ e "
Posons u (x) = e".La fonction u est continue et stm‘cte@ent croissante sur |0, +o0o| donc induit une bijection de

—T



e* +e % 2

+oo 1 “+oo 1 “+oo 1
10, +00[ sur ]0,+oo[. Elle est de classe C* donc / ———dr = / ———— x e%dr = / du =
0 o (er)"+1 1

larctan (u))F® = = — = = 2

R 15 La fonction t : x — ch (z) est de classe C' et strictement croissante sur ]0,4+o00| donc induit une bijection

de 10, +o0] sur}ch (0), lim_ch (u) [ =1, +od].

Pour x > 0, sh(z) > 0 et ch? (z) — sh*(x) = 1 donc sh? (x) = \/ch? (z) — 1 donc
———dxr = ——dr = sh(x)dx = ———dl = = e
0o €e't+e® o 2ch(x) 0o 2ch(x)y/ch?(z)—1 1 2tvt2 —1 2
+o00 2
comme la deuziéme intégrale est convergent, la premiére l’est aussi). on a donc f (1) = / +—du = g
e +e
h? (z) — sh? 1
R 16 La fontion g est dérivable (th opérations) et on a ¢’ (x) = ¢ (i;ﬂ (;) () =73 Gk
On ad /Ald g ()]g Lear g(z) = O " _ 1 done Vintégrale généralisé
n a donc r = [9()]y 2a-t00 Locar g(x) = ——— ~,; 100 — = 1 donc l'intégrale généralisée
o ch?(z) 0 A+ g e too q g
+o00 1
/0 chQ—(a:)dx converge et vaut 1..
+oo 1 +o0 1
R 17 Le changement de variable x +— ch(x) donne / sdr = / sh(z)dx =
o ch?*(z) o ch?(z)\/ch?(z) —1

dx =1 d’aprés la question précédente.

o0 1 e
[ gt = 1) done ) = [

ch? (z)
R 18 I(x) est lintégrale d’une fonction positive entre deuz bornes “dans le bon sens" donc ¥Yx > 0, I(x) > 0.
Comme la fonction intégrée est continue, positive et non nulle, on peut méme dire que Vo > 0, f(x) > 0. Montrer

que I est décroissante sur ]0,400].
1 1

> .
2—1 " tvyvi2 -1

S10 <z <y alors pour tout t > 1 on a t* < tY donc

On en déduit en intégrant que

I(z) > I(y). Ceci montre que I est croissante sur |0, +o00].

1
R 19 on pose, f,(t) = ———.
dominée:

- Les fonctions f, sont continues par morceaux sur |1, +o0].

On a donc I (n) = f0+°° fn (t)dt. Appliquons le théoréme de convergence

- Soitt > 1 fire. lim ———— = 0 donc la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction nulle
fae. Nm f (fn) ge simp it

f sur]l,4o00| qui est continue par morceaud.

-Sin> 1, [fu (t)| = N

< = (1) qui est intégrable sur |1, +oo|(déja vu
| S p(t) g 9 ] [(déja vu)

On en déduit que la suite (I (n)) converge vers f0+oo f(t)dt=0.

+o0

1 t

R 20 Soitx >0. Onal(x)= / X dt. On intégre par parties:
( ) ) -+l m g

t— \/t+—_1 est continue sur |1, 400 et t — \/t?2 — 1 en est une primitive.

t— tz% est de classe C' sur |1, +o0[ de dérivée t — _(;E)'

S Y S P

tx+1 1 +2 t:v+2

Sous réserve de limites finies, on a I(z) = [ dt car

thfll est de limite nulle en 1 et en +o00.

t—



2 —1 1 -1 1 1

42 - o2 12 — 1 - tx\/m N tw+2\/t2T1

alors en intégrant, I(z) = (x+ 1) (I(z) — I(x +2)) dont on en déduit que

En écrivant que et comme toutes les intégrales existent, on a

I(x+2) = $+1I(3:)
_(2p—2) _(2p-2) (2p—4) 2
R 21 Ona[(2p)—m1(2p—2)— @p=1) X @ —3) X ... X gxI(Q)
(-2 x@p- x-x2? 4 (p— 1))
(2p —1)! (2p —1)!
R 22 Ona ¢(z) = wl@)le+1) = #l(z) =1 donc ¢(x + 1) = ¢(x). On en déduit que

dle+1) (+D)I(z+DI(z+2) (z+1)I(z+2)
p(n)=0(1) = g pour tout n € N*.
R 23 Ona¢(n)=nl(n)l(n+1)= g
a (I(n+1))> < In)I(n+1) < (I(n)> On en déduit que Yn > 2, (I(n))* > % et (I(n))? < " done

2(n—1)
Vo <1 (n) < 3m - On en déduit que

donc I(n)l(n+1)= 21 D’apres la décroissance et positivité de I, on
n

™

I(”) ~n—+o0 %

R 24 Toujours par décroissance de I, on aVx > 1, I(|xz] +1) < I(z) < I(|z]).

Ha) _I(ls)) | V7

D’une part, = — —ptoo L COr T = (2] + 0pioo (7) done v ~p i [T] et
Vs \/3m Vo
1 1 1
d’autre part, L:_) — 4t 1 (idem) donc, par encadrement, liril (a;) =1 donc
o r—+00 5
s
I ~r—+oo a_
(2) + or

R 25 Avec ce qui précéde, ¢ tend vers w/2 quand x — +o0. Or, pour tout x on a
Vn e N, ¢(x) = ¢(z+n)

En faisant tendre n vers 400, on en déduit que

Vo >0, ¢(x) :g

Exercice 4: Etude d’une suite de variables aléatoires

R 26 Montrons cette formule ’par récurrence sur n > 0‘ :

>

- La propriété est vraie pour n =0 — puisque Yo = 5*.

- Supposons la formule vraie au rang n, alors il vient :

n n+1
Xog1+ Yy Xnt1 1 - 1
Yoy = 5 = Q) +1—(nt1) + kE—:O 2n+2kak - kz_; 9(nt+1)+1—k X

Donc la formule est vraite au rang n + 1. 3



R 27 D’aprés Q26, par’ linéarité de l’espérance,| on a :
~ 1 m s~ 1 1 1
E(Yn) = Z WE(X]C) j:f—k E 5 = ( — 2n+1> n—-+oo 1 cCar 5‘ < 1.
k=0 j=0
R 28 D’aprés Q26, par’ indépendance des Xy, | on a :
- 1 \? P~ 1 o2 1 o2 1
V(Yn) = Z (—2n+1k) V(Xk) j:f—k: Z 4—j = ? ( — 4n+1) n—-+o00 ? car Z <1
k=0 j=0
R 29 FEn effet, par’ changement d’indice,| on a :
i I R 1<1+°°1_1X 11
AL pmih 4 L 48 T 4 L gt -1 3

On en déduit que

L1 1 o

cov(Y;,Y;) = cov Z WX]“ Z WXZ d’aprés Q26
1=0

k=0
cov( Xy, X))
’ (bilinéarité de la covariance)

T Z Z 9itj+2—( itjt2—(k+l)

k=0 1=0
= Z 2@+J+2 % car cov(Xy, X;) =0 si k # | (indépendance)

2 i 1

o
T 9j—i Z 22i—2k+2

2
o 1
d’apres ce qui précéde.

= 320
R 30 D’apres Q27, par’ linéarité de l’espérance, | on trouve :
1 1 m 1

R 31
! ) (formule V(aX +b) = a*V (X))

V(S,) = n—V(Yl +
(variance d’une somme

1
= Zv V) +2 ) cou(Y;,Y))
1<i<j<n
1] o2 2028 "1 .
< 3 n? 3 . (Z 2j_i> d’aprés Q3 et Q4
L =1 Jj=i+1 i
Or
n—1 n 1 n—1 n—i 1 n—1 +oo 1 n—1
S (X o) 2 (Es) <X (Ta) - Erneren
i=1 \j=i+1 i=1 \k=1 i=1 \k=1 i=1

2
0<V((Sn) < 7 —notoo 0, d’ou le résultat voulu, par encadrement
n
9

Ainsi, on a




R 32 Soite > 0.

1. On|S, — E(Sy) | +|E(Sy) =1 > |S, —£]|—.
Or lim E(S,) =1 donc il existe un rang ng a partir duquel |l — E (S,)|

n—-+0o00

ol o A
I GO

Si S, — €] > e.alors | S, — €] — |l — E(S,)| > g—g donc |S, — E (S,)| >

%)

5
L’événement (|S,, — £| > ) est donc contenu dans [’événement <|Sn —E(Sy))]| > 5)

2. On en déduit que grace a l'inégalité de Bienaymée Cebychev que

Sin>mno, P((IS,— 01> ) < P (1, ~ E(5.)|> 5) < V(5n)

)

—nioo 0 d’aprés la question précédente.
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