DM 17 pour le 3 mars 2025

Exercice 1: Recherche de solutions d’équation différentielle sous forme
de série trigonométrique

Cet exercice est analogue aux exercices vus en début d’année sur la recherche de solutions d’équations différentielles

développables en série entiéres

+00 qj
On pose, pour 7 € R, f (z) = 3. — (;m:).
n=1 n

Q 1 Montrer que la fonction [ est définie et continue sur R.

On veut montrer qu’il existe une solution 27 périodique a 1’équation différentielle: (F) :y” —y = f sur R.

+oo
Q 2 Soit (bp),,cn- une suite de réels telle que la fonction g : x +— ) b,sin (nx) soit définie sur R et qu’on puisse
n=1

dériver g deux fois terme a terme.
Donner une valeur auz réels b, de maniére que g soit une solution de (E)?

Q 3 On reprend la valeur des b, et on pose, pour v € R, u, (x) = b, sin (nx).

1. Montrer que les séries fonctions »  u,, Y u,, et Y u converrgent normalement sur R.

2. En déduire que ’équation (E) admet une solution 2w périodique.

Remarque C(’est ce genre de calcul qui ont permis a Joseph Fourier de donner des solutions a l’équation de la
chaleur (au dérivées partielles) en 1822 (bien avant que la théorie des séries de fonctions soit correctementétablie)

Exercice 2:

M, (R) = R
M tr (M = (M7)?)

Q 4 Montrer que l’application { est continue (on détaillera les continuité de toutes les

fonctions "intermédiaires”)
Q 5 Montrer que O,, (R) est une partie fermée et bornée de M.,, (R).
Q 6 Montrer qu’il existe (A, B) € O, (R)* vérifiant:
VM € O, (R), tr (A= (A)") <ur (M= (M")*) <ur (B - (B)?)

Remarque Ce genre de question figure souvent en début de partie de probléme: on commence, dans un premier
temps, par mettre enévidence [’existence d’un minimum et d’un maximimum et dans un deuzriéme temps, on
cherche o déterminer une valeur exacte ou approchée de ce minimum et de ce mazimum (ce qui est souvent
beaucoup plus long).

Probléme 1: La fonction In(T')

Présentation générale

Dans cet exercice, on souhaite déterminer les fonctions f :]0, +00[— R vérifiant :
(i) la fonction f est de classe C*,
(ii) pour tout = €]0, +oo[, on a f(z + 1) — f(z) = In(x),
(iii) la fonction f’ est croissante,
(iv) la fonction f s’annule en 1, ¢’est-a-dire f(1) = 0.

Dans la suite, on note (C) ’ensemble de ces quatre Clonditions.



Partie I - Existence de la solution du problémeétudié

Dans cette partie, on construit une fonction vérifiant les conditions de (C).
Pour tout n € N*, on définit la fonction w, :] 0, +0c0[— R par :

1 x
Vo €]0,+o00[, uy(z)=2xlIn (1 + 5) —1In (1 - ﬁ>

Q 7 Montrer que la série de fonctions Zn>1 u, converge simplement sur |0, +00].

1. Dans tout le reste de cet exercice, on note ¢ :]0, +oo[— R la fonction définie par :

Vo €]0,+00], ¢(x)=—In(z)+ Zun(:c)

USTIJIET qUE PoUr tout n c , La jonction u, €S € cLasse sur ,+OO €l MONITET qUu 1l ETISLE UNE SUILE
Q 8 Justi tout N*, [ ti t de cl ot 0 t t il exist t

(€n)pen- telle que la série Zen converge absolument et que :
n=1

V(n,z) € N*x]0, 400, ul,(z)= ﬁ + &,

Q 9 En déduire que la série de fonctions Z ul, converge normalement sur tout segment [a, b] inclus dans ]0, +oo].

n>1

Q 10 Montrer que la fonction ¢ vérifie les conditions de (C).

Partie II - Unicité de la solution
Dans cette partie, on montre que ¢ est 'unique fonction vérifiant les conditions de (C). On considére une fonction
g :]0, +00[— R vérifiant les conditions de (C) et on pose h = ¢ — g.

Les questions Q 11 et la question suivante sont indépendantes.

Q 11 Montrer que pour tout x > 0, on a h(x + 1) = h(z) et K'(x + 1) = W' (x).

Q 12 Soient x €]0,1] et p € N*. Montrer successivement que :

/ / ! ! ! ! ! ! 1
¢'(p) —g(1+p)<h(z+p) < (1+p) -9 () 6’25@0(19)—9(1+p)Zh(p)—z—9
En déduire que
i ! ]‘
W' (z +p) — B (p)| <]—9

eaulre aes aeur questions preceaentes que La Joncrion est constante sur ,+OO .
Q 13 Déduire des d ti scédent la fonction I est constant 0

Q 14 Conclure que ¢ = g.



Partie III - La formule de duplication

Dans cette partie, on considére la fonction 1 :]0, +00[— R définie par :

Ve €]0, 4oof, (z) = (x — 1)1n(2) + ¢ (f) +o (m il 1) - %ln(w)

2 2

15 Montrer que pour tout N € N*, on a la relation :
Q que p ,

exp <i ” (%)) AESYCALDE

2N +1 (2N)!
Q 16 Déduire de la question précédente et de la formule de Stirling que (1) = 0.

Q 17 Montrer que pour tout x €]0,4o00], on a :

-1 +¢(5)+¢ (3”;1) = () + 5 In(r)

Probléme 2:

Premiére partie:

Q 18 C(ette question a pour objet de redémontrer la formule du déterminant par blocs.
Soient A, B,C, D deséléments de M.,,(C).

1. Justifier briévement les relations suivantes entre les déterminants de matrices de Mo, (C) définies par blocs
et les déterminants de leurs blocs :

det(( gn O )) — det(D), det(( gn i )) et det(( gn Z’” )) — det(A)

2. En déduire que det(< é g )) = det(A) det (D).

3. De la question précédente, déduire que det(( CA, 10)" >) = det(A) det (D).

Dans toute la suite de cette partie, A, B, C, D deséléments de M,,(C) telles que DC = C'D. Soit la matrice

PP Al B
définie par blocs M = <T‘T> € My, (C).

Q 19 On suppose, dans cette question uniquement, que D est inversible.

iy ([ A|B D |0, B
A laide du produit ( cD ) < o1, ), montrer que det(M) = det AD — BC.

Q 20 Montrer que GL, (C) est dense dans M,, (C).

Q 21 En déduire que det(M) = det(AD — BC).



Deuxiéme partie:

Dans cette partie, ¢ désigne un nombre complexe différent de 0 et de 1. On consideére I’espace vectoriel My (C) dont
on note B = (E11, E12, E21, Es2) la base canonique (tous les coefficients de E; ; sont nuls sauf celui a I'intersection
des ligne 7 et colonne j qui vaut 1.

Soit la matrice non nulle A = < CCL Z ) € Mj(C). On note A = ( _dc _ab )
On définit les endomorphismes R 4 et £4 de My (C) par R4 (X) = AX et L4 (X) = X A pour tout X € My(C).
Q 22 Déterminer les matrices de R4 et L4 dans la base B.

Q 23 Montrer que la matrice de l’endomorphisme R4 — qL 4 dans la base B est la matrice définie par blocs par

. GIQ - qAT ‘ b[g
Ma = ( cly [dl; —qAT )

Q 24 Montrer que l’'on a successivement leségalités suivantes

1. det(M,) = det(A) det(A 4 ¢*A — q(a + d) 1),

2. det(My) = (1 — q)* det(A) det( _0(l1—+q§)c _(iqugl)b >

3. det(My) = (1 — q)?det(A) (1 + g)*det(A) — q(Tr(A))?).

Q 25 On suppose a présent que le polynome caractéristique de A se décompose sous forme

Py X)=(X—-a)(X —=05) ova,p eC.
1. Montrer que l'on a det(M,) = Pa(qa)Pa(qpB).
2. A laide des questions précédentes, montrer que les deux assertions suivantes sontéquivalentes :

e il existe une matrice non nulle B de My(C) telle que AB = gBA
e on adet(A) =0 oua=qpf ouf = qa.

Q 26 Soit A € M5(C) non nulle telle qu’il existe B € Ms(C) non nulle avec AB = q¢BA ot q € C\ {0,1}.

Montrer que A est semblable a une matrice de I'un des trois types suivants :

a 0 a 0 0 1 . N
A1—<0 qa)’A2_<0 0),A3—(0 0> ou o € C*.

Exercice 3: Facultatif

On note S 'espace vectoriel des suites réelles bornées

Pour u = (uy,),,.y € S, on pose ||u|| = sup {|u,|,n € N}.

Q 27 Montrer que Uapplication u — ||ul| est une norme de S.

Soit (up),cy une suite de S. Pour tout p € N, on pose u, = (Unp),,en-

Q 28 On suppose que la suite (up)pGN converge vers u.

Montrer que Yn € N, la suite (7LL717,3)pGN converge vers .

Q 29 Soit C' le sous-ensemble de S des suites réelles bornées et croissantes.
Montrer que l’ensemble C' est fermé.

Q 30 Montrer que la réciproque de la question 28 est fausse. on pourra poser U, =

4

{ 0sin>p+2
n

P sin<p+1



CORRECTION

Exercice 1: Recherche de solutions d’équation différentielle sous forme
de série trigonométrique

sin (nz)
On pose v, (z) = FCRE
R 1 Ona v, <5 qui entraine la convergence normale de Y., vy,.
Les hypothéses du th de continuité sont remplies donbc f est définie et continue sur R.

+00 too
R 2 On suppose que g est deux fois dérivable et g(x) = > bysin(nz), ¢ () = > nb,cos(nz) et ¢’ (x) =
n=1 n=1

+oo
— 3" n?b, sin (nz).

n=1
+oo
On a donc ¢" () — g (z) = > — (1 + n?) b, sin (nx).
n=1

1
En posant b, = —————, ona g’ —g=f.
p (2 1) g —g=1

1
R 3 Posons b, = ZZ 1) et on pose, pour x € R, u, (x) = b, sin (nx).
1. On au, (z) = b, sin (nz).u, (z) = nb, cos (nx).u, (r) = —n?b, sin (nx).
1
d [ — - e < —.
one il < s Il < e el <

On en déduit que Y ||un|l o, - llunlly, et D llulll,, convergent donc les séries fonctions Y uy, Y ul, et > ul
convergent normalement sur R.

2.0nag(x+2r)=g(x)= Z b, sin (nz + 2nm) = g () donc g est 2w périodique.

Appliquons le théoréme de derwatzon de la somme (version C?)

Les fonctions u,, sont de classe C? sur R.

les séries fonctions > u,, > ul convergent normalement sur R donc simplement.

la série fonctions Y w,, Y. u, et > u!' convergent normalement sur R donc uniformément sur R.

+o0 +o00 +o00
On a donc g de calsse C* et g(x) = > b, sin(nz), ¢ (x) = > b,cos(nz) et ¢’ (x) = — Y n?b, sin (nz)
n=1 n=1

n=1
donc g" —g=f.
L’équation (E) admet g comme solution 21 périodique.

Exercice 2:

R 4 L’application de M,, (R) donc M,, (R) : M — M7 est linéaire donc continue car M,, (R) est de dimension
finie.

One déduit que M +— M — M7 est continue.

L’application de M,, (R) donc M,, (R) : A — A? est continue donc, par composition, M +— (M — MT)2
continue.

M,, (R) est de dimension finie et A — tr (A) est linéaire donc continue donc M s tr (M - (]\/[T)2) est continue

(th de composition,).

R 5 O, (R) est une partie fermée et bornée de M,, (R) Ju en cours.



O0,R)—R
M tr (M = (M7)°)
est de dimension finie.

D’apres le th des bornes atteintes, ¢ admet un minimum et un maximum:
‘il existe (A, B) € O, (R)* vérifiant:

R 6 Soit ¢ : est continue et O, (R) est une partie fermée et bornée de M,, (R) qui

VM € 0, (R), tr (A~ (7)) <ur (M~ (M) <ur (B~ (BT)?).

Probléme 1:

.1 Partie I - Existence de la solution du probléme étudié
R 7 Soit x €]0;400].
2

1
In(l+u)=u— “ + 0g(u?) et lim — = lim L2 0 done
2 ntoon  ntoon

w5 me () - (e e (3)

2 —x 1
up(z) = 52 +o0 =

Par comparaison aux séries de Riemann (avec 2 > 1), on en déduit que la série E u, () converge absolument.

done

Cette série est donc convergente. Ceci est vrai pour tout x €]0;+oo[ donc la série de fonctions Zun converge

simplement sur ]0; +o0].

R 8 Soitn € N*.

x
x— 14+ = est Cl sur]0;+oo|, @ valeurs dans RY* done, par composition, x +— In <1 + —> est de classe C' sur
n

10; +00[. Par somme, u, est donc de classe C' sur]0; +oo].
De plus, pour x > 0,
1 1 1
u,(x) = 111(1—1——)—— =
n nq + —
n

1 1
= In|{l4+—)—
n n+x

1 1 1 1
= — +—-—+In{l+—-]——
n—+ax n n n

1 1
ote,=In{l1+—-])——.
n n

.y . 1 4 .
Avec le développement limité de In(1+4u) comme ci-dessus, on a &, ~ 53 Par comparaison de séries a termes
n

positifs, Z&?n converge absolument.

R 9 Soit (a,b) €]0; +oo[* tel que a < b.
Pour x € [a;b] et n € N*, d’aprés inégalité triangulaire, (en remarquant que x > 0)

T
!
—
@) < s e



b
x € [a;b] donc n(n+x) >n(n+a) >0 et n(nm—l—:c) < o Py puis

b
up ()| € ———
b b b
Quand n tend vers linfini, ——— ~ — donc, par comparaison de séries a termes positifs, Z _
n(n+ a) n? n(

b
converge. De plus, d’aprés la question précédente, Z len| converge donc, par somme Z (— +

converge.
On peut alors conclure que la série de fonctions E u'n converge normalement sur [a; b].

R 10 Vérifions les conditions (C'):

1. Vérifions (i) : Appliquons le th de dérivation terme o terme:
- La série de fonctions Z u, converge simplement sur ]0; +ool.
- Pour tout n € N*, u,, est de classe C' sur]0; +oo].
- La série de fonctions z:u;Z converge normalement sur tout segment [a;b] inclus dans ]0;+oo[ donc elle

converge uniformément sur tout segment inclus dans |0; +ool.
donc © — Z un () est de classe C* sur tout segment inclus dans |0; +oo[ donc sur |0; +oo].

En ajoutant_la fonction —1In, elle aussi C*, ¢ est de classe C* sur ]0; +ool.

1t
De plus, pour z > 0, ¢'(z) = - + 3t z En

Zn(n+x)
2. wérifions (ii)

Soit x €]0; 4o00].

elx+1)—p(r)=—In(z+1) + In(z —1—2%

ol

1 1
vp(x) = ln(l—l——) —1n<1+&>+1n<1+£>
n n n

In(n+1) —In(n) —In(n+ 2+ 1) + In(n) + In(n + x) — In(n)
In(n+1) —In(n) +In(n+ ) —In(n + 1 + x)

Par téléscopage, pour N > 1,

D wa(x) = (N +1)—In(1) +In(l+z) - In(N + 1+ x)

= In(1+2)—In <1+NL+1)

En faisant tendre N vers l'infini, on obtient p(x + 1) — p(z) = —In(x + 1) + In(x) + In(1 + x) — 0 donc

p(z+1) = p(z) = In(z)

3. Vérifions (iii): x — —— est croissante sur R*.

T
1 1

Pourn € N*, on pose v,(z) = B :
nn+z) n  notx




Pour x> 0, v,,(r) = ———5 > 0 donc v, est croissante sur R*".
(n+ x)
Par somme, on en déduit que ¢' est croissante sur R™*.

4. Vérifions (iv):
Pour tout n € N*, u,(1) =0 et In(1) =0 donc ¢(1) = 0.
La fonction ¢ vérifie donc les conditions de (C).

Partie II - Unicité de la solution
R 11 D’aprés la condition ii) de (C), vérifiée par ¢ et par g, pour > 0, h(z + 1) — h(z) = In(x) —In(x) =0 :
Ve >0, h(z+ 1) = h(z)

h est la différence de deux fonctions C' (i) de (C')) donc on peut dériver de part et d’autre de cette égalité pour
obtenir :

Vo >0, h'(x+1) =h'(x)

R 12 Soient x €]0;1] et p € N*.
W(z+p)=¢'(@+p)—g(z+p)
¢ est croissante et p < x+p < p+1 donc ¢'(p) < ¢'(z +
De méme ¢'(p) < ¢'(x +p) < ¢g'(1+p) donc —g'(1+p) <

p) < ¢ (1+p).
—¢'(z+p) < —¢'(p). En additionnant, on obtient
<

©'(p) =g (1 +p) < (z+ ©'(1+p) -4

En dérivant la condition ii), on obtient ¢'(1 + p) — ¢'(p) =

Par définition de h, h'(p) = ¢'(p) — ¢'(p) donc ¢'(p) = h'(p
En faisant la différence des deux relations obtenues,

)
%d 7’ch(l+p)—9(p)+119
)+ ().

o (0) — g (1+p) = H(p) - %

1 1
On a donc W (x + p) > W (p) — — puis b'(x +p) — h'(p) > ——.
p p

En échangeant les roles joués par ¢ et g dans ce qui précéde, on obtient h'(z + p) — h'(p) <

RN

On a donc Uencadrement

1
—— < Hh(@+p) —HW() <
p

D=

ce qui correspond a |W (x +p) — kW (x)| <

iR

R 13 Soit x €]0;1] et p e N*.
D’aprés Q 11., h' est 1—périodique donc, h'(x+p) = W (x) et h'(p) = W (1). La question précédente devient alors :

W () — K(1)] < -

Ceci est vrai pour tout p donc en le faisant tendre vers Uinfini, |h'(x) — h'(1)| =0 : W' (x) = h'(1).
h' est donc constante sur|0;1]. Par ailleurs, elle est 1—périodique et continue donc elle est constante sur |0; +00].

R 14 On note c € R telle que, pour tout x > 0, h'(z) = c.

On a alors, pour tout x > 0, h(z) = c(x — 1) (h(1) =0).

On a aussi, pour tout x > 0, h(zx 4+ 1) = h(x) donc cx = cx — ¢ et ¢ = 0.
On a finalement, pour tout x > 0, h(z) = 0; par conséquent

ngg



Partie III - La formule de duplication
R 15 Soit N € N*.

éun(%> - %i In(n + 1 Zln(2n+1>

N
H(2n) = 2NN et en multipliant, divisant par ce produit des pairs pour compléter le produit des impairs,

n=1

[[en+1)=0N+1)

n=1

2NN'

2V N1)?

> (%)

al 1\ VNFI2VN)?
P (Z hn (5)) ~ 2N +1)(2N)!

%ln(N +1)—1In ((2N i 1)(2N)!>

et, avec les propriétés du In,

n=1

R 16 D’apreés la formule de Stirling, N! ~ /2r NN*1/2e=N done (2N)! ~ /27(2N)2N+1/2=2N,

Par produit et quotient d’équivalents,

N 1 N1/222N(27T)N2N+1672N
exp (3w (_> -
g 2 (2N)x /27T(2N)2N+1/2672N
\/%QQNN2N+3/2
92N+3/2 N2N+3/2

+oo
1 1 1
Par continuité de la fonction exp, Zun (§> = —In(7) — In(2) puis ¢ (—) =5 In(7).

n=1
1
Mais (1) = 0+ ¢(1/2) + ¢(1) — 5 In(m) avec p(1) =0 donc (1) =
R 17 Montrons que ¢ vérifie les conditions (C) :
1. Par composition et somme, 1 est de classe C* sur |0; +ool.

2. Soit x > 0.

() (%)

B+ = w@)+e (T ) - o () +e

o5 01) - )
= In(2)+1In (g)
= In(x)



3. Pourz >0,

V() =@ + 3¢ () + 3¢ (x : 1)

¢’ est croissante donc, par somme de deux fonctions croissantes, 1" est croissante sur ]0; +00|.
4. D’apreés ce qui précéde, (1) = 0.
e ¢ vérifie les conditions (C') donc, par unicité, 1) = ¢ ce qui conduit a

Ve >0, (x—1)In(2) + ¢ (g) + (x—;l) = 4,0(1;)+%1n(7r)

Probléme 2:

Partie A.

R 18 Formule du déterminant par blocs

1. Pour la premiére relation ainsi que la seconde, on peut faire des développements successifs selon la premiére

colonne (n fois). Pour la troisiéme, on développe cette fois successivement (n fois) par rapport a la derniére
colonne.

I, | O, I, | B I, | B I, | B A |0,
Q.Ilsuﬁﬁtderemarquerque<OnD )(On[n):<0n D)et<OnD><OnIn):

(g—n‘%)donc
(5:57) (o) (B7) - (o)
(M) x

En prenant le déterminant et en utilisant la propriété det (M x N) = det (M

précédente,
A | B

3. En utilisant linvariance du déterminant par transposition, on obtient alors

det( (%‘%)) — det(A) det(D)

A|B D |0,\ (AD-BC|B
clo )\ -clL ) \o, | D

et donc det(M) det(D) = det(AD — BC') det(D). Si D est inversible, on peut simplifier par det(D) # 0 et obtenir

det (N), avec la question

R 19 Ona

det(M) = det(AD — BC)

1

R 20 Fait en cours: En posant D, = D — —1I,,, il existe py un rang & partir duquel D, est inversible car sp (D)
p

est fini et lim D, =D

p—too

10



Al|B 1
R 21 Posons M, = det (T‘Tp) avec D, = D — 5.7" et p > po.

1 1
OnaD,C=DC—--C=CD~—--C=CD, et D, inversible.

p p
On a donc det(M,) = det(AD, — BC)
Or lim D, =D donc lim M, = M et le déterminant étant une application continue

p——+o0 p—-+00
donc liril det (M,) = det (M).
p—+o0
De plus, liril AD, = AD (continuité du prodiuit matriciel) donc liril AD, — BC = AD — BC et, par continuité
p—T0o0 p——+00

du déterminant, liII(l] det(AD, — BC) = det(AD — BC). On en déduit,

det(M) = det(AD — BC)

Partie B.

R 22 I est important de prendre garde & l'ordre des vecteurs choisis pour la base canonique. On a Rs(Ey ;) =

a b 10 — (¢ 0 = aF11+ cEs1 donc la premiére colonne de la matrice de Ry est
c d 00 c 0 ’ ’

o0 OQ

En procédant de méme pour les images des autres vecteurs et pour [’endomorphisme L, on obtient

Matg (Ry) = et Matp (La) =

o0 O
o O O
Qe O O
QU O OO

O Qo o
QL O O

R 23 On écrit les matrices précédentes par blocs

I | bI AT |0,
Mat(Ra, B) = ( Z]j d;z ) et Mat(L 4, B) = ( o AT )

11 suffit alors de combiner ces matrices pour obtenir

_ T
My = Mat(Ra,B) — gMat(L 4, B) = ( aly —q AT | bl )

C]Q ‘ d]g —( AT
R 24 FEtude de det (My) :

1. Comme cly et dIy — q AT commutent, on peut utiliser la formule de la partie A :

det(My) = det((aly —q AT)(dIy —q A") — bely)
= det((ab—bc)ly — q(a+d) AT + ¢( AT)?)
= det((ab—bc)ly — q(a + d)A + ¢*A?)

La derniére égalité étant due o ['tnvariance du déterminant par transposition.

~ a b d —b ad — bc 0 L
On remarque que AA = ( . d ) ( e ) = ( 0 ad — be ) = det(A)Iy On en déduit que

det(My) = det(AA —q(a+ d)A+ ¢*A?)
= det(A)det(A + ¢*A — q(a + d)I)

11



2. On a

59 (q—1)(ga—d) blg—1)(g+1)
AtqA-qatdh = ( C%q—l)q(qﬂ) (qq— 1)((12—@) )

Par multilinéarité du déterminant on a ainsi

det(A+¢*A —q(a +d) 1) = (1 - ¢)° det(( E%ZI f)) ?;ﬁ 2)) >)

et avec la question précédente,

det(M,) = (1 — q)* det(A) det(( E;%Z; il)) ?q(flii)) ))

3. On a maintenant

det(< (qa—d) blg+1) > _

c(g+1) (qd—a) ga — d)(gd — a) — (q+1)*be

¢ +2q+ 1ad — q(d2—2ad+a) (g4 1)%bc

(
(¢* + 1)ad — q (d* + a®) — (¢ +1)%bc
(
(14 q)*det(A) — q(Tr(A))?

et la question précédente donne
det(M4) = (1 — g)*det(A) ((1 + ¢)* det(A) — q(Tr(A))?)
R 25 On suppose Po(X)=(X —a)(X =) =X?—(a+B)X +af
1. On a donc Tr(A) = a+ (8 et det(A) = af5. La question précédente donne alors

det(M4) = (1 — q)’aB((1+ q)*af — gla+ 5)%) = (1 — ¢)*aB((1 + ¢*)af — ga® — ¢?)

II reste a remarquer que Pa(qa)Pa(qB) = (q—1)%aB(q8 — a)(qa— B) et a développer le dernier produit pour
conclure que

det(M4) = Pa(qa)Pa(qB)

2. On travaille en deux temps.
- S’il existe B # 0 telle que AB = qBA alors (Ra—qLa)(B) = AB—qBA =0 et doncker (R4 —qLa) # {0}
donc Ry — qLa n'est pas bijective donc det (M) = 0 et donc Pa(qa) = 0 ou Py(qf) = 0 c’est a dire
qa € {a, B} ou qB € {a,5}. Sidet(A) # 0 alors a et 5 sont non nuls (0 non valeur propre de A) et
qau # o, q8 # B (q # 1). La condition devient alors o = qf3 ou 3 = qa.
Finalement, on a det(A) =0 ou a = gf ou f = qa.
- Réciproquement, si cette condition a lieu alors det(Ma) = 0 et Rx — qLa n'est pas inversible. Il existe
B # 0 dans son noyau et ceci s’écrit AB = qBA.

R 26 Distinguons trois cas.
- 0 est valeur propre simple de A. Dans ce cas, il existe une autre valeur propre complexe o # 0 et A est
diagonalisable, semblable o diag(c,0) (deux sous-espaces propres qui sont des droites).

- 0 est valeur propre double. Dans ce cas, A € My (C) est trigonalisable donc semblable o T = ( Ay ) et

0 w
sp(A) = sp(T) = {\ pu} done A = p =0 donc A est semblable a T = < 8 g ) avec y # 0 car A #0. Si T
est canoniquement associé a f, alors Mat e, ~e,) (f) = g 8 (1] ) donc T' est semblable a ( 8 (1) > donc A est



0 1

00 )
- 8i 0 n'est pas valeur propre de A alors det(A) # 0 et « = g ou f = qo. Comme q # 1, on a o # (3 et on a
deux valeur propres. A est diagonalisable et, quitte a intervertir le réle de o et 3, est semblable & une matrice de

la forme ( @ 0

semblable &

0 qo

Exercice 3: Facultatif

On note S l'espace vectoriel des suites réelles bornées
Pour u = (uy,),, .y € S, on pose ||u|| = sup {|u,|,n € N}.

R 27 idem démonstration de cours sur la norme infinie.

R 28 Soit (u,),.y une suite de S (c’est-a-dire une suite de suites). Pour tout p € N, on pose u, = (un,y)
On suppose que la suite (1), converge vers u. On a donc [[u — upl| —p—1c0 0.

Soitn € N. |upy —up| < |[u—u,|| =poie 0 done lim uy,,, = uy, la suite (uy,) o converge vers u,. (analogue
P p——+00 . P/ pe

pour les suites de fonctions a C'V uniforme = CV simple).

neN”’

R 29 Soit une suite (up)pEN converge de C' qui converge vers u € S.

Montrons que u € C cad Vn € N, u, < Uyyq-

On au, € C donc Vn € N,u,, < u,p1, et d’aprés la question précédente, (unzp)pEN converge vers u, donc par
passage a la limite,

Up < Upyq donc u est une suite croissante donc u € C donc C est fermée.

0Ostn>p+2
"1mn§p+1'

R 30 On pose u,, = {
p+

Soit n firé.On a, pourp>n —1, Upp = ——= —ptoo 0 donc lim u,, = 0.n0té u,.

+1 p—+oo
Soit u la suite nulle.

On a [Ju, — || = sup |upp — un| = sup [unp| > |upr1p] =1 done [u =[] i 0
neN neN

donc la (u,),c ne converge pas vers u.
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