DM 18 pour le 12 mars 2025

Exercice 1: Extension aux bornes du développement en série entiére
de arctangente

Q 1 Montrer que la fonction x — arctan (x) est développable en série entiére sur |—1,1].

(="
O ) €Netzel[-1,1], u, () = ——a2"%
n pose, pour n et x € | ], un () 1"
Q 2 Etudier la convergence uniforme de la série de fonctions > u, sur [—1,1]

& (="
n=0 2TL + ]_ ’

Q 3 En déduire que % =

Q 4 En déduire une fonction python approx(epsilon) d’agument epsilon réel strictement positif qui renvoie une
valeur approchée de ™ a epsilon prés.

1
Remarque La convergence n’est pas trés rapide (en —) donc cette méthode n’est pas trés efficace pour calculer
n

les décimales de 7.

Exercice 2: Exemples d’application du théoréme de dérivation terme
a terme version C™

La difficulté pour dériver terme & teme indéfiniment la somme d’une série de fonctions (hormis le cas des séries
entiéres sur |— R, R| réside dans le calcul des dérivées successives

Premier exemple (avec des fonctions a valeurs complexes)
et

:n2+1'

On pose, pour z € Ret n € Net x € R, u, (x)

Q 5 Montrer que la série de fonctions . u, converge simplement sur R.
+oo
On pose, pour z € R, S (x) = > u, (x).
n=0

Q 6 Justifier que S est définie et continue sur R.
Q 7 Soit k € N* Montrer pour tout n € N, u,, est de classe C* et déterminer, pour z € R, u%k) ().

Q 8 En déduire que S est de classe C*° sur R.



Deuxiéme exemple
1

On pose, pour z € Ret n € N* et x € R, u, () :m
Q 9 Montrer que la série de fonctions u, converge simplement sur R.

+o00
On pose, pour z € R, S (x) = > u, (x).

n=1
Soit k € N*.
Q 10 Justifier que u,, est de classe C*°. Déterminer ul, et u..

Q 11 Montrer qu’il existe des polynomes Py, ..., P, polynémes tels que

vneN,VzeR, P (z) =5 —
(%) 1:2:1 (n? + xQ)ZH

Q 12 Soit (a,b) € R? vérifiant a < b. En déduire que la série de fonctions Zuﬁlk) converge normalement sur
[a, b].

Q 13 En déduire que S est de classe C* sur R.

Dans la suite, on cherche & établir la convergence normale de la série de fonctions ) | ul?) sur R en améliorant
la précision des calculs précédent.

Q 14 Soitn € N* et k € N*.

1
Justifier qu’il eziste (ay,b,) € R? tels que Vo € R, = : —.
fier q ( ) a n?+x2 n4ix n—ix

G bn

En déduire un calcul de ul’ (x).

k!

nk+2

Q 15 Soit n € N* et k € N*. Montrer que

uff (@)] <
Q 16 En déduire que la série de fonctions Zuff) converge normalement sur R.

Troisiéme exemple

—nT +oo

et S(z)= > uy ().

n+x n=1

On pose, n € N* et x € ]0; +o0[, u, () = ‘

Q 17 Soit k € N* et a > 0. Montrer que la série de fonctions ) ul converge normalement sur [a, +o0l.

Q 18 En déduire que S est de classe C* sur ]0; +00].

Exercice 3: Exemple d’application linéaire continue en dimension
infinie (facultatif)

0,4+o00[ — C
t— f(t)

Soit £! I'espace vectoriel (sur K = C) des fonctions f : { [ continues et intégrables.et B 'espace

vectoriel (sur K = C) des fonctions g : R — C bornées

(on ne demande pas de montrer que ces ensembles sont bien des espaces vectoriels).
Pour f € £, on pose ||, = i |f (8) dt et pour g € C, on pose |lg] = sup,cg lg ()]
On admet que |||, et|||| sont des normes respectivemfnt de L! et B.



Q 19 Montrer que si f € L' et v € R, l'intégrale foﬂo f(t)e™tdt converge.

Pour f € L' et 2 € R, on note ¢ (f) (v) = ["° f () e™dt. D’aprés ce qui précede, ¢ (f) est une fonction de
R dans C.

Attention 1 Ne pas confondre les notations ¢, ¢ (f) et ¢ (f) (x).
Q 20 Montrer que si f € L alors ¢ (f) € B.

L' — B

On peut donc définir 'application ¢ : { Fro o (f)

Q 21 Montrer que @ est linéaire.
Q 22 Justifier que si f € L alors || ()] < |IfIl; -

En déduire que 'application ¢ est continue.

Exercice 4: Densité de ’ensemble des matrices diagonalisables dans
M, (C) (facultatif)

Soit n € N* et &, (C) I'ensemble des matrices M,, (C) diagonalisables.

Q 23 Soit T = (t;;) € M,, (C) une matrice triangulaire supérieure.
0 0

o I3

N

Pour p € N*, on pose D, = etT,=T+D,

"o

On pose T, = (t;; (p))

1. Montrer que pour tout (i,j) € [[1,nH2 tel que i # j, il existe p; ; € N* tel que Vp > p; ; ti; (p) # tj; (p) (on
pourra distinguer deux cas).

2. En déduire que T est un point adhérent o &, (C).

Q 24 En déduire que &, (C) est dense dans M,, (C).



Exercice 1: Extension aux bornes du développement en série entiére
de arctangente

Il s’agit de la méme démarche que I'exercice d’extension du DSE de In (1 + x). Sy référer pour plus de détails

1 1 +o0 .

R 1 la fonction x — arctan (z) est dérivable de dérivée x — T2 1o =) = HZ:O (—2*)" pour x € ]—1,1].
+oo n

Par intégration terme o terme du DSE sur |—1,1[, arctan (x) — arctan (0) = > %x%“.
n=0

R 2 Soit v € [-1,1].
On peut appliquer CSSA (détails laissé au lecteur) a > u, (x) (inutilie d’enlever les x < 0 ici car x*"! est de
signe constant si x < 0).

x2n+3
On en déduit |R,, (z)| < |ups1 ()| = '

1
< .
—2n+3

:2n+3

On a donc ||R,|| . <

w0 S g Tt 0 donc la série de fonctions »  u, converge uniformément sur [—1,1].
n

+o0o
— (=" 2n
Q 25 Pour x € [~1,1], posons S (x) = 3 = a® .

D’aprés la question précédente (u, étant continue ) la fonction S est continue sur [—1,1].

On a done lim S (z) = S(1) done 1 fan () = S5 G g T §Y 21
n a aonc 1m Tr) = onc 1m arctan({xr) = SOl — = .
z—1,x< r—1l,2< n=0 2n+1 4 n—0 2n +1
T2 (=1) 1
26 Ona|R, (1) = | = < .
Q nalfnl=17= 2577 S 273

def approx(epsilon):

S=1,n=0

sg=1

while 2n+3<1/epsilon:
n=+1
sg=-sg
S+=sg*1/(2n+1)

return S

Exercice 2: Exemples d’application du théoréme de dérivation terme
a terme version C'*°

La difficulté pour dériver terme & teme indéfiniment la somme d’une série de fonctions (hormis le cas des séries
entiéres sur |— R, R réside dans le calcul des dérivées successives

Premier exemple (avec des fonctions a valeurs complexes)

ey
SoithRetnENetxeR,un(:r):6 :
n?+1
1 1 . . .
R 3 |u, (7)] = — - < — donc Y u,(x) converge absoliument donc la série de fonctions ) u, converge
n n

simplement sur R.



+o0
On pose, pour z € R, S (x) = > uy, (x).
n=0
1
R 4 |lull, < — donc Y ||unl,, converge donc la série de fonctions ) u, converge normalement donc uniformé-
n

ment sur R.et Vn,u, est continue donc S est définie (déja vu) et continue sur R.
R 5 21— € est C® donc Vn, u, est de classe C* et par récurrence immédiate, .
n+1 nQ +1 (n2 + 1) (n + 1)k 0o (n2 + 1) (n + 1)k n—-+4o00 nk+2.

ulP ‘ converge donc la série de fonctions Zu;) converge normalement (donc uniformément) sur R.
oo

(k)

n

donc ‘ U

R 7 (Hy): Pour tout n u, est de classe C*° sur R.
(Hs) : la série de fonctions Y u, converge simplement sur R

(Hs3) : Vk € N*, la série de fonctions uP converge uniformément sur R.

+00
On en déduit que S est de classe C* sur R et S® (z) = 3 ull (2).
n=0

Deuxiéme exemple

1

On pose, pourz € Ret n e N*et z € R, u, (v) = ——
pose, p (@)= s

. 1 . 4 . .
R 8 Soitz € R fivé. On au, (v) ~nyoo — donc la série numérique Y u, (x) converge donc la série de fonctions
n

> u, converge simplement sur R.

+oo
On pose, pour z € R, S (x) = > u, ().
n=1

Soit k € N*.
R 9 u, est de classe C™ car inverse de fonction C*. Calcul de ul, et u! fait en ezxercice:
— T 1'2
U, () = (nzfx2)2 et uy, (v) = 8(n2+x2)3 - (nzfzz)r
R 10 Le résultat demandé est vrai pour k =1 et k = 2.
Soit k> 1.
Supposons qu’il existe des polynomes P, .. Pk polynomes tels que
k P, .
VneN, Vz e R, ull (x )—zﬁ zp( ) (n? 4 22)”
(k+1) L b o 2 2\—(+2) | 2, 2+
On a alors uy, (x):ZW Yo —2(i+1) x 2z x P (x)(n®+ 2°) + P! (z) (n* + 2°) donc
i=1 (n? + 22 i=1

(changement d’indice et regroupement)

ul (@) = —2(k +1) x 22 x Py (2) (02 + %) 43 (<2(6) x 20 x Py (2) + P () (n? + 22) V4P (2) (02 -

.
1.
[\

~~ ~N~ 4 \V—/
Qr+1(w) Qi(x) Q1(z)
ce qui donne le résultat pour k + 1.
b P(x) kP ()]
(k+1 o i (k+1) < i
R 11 On a alors |uy ‘ == (2 +x2)i+1 no o (x)| < ; D)

Les polynomes Py, ..., Py sont des fonctions sur [a,b] donc bornées sur [a,b]. Il existe M; tel que Yz € [a,b],
|P; (z)| < M; donc

MES) M;
v € a0, 8], [u™ ()| < 2 iy = o
[a,b]
On a donc ||ul® < a, eta, =0, 10 (—4) donc la série de fonctions Zu%k) converge normalement |a, b].
[e) n
5



R 12 Les hypothéses (Hy), (Hy) et (Hs) sont réalisées sur [a,b] donc S est de classe C™ sur [a,b] avec |a,b]
segment quelconque de R donc S est de classe C™ sur R (et on peut dériver terme a terme).

1 1 1 1
R13 OnaVreR, — = — — + — |-
n?+z2 2n \n+irx n—iz
1 o 1
R 14 Posons v, (z) = — =(n+1iz)  etw,(xr)= ,
n+1x n—ix
) (k) " ik (S1)FaRR
On montre par récurrence que vy, (x) = (—1)(=2)...(—k) " (n +ix) = ——
(n+ ix)
- k o . k L ' _ k . |
: (k) (=1)" (=) k! (k) L (17" (=1)" (i) k!
idem pour wy,’ (r) = ——————) donc uy,’ () = —
( () (n — im)Hk / () 2n \ (n+ ix)1+k (n — ix)Hk
) 1 (] (=1)" k! (=1)F (=i) k! k!
R 15 Soit n € N* et k € N*. Montrer que |uy (x)‘ < — e TTh < car
2n \|(n +ix)'" (n —iz)'™ nk+2
|(n +ix)| > n.
R 16 ‘ ulP ’ < k—+2 et k+2 > 1 donc la série de fonctions Zug@) converge normalement sur R.
o0 n

Troisiéme exemple

—nx 400
On pose, n € N* et x € Ry, u, (v) = c et S(x) = > u,(x)
n+x ne=1
R 17 Posons [ (x) = e~ et g (x) = —
osons f(x) =e ™ et g(x) =
J n—+ux

Les fonction f et g sont C* sur |0, +o0l.

Soit k € N*.
(k) N - S R hei (=17 !
D’apreés la formule de Leibniz, up” (z) = 3 (5)f* 9 (2) g (x) = 32 (5) (=1)" " nFie s —Foe
i=0 i=0 (n+ )
On a donc, si z > a, |u’ (a:)‘ < > (k)e_”“M < pena Zk: g i'l = a, donc ‘u(k) el < o, =
’ - = nt T T\ ' " oo -

—_———
C indépendant de n
CnFe e,

_ . , k
Or nFe ™ = 0, 1 (ﬁ) donc Y a,, converge donc la série de fonctions uP converge normalement sur R .

R 18 (Hj) est vérifie (CV simple: six > 0, U, = 0p— 100 (€77))
Les hypothéses (Hy), (Hs) et (Hj) sont réalisées sur [a,+oo[ donc S est de classe C* sur [a,+oo| avec a > 0
quelconque donc S est de classe C™ sur |0, 400].

Exercice 3: Exemple d’application linéaire continue en dimension
infinie

[0, +00[ — C
te f(t)

Soit £! I'ensemble des fonctions f : { continues et intégrables.et B I’ensemble des fonctions ¢ :

R — C bornées.
Pour f € £, on pose || f]|, = 0+°° f(t)dt et pour g € C, on pose ||g|| = sup,er |g (z)]-
On admet que ||||; et]||| sont des normes respectivement de L' et B.
Pour f € L' et 2 € R, on note ¢ (f) (z) = [* f (t)gmdt.



R 19 Soit z € R fizé. On a |f (t)e™| = |f (t)| et f intégrable sur [0, +oo| donc t — f(t)e™ est intégrable sur
0, +00[ donc lintégrale f0+°° f(t) e™tdt converge.

R 20 De plus OOf( )etdt converge.absolument donc |p (f) (x)] = ‘ eixtdt’ < 0+°° |f (t) et dt =
f0+°° |f (t)| dt indépendant de x. La fonction ¢ (f) est bornée donc <p(

R 21 Soit \, 1 complezes et f et g dans L.
Montrons quw(Aerug) —Aw(f)ﬂw( ) soitV € R, 60()\f+ﬂg)( )—Np(f)( ) + e (g) ().

On a o (Af + ug) fo (Af + pg) (t) e™tdt = )\f ) etdt + Mfo )etdt (linéarité des intégrales
convergentes).
R 22 Si f € L' alors on a vu que Yz € R o (f) ()| < [ |f (1)| dt = || f]];-

On a donc [|¢ (f)]| = sup,er ¢ (f) ()] < ||f|!1
On en déduit que ||¢ (f) — o ()l = lle (f =9l < |If — gl donc ¢ est 1 lipschitzienne donc est continue.

Exercice 4: Densité de ’ensemble des matrices diagonalisables dans
M, (C) (facultatif)

p

1. premier cas: t;; =t;;. On a ! #+ L done Vp e N*, t;; (p) # tj; (p)
p

deuxiéme cas: t;; # t; ;. Posons e = |t;; —t;;]

On a lim t;;(p) = t;; donc il existe un rang py a partir duquel |t;; —t;; (p)| < 5 de méme un rang p; a
p—too

partir duquel |t;; —t;; (p)| < 5

Pour p > p;; = max(p1,p2), si on avait t;; (p) = t;; (p), on en déduirait |t;; —t;;| < € absurde donc

tii (p) # tj; (p)-

2. La suite (D)) converge vers la matrice nulle donc La suite (T},) converge vers T

sip> ~ max  p;;=pp alors sii# j alorsti;(p) #t;; (p) et sp(T,) = {ti; (p)} car T' est triangulaire
(i.9)€Ln]* i)
donc T, admet n valeurs propres distinctes donc est diagonalisable.La suite (1, p)p>pp est une suite de &, (C)

qui converge vers T donc T est un point adhérent a &, (C).

R 24 Soit M € M,, (C). Le polynome caractéristique de M est scindé donc M est trigonalisable.

Il existe T triangulaire sup et P inversible telle que M = PTP~1,

D’apreés la question précédente, il existe une suz’te (T,,) de &, (C) qui converge vers T'

Posons M, = PT,P~'. Ona lim MPTP~! (continuité du produiit matriciel) et M, diagonalisable car semblable

n—-+o0o

a T, donc &, (C).est dense dans M,, (C).



