CCINP PSI 2023 Mathématiques - Correction

Q1.

Q2.

Q3.

EXERCICE

Fonction de Bessel

Pour tout € R, 'application ¢t — cos(xsin(t)) est continue sur le segment [0, 7] donc l'intégrale

/ cos(zsin(t))dt est bien définie.
0

’ f est bien définie sur R. ‘

Rx[0,7] — R

On définit 'application g : { (2.8) —s g(z,t) = cos(xsin(t))

e Pour tout t € [0, 7], z — g(z,t) est de classe C* sur R et pour tout x € R, on a :

99
ox

(x,t) = —sin(¢) sin(zsin(t)) et %(w, t) = —sin®(t) cos(z sin(t)).

B 2
e Pour tout = € R, les applications t — g(x,t), t —> a—g(x,t) et t — 8_3@’ t) sont continues par
x x

morceaux sur [0, 7] (segment) donc intégrables sur [0, 7.
e Hypothése de domination : pour tout (z,t) € R x [0, 7], on a :

2
S0 =

922 sin?(¢) cos(z sin(t))| < 1 = ()

et la fonction constante ¢ = 1 est intégrable sur [0, 7].

e Conclusion : Par le théoreme de dérivations successives pour les intégrales a parametre, f est de
classe C2 sur R et on a : :

VeeR, fl(z)=-— /Oﬂ sin(t) sin(xsin(t))dt et f"(z) = — /07r sin?(t) cos(x sin(t))dt.

. . ]Rz — R
Soit h : { (x,t) — h(x,t) = cos(t) sin(zsin(t))

Pour tout x € R, I'application partielle ¢t — h(x,t) = cos(t) sin(x sin(t)) est dérivable sur R (produit
de fonctions dérivables), donc 'application s est bien définie sur R2.

Et par la formule de dérivation d’un produit, on a :

V(x,t) € R?, %(:lc7 t) = —sin(t) sin(z sin(t)) + x cos?(t) cos(z sin(t)).




Q4. Pour tout z € R, on a les égalités suivantes :

xf"(z)+ f'(z) + xf(x) = /O7r < — xsin®(t) cos(x sin(t)) — sin(t) sin(z sin(t)) + = cos(z Siﬂ(i)))dt
= /07r <.CE(1 — sin®(t)) cos(w sin(t)) — sin(t) sin(z sin(t)))dt

= /07T <x(0052(t)) cos(xsin(t)) — sin(t) sin(x sin(t)))dt

™ Oh t=m t=m
= i %(m,t)dt = [h(:c,t)Lzo = [COS(t) sin(x sin(t))L:O =0
+o00o
Q5. On note y : x €] — R, R[—> Z a,z" (avec R > 0 par hypothese).
n=0

En tant que série entiere, y est de classe C* sur | — R, R] et on peut dériver terme & terme sur | — R, R|,
le rayon de convergence est conservé.

Ve €]l - R, R[, y(z) = Zanx"

On suppose que y est solution de (E) (sur | — R, R[) on a donc ’égalité suivante (le raisonnement par
équivalence n’est pas nécessaire ici) :

Vo €] - R, R[:

—+00 400 —+00
zy'(z) + ¢ (x) + zy(z) = Z n(n — Daa" ' + Z na,z" ' + Z apa"
n=1 n=1 n=0

+oo +oo +oo +o0
2 -1 1 2
= E na, """ + E a "t = E (p+1)%ap12” + E ay_12?
@:1 P n=0 P p=0 p=1
Vv v
p=n—1 p=n+1

+00

p=1

Par unicité du développement en série entiere sur un voisinage de 0, tous les coefficients de cette série
entiére sont nuls c’est-a-dire : a; =0 et Vp € N*, (p+ 1)%ap+1 +ap—1 = 0.

Ap—2
n?

En posant n =p+ 1> 2,| a; = 0 et pour tout entier n > 2, a,, = —




Q6.

Q7.

oo 2n
On sait que pour tout § € R : cos(f) = Z(_l)n(g )
n)!

n=0

(série entiere de référence).

En particulier, avec § = xsin(t), pour tout (z,t) € R? on a :

cos(xsin(t)) = Z(—l) @) "

Dans ce qui suit, z est un réel fixé.
fa2n
,sin”"(t)

(2n)!

On définit alors p,(t) = (—1) x*" pour tout t € [0, 7).

Par construction des fonctions pu,, la série de fonctions Z iy, converge simplement sur [0, 7] et a pour
somme S : t € [0, 7] — cos(xsin(t)).

On montre que g 4, converge normalement sur ce segment.

_|sin®(2)

\v/ 0 ‘ 2n < ",L"Zn

(2n)!”

| |2n 2n

x
Et donc ||ty ||oc,jo,,] = sup |un(t)] < = )
Itnlleiom = 50 Wn 1= 0t = o

xQn . |
Or Z o) converge (et a pour somme ch(zx)), donc par comparaison, Z || i || 00, 0,7) COnVerge aussi.

Ainsi g i, converge normalement et donc uniformément sur le segment [0, 7]. Comme les fonctions

{y, sont continues sur [0, 7], le théoreme de convergence uniforme permet d’écrire :

/07r i,un(t)dt = S/OW o (t)dt

ou encore : f(z) = /7r f(—l)”wxgn = in(—l)” v /7r sin?"(t)dt
' (| — (2n)! . (2n)! Jo .
On a donc démontré, que :
+oo
n Wn n
Ve eR, f(z)=) (-1) (2n)'x2 .
n=0 )

En particulier f est bien développable en série entiere (R = +00).

Tout d’abord, f est bien une solution de (E) sur R (Q4), elle est bien développable en série entiere

(Q6) et elle vérifie f(0) = / cos(0)dt = .
0

On remarque aussi que tous les coefficients d’indice impairs du développement en série entiere de f sont

A3 (n—
nuls, que ap = f(0) = 7 et que (d’aprés (Q5)) ceux d’indices pairs vérifient : sin > 1, ag, = — (22( );)
n
Maintenant, si f est une solution de (E) sur | — R, R], développable en série entiere et si elle vérifie
f(0) =, alors, d’apres (Q5), @, = 0 et pour tout entier n > 2, a,, = —?;n)i
n



Par une récurrence immédiate, on montrerait que pour tout n € N, as,11 = 0 = agp41.

De plus ag = f(O) =metsin>1, ay = _a(22(n_);)
n

pour tout n € N, as, = agy,.
Et finalement, f = f (et R = +00).

On a donc démontré que :

f est la seule solution de (E) développable en série entiere et vérifiant f(0) = 7.

(2n)!

1 2 1 (= (=)”
Or azn = (2n)2a2<"—”_< 1 (2n)2(2n — 222" T T Q2™ T (™

— 2 ~— (_1)an 2
Q8. On sait que pour tout = € R, f(z) = Zagnx "= Z ~— T
n=0

n=0

=" (=)W

Par unicité du développement en série entiere, pour tout n € N, on a as, = ™=
22n(nl)? (2n)!
donc

|
VneN, W, = o) 1 (2")

22n(nl)? ~ 2\ p

PROBLEME 1
Marche aléatoire sur Z

Partie I - Un développement en série entiere

Q9. C’est une série entiere de référence. Puisque a ¢ N, son rayon de convergence est .

~+o0 n
Vo €] —1,1], (1+93)0‘:1+Za(a—1)---(a—n+1)%.
n=1 ’

. Par une récurrence immédiate, on montrerait que

. Bt

1
Q10. Siz €] —1,1] alors —z €] — 1, 1] et d’apres la question (Q9) avec o = —gona les égalités suivantes.

11_1: = (1-2)? = 1++°° (_;) (_;>‘..(_1+22n—2> (_nx!)n

n=1

(=1)" (—z)"
= 1+22—nl><3><---><(2n—1) -
n=1
+oo
1 (2n)! "
- 1 — -
+;2"2><4>< - X (2n) n!
+o0 ~+o00
1 (2n)x 1 [/2n
= 1 — =l — "
B i" 1 (Zn) .
= 5
n:02 n



Partie II - Probabilité de retour a 1’origine

Q11.

Q12.

Q13.

Xi+1

Tout d’abord X;(§2) = {—1,1} donc ( ) (Q)={0,1} et :

X, +1 X, +1
P< t; :1):P(Xt:1):p ot P( 1 :0>:P(Xt=—1):1—p-

2
X;+1
Donc t; ~ B(p).
Les variables aléatoires X7, ..., X,, sont indépendantes donc par le lemme des coalitions, les variables
’ . Xl + 1 Xn + 1 .. ) . ~ .
aléatoires 5 T g sont aussi indépendantes. Comme elles suivent toutes une meéme loi de

"X+ 1
Bernoulli de parametre p, leur somme Y,, = Z t ¥

suit une loi binomiale de parametres n et p.

Y,(2)=[0,n] et Vke|[0,n], PY,=k) = (k)pk(l —p)" k.

Xt+1
2

Avec les notations de 1’énoncé, on a Y,, = E
t=1

(S +n).

n
Et donc I'événement (S,, = 0) est aussi I'évenement (Yn = §> .

Comme Y, () = [0,n], si n est impair, P(S,, = 0) = 0.

Si n est pair, alors P(S, =0) =P (Yn — g) — (n72>pn/2(1 . p)n—n/2.

n _ n/2 . )
On a bien | u, = P(S, =0) = (n/2> (p(1—p)) S1 n est pair

0 sinon

on oz, = ()01 - )"

On voudrait utiliser le résultat de (Q10) avec ;T = (p(1 — p))", c’est-a-dire avec x = 4p(1 — p).
1
Or Tl'application = € [0,1] — x(1 — ) prend ses valeurs dans [0,1/4] et atteint son maximum 1

1
uniquement en xr = 3 On distingue deux cas.

1 1 /2
o sip# 3 alors © = 4p(1 — p) €]0,1] et donc la série ZuZn = Zﬁ(:) z" converge. Par

conséquent, son terme général tend vers 0.

1
®sip= 5 i par la formule de Stirling, on a :

| sn
vy — (2n)! (61 1 0

— = — 0.
227 (n1)2 notoo 92 (1 )2" 2n7r T /m noteo



e Remarque : dans les deux cas, on a

v o Gd-p)t
n n—-+oo A/ NTT n—-+oo ’

Dans tous les cas, on a bien démontré, | lim wus, = 0.
n—-+o0o

Ce qui signifie que la probabilité de retour a l'origine au bout de 2n déplacements tend vers 0 quand
n tend vers +oo.

Partie III - Nombre de passages par 1’origine

Q14.
Q15.

Q16.

Q17.

T, représente le nombre de passage a 'origine au cours de 2n déplacements.

Ogj(Q) = {07 1} avec P(Ogj = ]_) = P(ng == O) = Ugy donc Ogj ~ B(Ugj).

De plus , par linéarité de ’espérance, on a :

E(Tn) = E<202]> == ZE(OQJ> == ZUgj

onammﬂmn]mﬂgzjé<%)@u—my.

1
On suppose que p # 3
On a alors 4p(1 — p) €]0, 1] et en appliquant le résultat de (Q10) a = = 4p(1 — p), on obtient :

1 > o (M- =3 ()it -y
= Som pP\L—DP)) = pil—=p
L—dp(l—p) Z2"\n o\ 7
ce qui signifie par définition de série convergente que :

1

V1—4p(1—p)

Sip# % alors lim E(7,) = lim <2j> (p(1 _P))j =
j=0

n—-+oo n—-+oo j

1
On suppose que p = 7 On montre le résultat attendu par récurrence sur n € N.

e Pour n =0: Ty = Oy = 1 car a l'instant ¢ = 0, la particule est a 'origine. Donc E(7p) = E(1) = 1.
2n+1

De plus, pour n = 0, 5o

2
( n) =1, le résultat est donc vérifié pour n = 0.
n

e Soit n € N. On suppose le résultat démontré pour ce n. On a T, 1 = T}, + Oy, 19.

Par linéarité de I'espérance et par hypothese de récurrence :

o +1(2n 1 (2n+2
E(Tn+1) = ]E(Tn) +E(02n+2) = ( ) + 22n+2 < )

22n n n+1
1 [/2n+2 (n+1)2
= — o + 1)22 1
2%“<n+1)((n+) @n+m@n+m+
1 2n + 2 2n+3/2n+2
= — 2 D+1) = ——
2%“(n+1)(M+ )+ 1) 2%”(n+1)

6



2 1/2
e Finalement, par le principe de récurrence, on a démontré : | Vn € N, [E(T,) = i ( n)

Méthode 1 : On utilise comme cela est suggéré le résultat précédent.

1 /2 1
On a vu en (Q13) que dans ce cas, ug, = —( n) ~

22n \ n | notoo /T
2
On a donc E(7,,) et o —% n_>—+>oo +oo et alors | E(T,) njoo +00.

Méthode 2 : sans ’expression de ’espérance
1

On a vu en (Q13) que dans ce cas, ug, ~ ——.
n—-+o0o nim

1
Or la série de Riemann Z T diverge, donc par comparaison (les termes sont positifs), la série
n

E ug, diverge. Or, ses sommes partielles sont croissantes (termes positifs), comme elles divergent,
elles divergent vers 400, ce qui s’écrit :

1 (2 .
Sip= 5 alors lim E(T,) = lim ( j)<p(1 —p)) = +o.

n—+oo n—+oo 4

PROBLEME 2

Puissances de matrices et limites de suites de matrices

Partie I - Diagonalisation et puissances d’une matrice particuliere

Q18.

Q19.

Q20.

Lorsque a et b sont réels, la matrice M(a,b) est symétrique réelle, donc, par le théoreme spectral, elle
est diagonalisable.

Le calcul matriciel donne M (a,b)V = (b+ (n — 1)a)V. Et comme V n’est pas le vecteur nul, par
définition :

V' est un vecteur propre de M(a,b) associé a la valeur propre b + (n — 1)a.

M (1,0) est unitaire et de degré n donc il est completement défini si I’on connait ses racines (complexes)
et leurs multiplicités respectives.

e On remarque que la matrice M (1,0) + I,, est de rang 1 < n (tous les coefficients sont égaux a 1 et
donc Im(M (1,0) + I,,) = Vect{V'}).

Par la formule du rang, dim(Ker(M(1,0)+1,,)) =n—1 > 0, ainsi, —1 est valeur propre de M (1,0) et
sa multiplicité m_; est au moins égale a n — 1.

e Par la question précédente, b+ (n — 1)a = n — 1 est aussi valeur propre de My et elle est distincte
de —1 car n > 0. Comme la somme des multiplicité de valeurs propres de M (1,0) est égale a n, celle
de n — 1 ne peut excéder 1, elle est donc égale a 1 et il n’y a pas d’autre valeur propre.

PoX)=(X—(n—-1)™ (X +1)" ' =(X—(n—1))(X+1)"1




Q21.

Q22.

On suppose que a # 0. Par définition du polynoéme caractéristique, et par propriétés du déterminant,
on a les égalités suivantes.

P.y(X) = det(XI, — M(a,b)) = det(XI, —bl, —aM(1,0)) = det (a (X —_ bjn — M(1,0))>

a
= a"det (X — b[n — M(1, 0))

a

X -0
Et donc Pa,b(X) = (lnPLO (—) .
a

Le résultat de la question précédente donne alors :

Puy(X) = o (X L 1)) (X —b, 1)n_1 — (X = (b+a(n—1)) (X — (b—a))"".

a a
De plus,b—a=(b+ (n—1)a) <= na=0 <= a =0 (car n > 0), on distingue donc deux cas :
e Sia#0: Sp(M(a,b)) ={b—a,(b+ (n—1)a)} avec myiqm-1) =1 et mp_q =n — 1.

e Sia=0:Sp(M(0,b)) ={b} avec my = n.

On définit Qup(X) = (X — (b—a))(X — (b+ (n — 1)a)).

La matrice M (a,b) — (b — a)I,, est la matrice dont tous les coefficients sont égaux a b donc son image
est contenue dans Vect{V'}. De plus, d’apres la question (Q19), on a :

Vect{V} C Epsn-1)a)(M(a,b)) = Ker(M(a,b) — (b+ (n—1)a)l,).

On a donc
Im(M(a,b) — (b—a)l,) C Ker(M(a,b) — (b+ (n —1)a)l,)

Et par conséquent (M (a,b) — (b —a)l,,)(M(a,b) — (b+ (n —1)a)l,) = Qup(M(a,b)) = 0.

Qap est un polynome annulateur de M (a, b).

Remarque :
on peut aussi calculer directement. En notant J la matrice dont tous les coefficients valent 1, on a :

Qap(M(a,b)) = (M(a,b) — (b—a)l,) x (M(a,b) = (b+ (n—1)a)l,)
= (a(M(1,0) 4+ I,)) x (a(M(1,0) — (n — 1)1,))
=a*J x (M(1,0) — (n — 1)I,)
=a* (JM(1,0) = (n—1)J) =0

Deplus, b—a = (b+(n—1)a) <= na=0 <= a =0 (car n > 0), comme précédemment, on
distingue donc deux cas :

e Sia#0: Qqp est un polynome annulateur de M (a, b) et il est scindé a racines simples donc M (a, b)
est diagonalisable.

e Sia=0: alors M(a,b) = bl, est diagonale, a fortiori diagonalisable.

On a donc démontré : | Pour tout (a,b) € C?, la matrice M(a,b) est diagonalisable.

8



Q23. On suppose que a # 0. Le polynome (), n’est pas le polynéme nul, on peut donc effectuer la division
euclidienne de X* par Q,,. Pour tout k¥ € N, on a :

AP, € C[X], AR, € C[X],  X*=Pu(X)Qus(X)+ Riu(X) et deg(Ry) < deg(Qy) = 2.

Ainsi, il existe des complexes oy, et [ tels que : Ri(X) = ap X + Sy

On évalue cette égalité polynomiale aux racines (distinctes) de Q. On obtient :

(b—a)k = ayp(b—a)+ B,
(b+(n—1)a)* = ar(b+ (n —1)a) + B.

Puisque a # 0, ce systéeme a une unique solution (g, fx). Apres calculs, on trouve :

ap = % (b+ (n—1)a)f — (b—a)*) et B = % (b—a)*(b+ (n—1)a) — (b+ (n—1)a)* (b — a)).

Pour k € N, le reste de la division euclidienne de X* par Q,;(X) est :

Rp(X) = S (((b—l— (n —1)a)* — (b — a)k) X + ((b —a)*(b+ (n—1a) — (b+ (n — 1)a)*(b— a))) .

na

Puisque X* = P,(X)Qap(X) + Ri(X) on a :

M (a,b)* = P.(M(a,b))Qas(M(a,b)) + Ri(M(a,b)) = Ri(M(a,b)) car Qup(M(a,b)) =0
Et donc :
M(a, b)* = n—la( (b4 (n = D))" = (b= a)*) M(a,b) + (b= )b+ (n = 1)a) = (b + (n = 1)a)*(b — a)) I,

Q24. Si|b—a| <letsi|(b+(n—1)a| <1alors lim (b—a)* = lim (b+ (n—1)a)* =0 et donc :

(b + (n— Da) — (b)) M(@,b)]| = |(b+ (n—Da)* — (b—a)*] [|M(a,b)]

< (lb+ (n—TDyal* + b—al) IM(@, B — 0

k—4o0
Donc par encadrement, khrf ((b+ (n—1)a)* — (b—a)*) M(a,b) = 0.

De méme, on montrerait que lim ((b—a)*(b+ (n—1)a) — (b+ (n — 1)a)"(b—a)) I, = 0.

k——+o00

Et par opérations sur les limites : | Si |[b—a| < 1etsi|(b+ (n—1)a|] <1 alors klim M (a,b)* = 0.
—+00

Partie II - Limite des puissances d’une matrice

Q25. T est la matrice de u dans la base B, sa premiere colonne donne I'image de e; : u(e;) = Ajey.

Par une récurrence immédiate, on montrerait que pour tout k € N, u¥(e;) = M\e,. Et puisque |\| < 1,
on a:

[t (en)ll = IAYer]l = [\ [*lleall, 0
oo

9



Et de maniére immédiate lim u*(e;) = 0.
k—+o00

Q26. La ¢ + 1-eme colonne de T" donne I'image de e;; par u. Plus précisément :

u(eip1) = ?1,i+1€1 + -t Ti,z’+1€3 FAit1€i41-
VT
=T

On a bien trouvé = € Vect{ey,...,e;} tel que| u(e;11) = A\jp1€i401 + .

On pourrait démontrer le résultat demandé par récurrence. On choisit ici de faire apparaitre une série
télescopique.

esi Ny #0: onau(e1) = Ni1€41 + o et comme u™ est linéaire :

Vm e N, v (ei11) — Mipru™(e41) = u™(x).

m+1 m m
e u™(e; u™(x
On divise par \77" # 0 : m(+;+1> - (mZH) = m(+1) On ajoute ces égalités pourm =0, ..., k—1.
‘ Ait1 ATt At
La somme est télescopique, il reste :
k 0 k—1
u(eir1)  u’(ein) 1
- = E A u™ ().
i+1
)\11,'{:4»1 )\94-1 m=0 ‘

En multipliant par )\fﬂ, on obtient le résultat demandé.

e si A1 = 0: alors d'une part, u(e;;1) = Miy1€i41 + 2 = z donc u¥(e; ) = uF~1(z).

Et d’autre part, dans la somme suivante, tous les termes sont nuls sauf un, celui pour m =k —1:

k—1
SN @) =t @) = u(esa).
m=0
Dans les deux cas, on a bien démontré que | Vk € N*, u*(e;1) Z /\fﬂm L™ (z).

Q27. On a = € Vect{ey,...,e;} donc il existe des complexes 1, ..., x; tels que z = Z Ti€;.
j=1

Par linéarité de u, u®(x) = E z;u”(e;). On on a supposé que pour tout j € [1,4], lim u"(e;) = O.
— k—+o00
]7

Par opérations sur les limites, on a donc aussi :

lim u*(x) = O.

k—+o00

Une premiere conséquence est que la suite (u*(x))ren est bornée : AM > 0, Vk € N, |uf(x)|| < M.

On montre le résultat demandé en revenant a la définion de limite.

Soit € > 0 fixé : on a les majorations suivantes (inégalité triangulaire).

E kmlm
)\H—l

k—1

< Z At [ HJu™ ().

m=0

10



Or, lim u™(z) =0 donc, il existe un rang N € N tel que :

m——+00
Vk > N, |[u™(@)| <e.

Pour & > N, on coupe la somme en 2. On sait que |[A\;41| < 1 donc la série Z |Air1|™ converge et a

1 neN
our somme ————.
P T~ ]
k—1
)\i k—m—1 um T — )\z k—m—1 U + )\z k—m—1 U
T;)! 1] [[u™ ()| Z\ | H H ZI | [[u™ ()|l
<e
N-1 k—1
< MZ A1 [F 4 e Z App [
m=0 m=N
< M Z |Aig1]" +€Z’)‘z+1|
n=k—N
M 1
< — = Ve
B 1—|>\z‘+1|| ] 1 — [ i1

Or khrf [Mic1|"Y = 0 donc il existe N’ > N tel que pour tout k > N’, on ait [\ |F VN <e.
—+00

En reportant dans la majoration précédente, on a trouvé N’ tel que pour tout entier & > N’, on ait :

k—1 k—
M+1
Ay () | ™ () || € e——r— = Ce.
WZ_O " mZ l e @ < ey Th—

. N . € . . p
Quitte a reprendre le raisonnement avec ¢ = —, on a bien démontré que :

C

k-1
: k—m—1 _
kl—l>r—&{1<>o Z)\H-lm u™(x)|| = 0.
m=0
On a alors, en utilisant (Q26) et [A\;41| < 1:
k-1
”u €i+1)] Z)‘fJAm fu™( < ‘)‘H-l’ €]l + Z())\ichm ' u™(z) k_>—+>000
m

et par le théoreme d’encadrement | lim uk(eiﬂ) =0.
k——+o0

Q28. Pour i € {1,...,n} on note P; la propriété : lim u"(e;) = 0.

k—4o0

En question (Q25), on a montré que P; est vraie. Dans les deux questions suivantes, on a montré
que, pour tout ¢ € {1,...,n— 1} si Py,...,P; sont vraies, alors P; ;1 est vraie.

Par le principe de récurrence forte, P; est vraie pour tout i € {1,...,n}.
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Q29.

On note come dans ’énoncé, TZ(I;) les coefficients de T%. Puisque T* est la matrice de u* dans la base
B, on a :

Vie{l,...,n}, u"(e;) = ZT(?G
1=1

Et comme lim u*(e;) = 0, ses suites coordonnées dans la base B tendent aussi vers 0.
k—-+o0

Et finalement :
V@i, j) €{1,...,n}?, lim T =o.

k—4o00 b

Et par conséquent, | lim 7% = 0.
k—+o00

On suppose juste que A € M,,(C) et que : VA € Sp(A), || < 1.

On note Ay,...,\, les valeurs propres de A répétées avec multiplicité. Puisque K = C, le polynome
caractérisque de A est scindé et donc A est trigonalisable. Plus précisement, il existe une matrice
tringulaire supérieure T dont les coefficients diagonaux sont A{,..., \,, et une matrice inversible P

telles que :
A= PTP

e D’aprés les questions précédentes, on a lim 7% = 0.
k—+o00

e De plus, A* = (PTP~ Y = PTP*.PTP~'... PTP~! = PTFP~L

e Enfin, Papplication ¢ : M —— PMP™! est linéaire sur M,,(C), comme M,,(C) est de dimension

finie, elle est continue, en particulier continue en 0. Puisque lim 7% = 0, on a donc :
k—+o00

lim o(T*) = ¢(0) = 0.

k——+o0

Ce qui s’écrit | lim A* = 0.
k—4o00

Partie III - Application a la méthode de Gauss-Seidel

Q30.

Q31.

Remarquons tout d’abord que puisque A est une matrice a diagonale strictement dominante et
puisqu’un module est un réel positif ou nul, on a, grace a I'inégalité stricte : Vi € [1,n]], |a;| > 0.
M est une matrice triangulaire inférieure donc

| det(M)] = [ ] Iml =[] laul > 0
=1 =1

Ainsi  det(M) #0 et | M est inversible. |

Avec les notations de ’énoncé :

BX+M'Y=M'FX+M'AX =M F+AX=M"'MX=X
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Q32. Par définition de Net V, V £0 et BV =\V.

Q33.

Q34.

Donc

L’énoncé ne le dit pas mais il est clair que

Viel|

En isolant le terme a;;, on obtient donc

{lvj;] / j € [[1,n]]} est un ensemble fini de réels donc admet un maximum |v;|.

M=1FV = AV et en multipliant par M & gauche,

U1

V:

Un
En utilisant les définitions de M et F' et la convention de I'énoncé, ’égalité vectorielle précédente se
traduit alors par

Z a;jv; = A

Jj=i+1

|FV = MV

(3o

n

i—1

AQjiU; = — < Z ;505 + A Zaiﬂ}j

j=i+1

j=1

)

vecteur non nul, il existe j € [1,n]] tel que v; # 0 et donc

|Ui0’ > O

Par définition de 7,

Si

A=0,

n

|/\ai0i0 Uig ‘ <

’)‘aioio ‘ ‘vio ‘

Jj=to+1

donc
n

|/\ai0i0| < Z |a203| |

Jj=io+1

|Ui0|

§ Ao Vj

Jj=to+1

Tl

+ A

0]
+|A| ZI i o] =

|viy| = |v;| > 0. Ainsi
Utilisons I’égalité de Q32. pour i = 7y et appliquons 'inégalité triangulaire :

i0—1

j=1

i0—1

i0—1

E Qg Vj

Z | @i [vj] + |l Z | @i |05

Vi |

i0—1

| Adtigio| < Z |@ioj| + |Al Z | @i

Jj=ip+1

on a bien |\ < 1.

Sinon, A étant une matrice a diagonale strictement dominante, on a :

AL aigiol > (Al laigs| =

J#io0

Q33. permet de déduire :

Et

n

n

i0—1

n

7 il > ALY ail

Jj=to+1

j=to+1

n

AL il + 1A g
=1

j=to+1

Comme V est un
Vig 7£ 0.

Vije|1,n], ] <1 et on manipule des termes positifs donc

Z laj,;| >0 car sinon, on aurait 0 >0 donc en simplifiant, on obtient

Jj=to+1

Al <1
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Les valeurs propores de B sont donc toutes de module strictement inférieur a 1.
Par conséquent la partie II permet de conclure que

lim B* = 0.

k——+o0

Q35. Montrons le résultat par récurrence. On note pour k € N, 4, : X; — X = B*¥(X, — X).

e Initialisation : 774 est clairement vraie.

e Hérédité : Supposons 77, vraie a un rang fixé k et montrons que .5#;,, est vraie.
Par définition de la suite et par Q31., on a :

Xpp1 — X = (BXp + M7Y) = (BX + M7'Y) = B(X), — X)

Donc par HRy,, Xpy1 — X = B*1(Xy— X) et J%.,, est vraie.

e Conclusion : On a montré par récurrence que

VEeN, Xp—X=B"X,-X)

De plus, M,,(C) est de dimension finie et 'application ¢ : M € M,,(C) — M (X, — X) est linéaire
donc elle est continue (en 0). Comme klim B* =0, on en déduit que klim Y(B*) = ¢(0) = 0.
—+00 —+oo
Ainsi :
lim (X* - X)=0.

k—+o0

La suite  (Xg)ren converge donc bien vers X.
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