DM 19 pour le 17 mars 2025

Exercice: Calcul d’une intégrale généralisée

—xt
o0 o0 —t
On pose pour z > 0 F (z) = fo+ 1€+ dt et G (z) = f0+ S;njt( t>dt

Q 1 Montrer que F' est définie et continue sur R, .

Q 2 Montrer que F est de classe C* sur 0, +oo|.

Q 3 Montrer que F est de classe C* sur |0, +oo[ et F” (z) + F (z) = =
T

Q 4 Montrer que si x > 0, alors G (x) est défini et G (x) = — — fo 0o COS ))
Q 5 Montrer que l'intégrale G (0) = f0+°° wdt est convergente.

2 s 6cos (t
Q 6 Déduire de la question 4 que G est de classe C? sur |0, +oo[ et G" (1) = — — 0+ cos (t)

z? (z +1)*

Q 7 Montrer que si x > 0 alors G" (z) + G (x) = —

roe sin (1)

t(z+1)

En déduire que la fonction G est continue en 0.

Q 8 Montrer que si x > 0, lintégrale |, dt existe et

e.o] t [e.0]
I S(l;i)t)dt‘gfox dt + f) —dt.

Q 9 Montrer que F' et G ont pour limite 0 en +00. En déduire que F' = G.

[e'e) t
Q 10 Montrer que f+ smt( )dt = g
Exercice:
z 1 0 0
’g—? T 1
Pour z € R et n > 1, on pose D,, (z) = g_? ag_? 0
ZE:n . 3;3. $2

Q 11 .Montrer que la fonction x — D, (x) est dérivable et exprimer D! () sous forme de déterminant.

Q 12 Calculer D,, (x).



Exercice:

Soit P e R[X],n e Net E =vect (P, 1,X,...,X™).
Le but de cet exercice est de montrer qu'il existe Qg € R,, [X]| vérifiant:

v em, (], [ Tt 0w -Pwld > / e 00 () — P (1) de

Q 13 préliminaire: Montrer que YR € R [X], la fonction t — e R (t) est intégrable sur [0, +ocl.

Probléme analogue plus simple
Dans un premier temps, on s’intéresse au probléme suivant (plus simple):

Le but de cette partie est de montrer qu'il existe Qg € R,, [X] vérifiant:

“+o0o
VQ € R, [X],/ P (Q(t) — P (D) dt 2/ e (Qo (1) — P (1))? dt
0 0
Q 14 Introduire un produit scalaire permettant de se ramener a un probléme de projection orthogonale.

Q 15 Conclure.

Probléme de la distance a un sous-espace vectoriel de dimension finie
dans un espace vectoriel normeé.

Soit A un espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme |||| et B un sous-espace de A.

Q 16 Soit C' un sous-espace supplémentaire de B dans A.
Justifier que la projection sur C' parallélement a B est un application continue de A dans A.
En déduire que A est une partie fermée de E.

Q 17 Soit a € A. On note B (04,2 ||al|) = {z € A, ||z|| < 2]}
1. Justifier que BN B (04,2 ]|a||) est une partie fermée et bornée de A.
2. Montrer qu’il existe b € BN B (04,2 ||a||) vérifiant: Yz € B, ||b—al| < ||z — a|.
(On a donc ||b — a|| = mingep ||z — al|: il existe un point b € B o le minimum de la distance d’un point de B

a a est atteint).
On revient au probléme initial:

Q 18 On pose, pour R € E, |R| = 0+°° e ™ |R(t)| dt. Justifier que l'on a défini une norme de lespace vectoriel
E.

Q 19 Conclure.



Correction du DM 19

I Exercice: Calcul d’une intégrale généralisée

efxt

Posons f (x,t) = T

R 1 On applique le théoréme de continuité des intégrale dépendant d’un paramétre sur A = [0, +o0].

Pour la domination, on peut prendre ¢ (t) =

1412
R 2 On applique la formule de Leibniz avec A’ = [a, 400 avec a > 0, et g (x,t)| = ﬁ (1) = te~o _
’ T 0x 12| =7 1+12
Ot—+o0 (t%))
o —t —xt
On a donc F est de classe C* sur |0, +o00[ et F' () = [ 0 j_ 3 dt.
—t —xt
R 3 Posons g (z,t) = ﬁ.
On applique la formule de Leibniz o F' avec A’ = [a, +00| 20 et |2 @] = |20 < oy = B0
n applique la formule de Leibniz a F' avec A" = |a, +o0| avec a et | == (z,t)| = |—— = =
ppia ’ oz 112 =7 1+¢2

Or—too (32)):

o t2 —xt
On a donc F' est de classe C* sur |0, +oo| donc F de classe C? et F" (z) = f0+ 1 j_ - dt.
0o 1
On a donc F" (z) + F (z) = f0+ e tdt = —.
x
R 4 Soit x > 0. .
oo SIN ( ] oo t t
Sous réserve de convergence, On a, par IPP, f0+ wdt = [— cos { q — f0+ L()2dt et lim cos (¢) =0
T+t x4+t 0 (x+t) t—+oo T + ¢
oo SIN (¥ 1 0 t
donc 0+ sin () = — — 0+ cos )2dt.
r+t T (x + t)
t t
Or la fonction t cos )2 est intégrable sur [0, +o00: cos )2 < 5 intégrable sur [0,+oo[. donc les
(z+1) (z+1) (z+1)
deux intégrales convergent.
- +00 sin (t)
R 5 L’intégrale, Tdt est convergente (vu en cours).
1 +oo COS (1) , 1
R6 OnaG(z)=~-— | ( t)th. La fonction x +— = est de classe C* sur |0,4o00[. Posons h(x,t) =
T T +
t oh —2cos(t)  O°h 6 cos (t
&()2, a — (x,t) = o8 (3) et 5 (,t) = &(i. Si z € [a,+o0] avec a > 0, alors t — h(x,t)
(z+1) Oz (40" Ox (@ +1)
¢ intégrable sur [0, +o0[. On a |2 ( t)‘ @ et |20 t)‘< 0 (t). Les foncti
est intégrable sur 0, +o00|. On a |— (z,1)| = —— = et | = (z,1)| < = . Les fonctions
g ax (a + t)g ¥1 6$2 (a + t)4 P2

o, et @, sont intégrables sur [0, +oo| donc G est de classe C? sur [a,+oo[ donc sur |0, +oo et G" (z) = — —

23
00 t
f0+ 6 cos ( zdt'
(x+1)



R 7 Par IPP successives justifiées par le fait que les crochets ont des limites finies, pour x > 0 fizé, G" (x) =
2 yoo Beos (t)dt* 2 +{2cos(t)]+oo [ 25sin (t)d _ 2sin () gt — l(sin(t) :|+OO [ cos (t)

B @)t B ety O @t @ty 4 1) O @ty
fi (;Oi(gQ di=—G(a)+ .

R 8 Soit x > 0 fixé. La fonctz'on t— t(lxn—(i—t)t) est prolongeable par continuité en O et intégrable sur [1,+ool.
On a +°° s(m ' f 1 _sin ‘ + O+°O ts(m ' fo ' t+ f Sin )) dt. En utilisant
Uinégalité |sin (t)| < |t| dans la premiére intégrale et |sin (t)| < 1 dans la deuziéme, on obtient f+°° ts(lgzlj—t)t)dt‘ <
f01 %—l—tdt + [ o )dt < fo m—dt + [ —dt car (t}l— o < 12 OnaG(z)—G(0)= [ tx(iui:?)

donc |G (z) —G(0)] < =z (fo . dt-|— f+°° —dt) =z(In(1+2z)—In(z)) +1) =40+ 0 (C.C). On en déduit

que G est continue en 0.

R9 Ona0< F(x <f+oo e™dt =1 donc lim F(z)=0 et

r—+00
1 o t 1 o t 1 oo 1 2 .
|G (z)| < |—|+ 0+ cos (1) Fdt| < — f0+ cos ( )2 < -+ 0+ ———dt = — donc lim G(z)=0. —
x (x + t) x (x+ 1) x (x+1t) x z—+00

La fonction définie par H (x) = F (z) — G (x) vérifie ’équation H" + H = 0 sur |0, +oo| donc
3 (A, B) € R? tel que Vx, H (x) = Acos (x) + Bsin (z)
OrH (2nm) = A et hrf H (z) =0 donc lim H (2nm) =0 donc A =0 et de méme lim H <2n7r+ g) =B=0

donc H = 0. e e

R 10 On sait que F' et G sont continues en 0 donc xll)r(% F(z)=F(0) et xli%l+ G (x) = G (0) donc F (0) =G (0)
donc 0+OO wd = 0+Oo 1it2 t = g

Exercice:

R 11 Les fonction x +— f—, sont dérivables donc x — D, (z) est dérivable.

P 1
x2 x
De plus, on a Cy () = | % | de dérivée C} (z) = : = ().
o "
o ol
0 0
0 0
1 0
et pour2 < j<n-—1,C;(z) = x « ligne (j —1) donc Cj(v) = 1 donc
§ T «— ligne j
xn—'j+1 ‘,En.fj
(n—j+1)! n!



On a D), (z) = i det (Cy () |-+ |Cj1 (2) |C) (2) |Cjgr (@) |-+ |Cr () |) (cas particulier le la dérivée d'une ap-
j=1

plication n linéaire)
Pour j € [[1,n — 1], le déterminant & deux colonnes identiques donc est nul.
x 1 0 - 0

8
—

N

et, par développe-

o w8, N8
8

On en déduit que D), (x) = det (Cy (x) |-+ |Crey (2) ||C), (z) |) = ! !

Jow

i
o
V)

3
pE, 8 =
= o O O

ment par rapport & la derniére colonne, D! (z) = D, (x).

R 12 Ona D, (z) =z et pourk € [[1,n]], Dy (0) = 0 car C; (0) = 0,1 donc, par intégrations successives,D (x) =
2

x x3 x"
?, DQ(QZ’) :g,, Dn(l‘): m
Exercice:

Soit Pe R[X],n e Net £ =vect(P,1,X,...,X™).
Le but de cet exercice est de montrer qu'il existe @y € R,, [X] vérifiant:

vQem, (], [ Tt 0w -Pld > / e 00t — P (1) de

R 13 1 existe d € N tel que R (t) = O 100 (td) donc R (t) e = 0o (tde_tQ) et 172" —, 0 donc

2 1 2 )
e = O 4o (t_2) donc t — e " R(t) est intégrable sur [0, +o00].

Probléme analogue plus simple
Dans un premier temps, on s’intéresse au probléme suivant (plus simple):

Le but de cette partie est de montrer qu'il existe Qg € R,, [X] vérifiant:
+o0 ) +o0 )
vQ € R, [X] / Q) — P ) dt > / e (Qo (1) — P (1))? dt
0 0

R 14 On pose pour (P,Q) € R[X]* ,(P|Q) = 0+°° e P (t)Q (t)dt. On montrer que cela définit un produit
scalaire fOJrOO e (Q(t) — P(t))*dt (utiliser le théoreme de Uintégrale nulle pour le caractére défini positif).

R 15 La conditionV@Q € R, [X], 0+°o e (Q(t)—P(t)dt > f0+oo e (Qo (t) — P (1)) dt équivaut o ||Q — P|* >

Qo — P|I*.
On cherche done & montrer Uezistence de Qq € R, [X] vérifiant: ¥Q € R, [X], |Q — P|*> > |Qo — P|*, ce qui
est établi par le cours avec Qo projeté orthogonal de P sur R, [X].

Probléme de la distance a un sous-espace vectoriel de dimension finie
dans un espace vectoriel normé.

Soit A un espace vectoriel de dimension finie muni d’ung norme ||| et B un sous-espace de A.



R 16 Ona A= B®C. La projection p sur C parallélement a B est un application linéaire et A est de dimension
finie donc p est continue.

Soit (x,) une suite de B qui converge vers x.

On a x, € B donc p(x,) = 0 et, par continuité de p, lim p(z,) = p(z) donc p(x) =0 donc x € B donc B est

n—-+o0o
une partie fermée de A.

R 17 Soit a € A. On note B (04,2 ||lal|) = {zx € A, ||z|| < 2]a|}.

1. B(04,2]al|) est une partie fermée (vu en cours) donc BN B (04,2]a||) est Uintersection de deux parties
fermées donc est une partie fermée de A.
B (04,2 |lal|) est bornée par définition donc BN B (04,2 ]al|) est bornée.

BN B(04,2]a]]) = R
x|z —al

I’espace vectoriel de dimension finie A.

Elle est donc bornée et atteint ses bornes. Elle admet donc un minimum:

il existe b€ BN B (04,2 ]al|) vérifiant: Yo € BN B (04,2 |al]), [|b—al < ||z —al.

Supposons x € B\B (04,2 ]a|).

On a alors ||z — al| > [[lz[| = l[all] > 2 |lal| = lal| = [[a]| = |0 — al| = ¥ (0) = ¢ (b) car 0 € BNB (04,2 |lal]).

2. L’application ¢ : { est continue et est définie sur une partie fermée et bornée de

R 18 On vérifie que |R|| = 0+oo e " |R (t)| dt est une norme de lespace vectoriel E ((utiliser ici aussi le théoréme
de l'intégrale nulle).

R 19 D’aprés la quesiton 2 aplliqué a B = R,, [X] qui est bien de dimension finie, il existe Qo € R,, [X] vérifiant:
VQ € R, [X], |Q — P|| > [|Qo — P|| c’est-a-dire

vQem,[x], [ et 0w -Pld > / e 00 (1) — P (1) de



