Exercices du 25 mars

-4 4 —4
Exercice 1 On pose A=| —4 4 4
-8 8 0

1. Calculer le polynéome caractéristique de A.

0 0 0
2. Déterminer une matrice P € GL3 (R) telle que P"*AP=| 0 8 0 =D.
0 -0 -8
3. Déterminer 9 matrices de M3 (C) vérifiant M3 = A.
4. Soit M € M3 (R). On suppose que M3 = A. et on pose M' = P"1MP.
(a) Montrer que M'D = DM'. En déduire que M’ est diagonale.
(b) Que peut-on en déduire?
Solution de l’exercice:
r+4 —4 4 r+8 —4 4 1 -4 4 1 -4 4
1. x4 (2) = 4 x—4 —4|= 0 r—4 —4|=(x+8|0 z+4 -4 |=x+8)|0 z—4 —4
8 -8 T rz+8 =8 T 1 -8 T 0 -4 x-4
donc x4 (z) =z (z —8) (z +8)
2. On trouve Ey (A) = vect (Ur), Es (A) = vect (Us) et E_g (A) = vect (Us) avec
1 0 0
U1 = 1 U2 = 1 et U3 = 1
0 1 1
1 01 0 0 0
doncsiP=|1 1 0 JalorsP'AP=| 0 8 0 =D
0 1 1 0 -0 -8
0 0 0
3. Posons Ag, o, = | 0 2e 0 avec ¢; € Uz = {l,j, jQ}. On a (25i)3 = 8 donc (AEl,sz)?’ =D.
0 0 —2¢
Posons M., ., = P A, o,P~. Ona (M., .,)* = (PA., .,P7)° = P(A.,.,)* P~' = PDP~! = A.
Il y a 3 possibilités pour €1 et 3 donc 9 possibilités pour A, ., donc pour M, .,
4. Réciproquement
Si M3 = A alors MA = M*= AM
MA =AM & P~'MAP = P~'AMP & (P~'MP) (P~'AP) = (P~'AP) (P~'MP) & M'D = DM".
a d g 0 0 0 0 8 —8g 0 0 0
Si M = b e h 0 8 0 = 0 8 —8h alors DM' = 8 8  8h et
c f i 0 -0 -8 0 8f -8 —8c¢ —8f -8
0 84 —8¢
M'D=1| 0 8 -8h
0 8f —8i
donc M'D=DM'&d=g=b=c=0et 8f = —8f et 8 = —8i & M’ diagonale.
3 3
a 0 0 > 0 0 B\ 3
Or| 0 B O = 0 8 o et =8 p=2Ps <> < = € Us, (idem pour ) donc M’ est une
3 2 2
0 0 v 0 0 v
des matrice A, ., de la question précédente.
a b a b
b a b a
Exercice 2 Soit (a,b) € R?, |a| # |b] et n > 2. On pose A =
a b a b
b a b a



1. Montrer que A est diagonalisable.

2. Diagonaliser A.
Solution de ’exercice:

1. A est symétrique réelle donc diagonalisable

2. o (Cy,Cs) libre car ‘ Z =a’> -0 #0et

Cak41 = C1 et Coq9 = Co donc rg (A) = 2. donc dim (ker (A)) = 2n — 2.
Soit f canoniquement associée a A et (ey,...,ea,) la base canonique de R?".
Cokq1 = C1 donc f (eapy1 —e1) =0

CQk;J,.Q = Cg donc f (62k+2 — 62) =0

-1 0 -1 0
0 -1 0 -1
1 0 : :
donc 8 , (1) ey 0 , 0 est une famille de 2n — 2 vecteurs échelonnés de ker (A)
0 0
: : 1 0
0 0 0 1
donc libre donc base de ker (4) = Ey (4).
1 1
e Al | =n(a+b)| | et Ay =n(a+0b)#0car|a| # |b|
1 1

e Avec la trace, la derniére valeur propre est Ao = n (a — b) # 0.
En examinant la ligne 1 et 2k + 1 du systéme AX = A2 X, on obtient x1 = Tax41
En examinant la ligne 2 et 2k + 2 du systéme AX = A2 X, on obtient xo = Top4o.

En injectant dans la premiére ligne, on obtient o = —x; donc est vecteur propre associé a As.

Comme dim (Ey (A)) = 2n — 2, on a dim (E), (4)) = dim (E), (4)) = 1.
On en déduit une base de vecteurs propres et une matrice P qui diagonalise A.

Exercice 3 Soit A € M,, (R) et B la matrice définie par blocs par B = ( OA é” >

1. Exprimer le polynome caractéristique de B a laide de celui de A.
On suppose que B est diagonalisable. Montrer que x 4 est scindé et sp(A) C [0, +o0].

Montrer que si 0 € sp(A) alors B n’est pas diagonalisable.

Soit A € sp(A). On suppose que X > 0 et on pose u = V/A. Montrer que dim (E,, (B)) = dim (E_, (B)) =
dim (E (4))

5. Montrer que B est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable et sp (A) C |0, 4o0].

Solution de l’exercice:Soit A € M,, (R) et B la matrice définie par blocs par B = < OA é" )

1. det (z1, — B) =

(C; — Ci +2Chy; pour 1 <i<mn)

xl, —I, 0 -1,
-A zl, ' ’ —A+22I, I,
0 I,

22I, — A —zI,

det (zly, — B) = (-1)" (C; — —Ci +xChyy pour n+ 1 < i < 2n)

2




I, 0
—zl, x2I,— A
det (212, — B) = det (I,,) det (2*1,, — A) (déterminant triangulaire par blocs) donc xp (z) = x4 (7).

det (z1z, — B) = (=1)" x (=1)" ’ ‘(C’i — Cpis pour 1 <i<mn)

. Soit A = |A| € une racine complexe de x 4. On a xp ( |)\|ei9/2) = x4 (A) = 0 donc p = \/[\[e??/2 est une
racine complexe de xp. Or B est diagonalisable dans M,, (R) donc x est scindé dans R donc p € R donc
A € R,. Toute racine complexe de x 4 est réelle donc x4 est scindé dans R.

k
. Supposons 0 € sp (A). Le polynéme caractéristique de A est de la forme y 4, = X% [] (X — X\;)™*. On en déduit
i=1
k .

xg=X2*T] (X2 - )\i)a' et donc 0 € sp (B) avec une multiplicité 2a.

i=1
Soit (E1, ... E,) la base canonique de M, 1 (R) et (C;, (4),...,C;, (A)) une base de I'espace engendré par les
colonnes de A

. El En 0n71 On,l ) 4
La famille (( Ot ) R < O > , ( i (A) > ey ( Ci. (A) )) est une base de 'espace engendré par

les colonnes de B
donc rg(B) = n + rg(A) donc par le théoréeme du rang, dim (Ey(B)) = 2n —rg(B) = n —rg(A4) =
dim (Ey (4)) < a donc dim (Fy (B)) < 2a donc B n’est pas diagonalisable.

. Posons X = ( ))? avec X; € M, 1 (R).
2

_ X _ Xs N X1 Xy = MXI X, € E)y (A)
On a BX = ( AX, > donc BX = uX & ( AX, )—u( Xy ) @{ AX, = 12X, @{ Xy = pX,
Soit k = dim (E) (A)) et (Uy,...Ux) une base de E) (4).
La famille << M[{]l ) e < ;{}C >) est une base de k vecteur propre de B associés & u donc et dim (E,, (B)) =
1 k
dim (Ej (A)).
On obtient de méme que dim (E_,, (B)) = dim (Ej (A)).

. (=) déja vu.
Supposons A diagonalisable et sp (A) C 0, +o0].
>, dim(Ey(A)) =net A# 0= pu# —p donc dim (E, (B)) +dim (E_, (B)) = 2dim (E) (A)).
Aesp(A)
En sommant sur tout les A dans sp (4), on obtient que Y dim(E,(B))>2 > dim(E(A)) = 2n donc
v€sp(B) A€sp(A)
B est diagonalisable.



