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UNE PROPOSITION DE CORRIGE
I Premiers résultats

Soit B une base de E et u un endomorphisme de E, notons M = Matp(u). Si u est nilpotent d’indice 1, cela
signifie d’apres ’énoncé que M = M = 0, donc que u = 0. En conclusion :
’il y a donc un unique endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotence égal a 1 et c¢’est I’endomorphisme nul.

I.A - Réduction d’une matrice de M5(C) nilpotente d’indice 2

Avec les notations de la question 1, puisque Matg(uk) = MP* pour tout entier naturel k, le fait que w soit
nilpotent d’indice p signifie que M P’est donc que MP? = 0 et, par minimalité de p, MP~1 #£ 0,..., M # 0. Ainsi,
uP =0 et uP~! # 0. Comme uP~! # 0, on en déduit (par définition de ce qu’est I’endomorphisme nul)

I'existence d'un vecteur = de E tel que uP~1(x) # 0.

p—1
Soit une famille de scalaires (Ax)o<k<p—1 € CP telle que Z Mk (z) =0 ().

Si on avait (Mg, ..., A\p—1) # (0,...,0), on pourrait définir Pentier i = min({0 < k <p—1| A # 0}) de sorte que

A== X\_1=0et )\ # 0. En composant la relation () par uP~!~% (on le peut car p—1—1i > 0 par construction),
p—1

on aurait donc, par linéarité de u, Z NP 1R () = 4(0) = 0, d’ont
k=0

p—1
Z AP 1R () = 0.
k=i

Comme uP = 0, il ne reste dans cette somme que \;uP~!(z) = 0. C’est impossible puisque \; # 0 et uP~(z) # 0
d’apres la question 2. On conclut ce raisonnement par I’absurde : (Ao, ..., Ap,—1) = (0,...,0). Ainsi,

(uk(x))ogkgp—1 est libre.

Cette famille libre admet p vecteurs dans ’espace E de dimension n = 2. On sait d’apres le cours que le nombre de
vecteurs de cette famille est inférieur a la dimension de I’espace : p < 2. Or par hypothese, p > 2, d’ou

p=2.

Comme u est nilpotent d’indice 2 d’apres la question précédente, v # 0 et u> = uwowu = 0, on sait d’apres le
cours qu’alors Im(u) C Ker(u) donc dim(Im(u)) = rg(u) < dim(Ker(u)). Or, d’aprés la formule du rang appliquée a
’'endomorphisme u de R?, il vient 2 = dim(Im(u)) + dim(Ker(u)). Puisque rg(u) > 0 car u # 0, on ne peut avoir que
dim(Im(u)) = dim(Ker(u)) = 1. Par inclusion et égalité des dimensions, on peut conclure que

’Im(u) = Ker(u).‘

D’apres les questions 2 et 3, il existe un vecteur x de E tel que (z,u(x)) soit libre dans F de dimension 2, le
cours nous apprend alors que B = (z,u(z)) est une base de E.
En posant y = u(x), on a u(x) = y et u(y) = u(u(z)) = u*(x) = 0, la matrice de u dans la base B vérifie donc

Mats(u) = (? 8) — .
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(=) Soit A € M3(C) nilpotente et u I’endomorphisme de C? canoniquement associé¢ & A. Comme A, u est

nilpotent d’indice p € N*. On traite les deux cas des questions précédentes avec E = C?.

e Si p =1, d’apres la question 1, u = 0 donc A =0 et on a bien tr(A) = det(A) = 0.

e Sip > 2, on a vu en question 5 qu’il existait une base B de C? telle que Matg(u) = J. Comme A et Jy représentent
le méme endomorphisme dans deux bases différentes, elles sont semblables (plus précisément si on note P la matrice
de passage de la base canonique de C? & B, on a A = P.JoP~!) donc elles ont méme trace et méme déterminant.
Comme tr(J2) = det(J2) = 0, on a encore tr(A) = det(A) = 0.

(<=) Soit A € M3(C) telle que tr(A) = det(A) = 0. On sait d’apres le cours que x4 = X2 —tr(4)X +det(A) = X2,
D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, on a donc A? = 0 car x4 annule A : A est bien nilpotente d’indice p < 2.
Par conséquent, on conclut par double implication que

’A € M3(C) est nilpotente <= (tr(A) = det(A4) = 0). ‘

I.B - Réduction d’une matrice de M, (C) nilpotente d’indice 2
A nouveau, comme v est nilpotent d’indice 2, on a u?> = wou = 0 donc
Im(u) C Ker(u).
11 vient donc rg(u) < dim(Ker(u)). On ajoute rg(u) de part et d’autre de cette inégalité pour avoir, avec la formule

du rang, l'inégalité
2rg(u) = = dim(F) = rg(u) + dim(Ker(u)).
Comme Im(u) est de dimension r = rg(u), il existe une base (wy, ..., w,) de Im(u). Par définition de I'image,

il existe des vecteurs ey, ..., e, tels que u(e1) = wy, ..., u(e,) = wy.
Vérifions que B = (e1,u(e1), ez, u(es), ..., eq u(e,)) est une base de E. Soit (A1, pi1, A2, 42, - - -, Ay firr) € C? telle que

Arer + pru(er) + Aoeg 4 paulez) 4 -+ + Arer + pruler) = 0 ().

On compose (*) par u donc, comme u? = 0, il vient A\jw; + Aows + - - - + A\w, = 0. Mais on sait que (w1, ...,w,) est
libre donc Ay = A9 = --- = A, = 0. Il ne reste donc plus dans () que pjwi + pows + - - - + ppw, = 0 qui ameéne encore
la conclusion g = pg = -+- = p, = 0 car (wy,...,w,) est libre. On vient de prouver que B est libre.

Or dim(E) = n = 2r = rg(u) +dim(Ker(u)) par la formule du rang donc B admet autant de vecteurs que la dimension
de E. On peut conclure que

’B = (e1,u(er),e2,u(e2),...,er,u(e,)) est une base de E‘

Pour k tel que 1 < k < 7, u(u(ey)) = u?(ex) = 0 donc, par construction de B, la matrice de v dans B vaut

’Matg(u) = diag(Jo, ..., J2) € Mzr(C).‘

On raisonne comme en question 8. Comme rg(u) = 7, il existe une base (wi,...,w,) de Im(u), puis des

vecteurs eq, ..., e, tels que u(e;) = wy, ..., u(e,) = wy. Comme Im(u) C Ker(u), (wi,...,w,) est une famille libre de
vecteurs de Ker(u). D’apres le théoréme de la base incomplete, comme dim(Ker(u)) = dim(F) —rg(u) =n—r >r
par la formule du rang, on peut trouver des vecteurs vy, ..., v,_9, dans Ker(u) pour compléter (ws,...,w,) en une
base B’ = (w1, ..., wy,v1,...,0y—2) de Ker(u). Vérifions que B = (e, u(e1), ez, u(es), ..., eruler),vi, ..., vp—2) €st

une base de E. Soit (A1, 11, A2y 12 -« - s Ay frs M5 - - -5 Mn—2r) € C?7 telle que

e + ,ulu(el) + Agesg + Mgu(eg) 4+ .+ e+ /Lru(er) + v+ ...+ M—2rVn—2r =0 (*)
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On compose (%) par u pour obtenir A\jw;+Aowa+. ..+ \w, = 0. Or (w1, ..., w,) estlibredonc Ay = Ao =... =\, =0.
Il ne reste donc plus dans (*) que pywy + powa+. . .+ ppwyr +Mv1+. . .+ Np—27Vp—2, = 0 qui ameéne encore la conclusion
P1=fHo=...=fpr =01 = ... = Np_2, = 0 car B’ est libre (c’est une base de Ker(u)). Ainsi, B est libre.

Comme B admet autant de vecteurs que la dimension de E. On peut conclure que

’B = (e1,u(er), ez, ule2), ..., er,uler),vy,...,v,—2,) est une base de E. ‘

Pour k tel que 1 < k < 7, on a u(u(ex)) = u®(ex) = 0. Pour k tel que 1 < k < n —2r, on a u(vy) = 0 car
vy, € Ker(u) donc, par construction de B, la matrice de u dans B vaut

’Matg(u) = diag(Ja, . .., J2,0np—2,) € M, (C). ‘

I1.C - Valeurs propres, polynéome caractéristique, polynomes annulateurs d’une matrice nilpotente

Les valeurs propres de A sont les racines de x4 d’apres le cours. Comme tout polynéme complexe admet au
moins une racine d’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss, le spectre de A n’est pas vide.

Soit A € C une valeur propre de A. Il existe donc X € M, 1(C) tel que X # 0 et AX = AX. Soit ¢ € N tel que
AX = NX, alors AT1X = (AA)X = A(A'X) = NAX = A\**1X. On a donc établi par récurrence (initialisation
AX = A\X) que pour tout entier i € N*, on a A' = \'X.

Pour i = p, on obtient APX =0X =0 = MX car A? =0. Or X # 0 donc A’ = 0 ce qui prouve que A\ = 0.

’Si A est nilpotente, alors 0 est I'unique valeur propre de A. ‘

Soit A € M, (C) telle que A est nilpotente et diagonalisable. On vient de voir que Sp(A4) = {0}. Mais on

sait que si A est diagonalisable, H (X — A) est annulateur de A, ce qui donne ici X annulateur de A d’ou A = 0.
AESP(A)
Réciproquement, la matrice nulle est a la fois nilpotente et diagonalisable (toute base est une base de vecteurs propres).

’La seule matrice A € M,,(C) a la fois nilpotente et diagonalisable est la matrice nulle.

(=) Si A € M,,(C) est nilpotente, alors Sp(A) = {0} d’apres la question 12. La seule valeur propre de A
est donc 0 et elle est forcément de multiplicité n dans x4 puisque deg(x4) = n. Ainsi, y4 = X™.

(<=) Si x4 = X", d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, x4(A) = 0 donc A™ = 0 et A est bien nilpotente.

Par double implication, on vient de montrer que pour A € M,,(C),

A est nilpotente <= x4 = X”.‘

Soit A € M,,(C) dont 0 est I'unique valeur propre. Comme a la question précédente, 'ordre de multiplicité
de 0 dans x4 ne peut étre que n donc Y4 = X" ce qui justifie que x4 = X" donc que A est nilpotente d’apres la
question 14. On a donc avec 12 et 15, pour A € M,,(C) :

’A est nilpotente <= Sp(A) = {0}. ‘

Soit A € M, (C) une matrice triangulaire & diagonale nulle. Pour A € C, la matrice AI,, — A est aussi
triangulaire avec des A sur la diagonale donc x4(A) = A" ce qui justifie que x4 = X". D’apres la question 14, la
matrice A est donc nilpotente.

’A € M, (C) triangulaire & diagonale nulle est nilpotente.

3
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Soit A € M,,(C) nilpotente. On sait d’apres le cours que A est trigonalisable car x4 = X" est scindé dans C[X].
La matrice A est donc semblable & une matrice triangulaire inférieure (par exemple) avec les valeurs propres sur la
diagonale. Mais comme 0 est la seule valeur propre de A,

’A € M,,(C) nilpotente est semblable & une matrice triangulaire a diagonale nulle.

Soit A € M,,(C) nilpotente d’indice p et P = XPQ € C[X] avec Q € C[X].
Alors, comme P(A) = APQ(A) et que AP =0, on a bien P(A) = 0. Par conséquent,

’si P € C[X] est multiple de X? et A nilpotente d’indice p, alors P(A) = 0. ‘

Comme P est un polynéme annulateur de A, on sait d’apres le cours que toute valeur propre de A est racine
de P. Or 0 est la seule valeur propre de A nilpotente d’apres la question 12. Ainsi,

Si A est nilpotente et P annulateur de A, alors 0 est racine de P.

q
D’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss, on peut écrire (Q = H(X — k)™ ot A1, ..., A sont les différentes
k=1
racines de @ et my,...,mq leurs multiplicités respectives. Comme Q(0) # 0, aucune de ces racines n’est nulle. Par
q

conséquent, Q(A) = H(A — A ln)™F d’apres les relations sur les polynomes de matrice.

k=1
Or, pour k tel que 1 < k < ¢, le complexe A\, n’est pas valeur propre de A puisque Sp(A) = {0} d’apres la question
12, ainsi la matrice A — A1, est inversible. En tant que produit de puissances de matrices inversibles (autrement dit
GL,(C) est stable par produit, ¢’est méme un groupe pour la loi x),

’Q(A) est inversible. ‘

Comme P(A) = A™Q(A) = 0, en multipliant & droite par Q(A)~!, on obtient A™ = 0. Mais par définition de I'indice
de nilpotence de A, A #0,A% #0,..., AP~ £ 0 et AP =0, ce qui justifie que m > p. Ainsi,

P =X"Q = XP(X™PQ) est bien un multiple de X?.

Réciproquement, méme si ce n’est pas demandé, si P = XPQ avec @ € C[X], on a P(A) = APQ(A) =0xQ(A) =0
donc P annule A. Par double implication, on a montré 1’équivalence suivante,

si A est nilpotente d’indice p et P € C[X], P(A) = 0 <= X? divise P.‘

Autrement dit, méme si la notion est hors programme, le polynéme minimal de A nilpotente d’indice p est XP.
I.D - Racines carrées de matrices nilpotentes

m Comme les deux derniéres colonnes de A sont respectivement 3 fois et —7 fois la premiére qui est non nulle,
on a rg(A) = 1. Il vient donc

’rg(A):1ettr(A):1—|—6—7:O.‘

D’apres le cours, on sait que l'ordre de multiplicité de 0 dans x4 est supérieur ou égal a dim(Ep(A4)) = dim(Ker(A))
or dim(Ker(A)) = 3 —rg(A) = 3 — 1 = 2 par la formule du rang. Ainsi, (X — 0)? = X? divise y. Par conséquent,
comme Y 4 est de degré 3 et unitaire, on a x4 = X° + aX?2. De plus, le cours nous apprend que a = —tr(A4) = 0 car

xa = X3 —tr(A) X2 + ... — det(A). Finalement,

4
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Par le théoreme de Cayley-Hamilton, A% = 0 donc A est nilpotente. Un calcul élémentaire montre que A? = 0. On

1 1
pouvait aussi dire que A = XY T avec X = [2 | et Y = | 3 | donc A2 = XYTXYT = (Y|X)XYT = (X|Y)A car
1 -7

(Y|X)=YTX. Comme (X|Y)=1x14+2x3+1x (~7) =0, on & nouveau A? = 0, d’ou

’A est nilpotente d’indice 2. ‘

0 0 0
On cherche & montrer que A est semblable a diag(J2,J1) = |1 0 0] =T ce qui revient, par la formule
0 0 0

de changement de base, & trouver une base B = (v1, v, v3) de C? telle que Matg(u) = T.

11 s’agit donc de trouver vy, vy, v3 linéairement indépendants tels que u(v1) = v, u(vy) = u(vy) = 0.

Procédons par ordre :

e on cherche vy tel que v2 = u(vy) # 0 or, comme rg(u) = 1 et Im(u) = vect(X), il suffit de prendre v, = X = (1,2, 1).
e on cherche vy tel que u(v) = vy ce qui nous conduit a prendre v; = e; = (1,0,0) d’apres la matrice A.

e on cherche v3 tel que u(vs) donc vs € Ker(u) qui est le plan d’équation x + 3y — 7z = 0 d’apres la matrice A, il
suffit de prendre n’importe quel vecteur de ce plan qui n’est pas colinéaire & vy, par exemple vz = (3, —1,0).

1 1 3
Réciproquement, B = (v1, v2,v3) est bien une base de C3 car en posant P = |0 2 —1 | qui est la matrice de la
01 0

famille B dans la base canonique de C3, on a det(P) = 1 # 0 donc P est inversible.

Par construction, u(vy) = va, u(ve) = u(vs) = 0 donc Matp(u) = T. Comme A est la matrice de u dans la base
canonique, A et T représentent le méme endomorphisme dans deux bases différentes donc elles sont semblables. Plus
précisément, la matrice P définie ci-dessus étant la matrice de passage de la base canonique a B, on a

000 1 3 -7
A=PTPltavecT=|1 0 0] =diag(Js,J1);deplus P =0 0 1
000 0 -1 2
car on a clairement e; = vy, eg = 3v] — v3 et e3 = vo — 2e5 — €1 = vy + 2v3 — 6V — v = —TV + V2 + 2v3.

Si R? = A, comme A% = 0, il vient R* = (R?)? = A? = 0 donc R est nilpotente. Puisque R?> = A, on a
p? = . Ainsi, pou = p? = uo p donc p et u commutent. On sait d’apres le cours qu’alors

’Im(u)etKer(u) sont stables par p et p est nilpotent car R lest.

Soit toujours R € M3(C) telle que R?> = A, posons R’ = P! RP comme proposé par ’énoncé avec la matrice
P de la question 21. Par la formule de changement de base, R’ est la matrice de p dans la base B.

- Comme Im(u) est stable par p, il existe d € C tel que p(ve) = dvs.

- Comme Ker(u) est stable par p, il existe (e, f) € C? tel que p(v3) = evs + fvs.

- 11 existe aussi (a, b, c) € C3 tel que p(v1) = avy + bvg + cuvs.

a 0 0
Ainsi, " = [ b d e |.Soit A € C, en développant le déterminant y g (\) = det(AI3 — R') par rapport & la premiere
c 0 f

ligne, on obtient directement xp/(A) = (A —a)(A—d)(A— f) donc xpr = (X —a)(X —d)(X — f). Mais comme R’ est
nilpotente, car p 'est, d’apres la question 22, on a yg = X* d’apres la question 14. Par conséquent : a = d = f = 0 d’ol

0 00 0 0 0
R =|b 0 e]|.Oncalcule alors R? = | ce 0 0|.Comme R?> = A équivaut & R?> = P"'R?P = P~'AP =T,
c 00 0 00
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00 O
la condition R? = A se traduit par ce = 1. On obtient donc R’ = [b 0 1/c | avec b € C et c € C*.
c 0 0
Réciproquement, si R’ est de la forme précédente, alors R? = T (par calcul) donc R? = PR?P~! = PTP~! = A.
Ainsi, par double implication, pour R € M3(C), on a l’équivalence :
00 O
RP=A<= R =[b 0 1/c| avecbe Cet cec C*.
c 0 0

Comme R = PR'P~!, on a la nouvelle équivalence grace a la question 21, toujours pour R € M3(C) :

b+3c 3b+9—(1/c) (2/c)—Tb—21c
RP=A<=R=|2b—c 6b—3c—(2/c) (4/c)—14b+Tc | avec b€ C et c € C*.
b 3b—(1/¢) (2/c) —Tb

0 00
Soit R € M3(C) telle que R? = J3, alors |[R*=(R?)?=J2= (0 0 0] = E3; | (matrice élémentaire)
1 00

donc | R® = R*R? = J3E31 = 0.| Comme R est nilpotente, xg = X3 d’apres la question 14, donc R = 0 d’apres le

théoreme de Cayley-Hamilton. On en déduit que R* = R*R = 0 ce qui est incompatible avec R* = E3;.

Il n’existe donc aucune solution de 1’équation R? = .J3 dans M3(C).

On raisonne par I’absurde en considérant une matrice R € M, (C) telle que R?> = V. Comme V? = 0, on a

R? = (R?*)P = VP = ( donc R est nilpotente. A nouveau, d’apres la question 14, yg = X" donc R™ = 0 (toujours
Cayley-Hamilton). Or, par hypothese, on a 2p — 1 > n donc 2p — 2 > n. Mais V est nilpotente d’indice p donc
V=l = (R?)P~1 = R?=2 £ (. Ceci est impossible car 2p —2 —n > 0 et R?P~2 = R"R?P~2™" = () x R?~27" = (.

’Si V € M,,(C) est nilpotente d’indice p tel que 2p — 1 > n, V n’a pas de racine carrée dans M,,(C). ‘

Soit n > 3, grace a la question 23, on pose V' = diag(Ja, J1,...,J1) = diag(T,0,—3) = E21 € M,,(C). Les
0 0O

calculs qui précedent montrent que si on pose R3 = (0 0 1
100

exemple) et R = diag(R3,0,-3), on a R? = diag(R3,0,_3 ag(T,0,-3) = V. De plus, V est nilpotente d’ordre

) (en prenant b = 0 et ¢ = 1 dans la question 23 par
) =d
p=2>=2car V#0et V2 =diag(T? 0, _3) = 0. Ainsi, si n > 3

’V = FE»5 1 est nilpotente d’indice p = 2 et elle admet pour racine carrée R = Fo 3 + E3 1. ‘

On pouvait le vérifier directement en se rappelant que les matrices élémentaires vérifient la relation ’ E;jEe; =015

ce qui justiﬁe que E%,l =0et que (E2’3 + E3’1)2 = E273E2’3 + E273E3’1 + E3’1E2’3 + E3,1E3’1 =0+ E2’1 +04+0= Eg’l.
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IT Deuxieme partie

II.A - Réduction des matrices nilpotentes

Soit y € Im(u), par définition, il existe x € E tel que y = u(x). Ainsi, u(y) = u(u(x)) € Im(u) d’ou

’le sous-espace Im(u) est stable par w. ‘

Cette stabilité de Im(u) par u nous permet d’induire I’endomorphisme u sur Im(u), et on note v = ulgy(,) cet
endomorphisme induit par u sur Im(u), c’est-a-dire v : Im(u) — Im(u) défini par v(y) = u(y) si y € Im(u).
Comme uP = 0, pour y € Im(u), toujours avec x € E tel que y = u(x), on a vP~(y) = uP~(u(z)) = uP(x) = 0 donc

vP~1 = 0 et v est nilpotent d’indice ¢ < p — 1 (par minimalité de q).

Comme uP~! # 0, il existe par définition un vecteur = de E tel que uP~!(z) # 0. En posant y = u(z) € Im(u), il
vient vP~2(y) = uP~2(u(z)) = uP~(z) # 0 donc vP~2 # 0. On en déduit que ¢ > p — 1. Au final,

ll’endomorphisme v induit par w sur Im(u) est nilpotent d’indice p — 1. ‘

Cy(x) est, par construction, un sous-espace vectoriel de E en tant que sous-espace engendré par une famille
de Vecteurs Soit y € Cy(x), par définition, il existe un entier m et des scalaires (g, ..., \m) € C™FL tels que

m
Yy = Z Mpuf (). Ainsi, par linéarité de u, u(y) = u ( Z A (2 ) Z Mt () € Cy(z) ce qui prouve que

’C’u(aj) est stable par w. ‘

Posons A = {k € N | u*(x) = 0}. Comme p € A car uP = 0, A est une partie non vide de N et 0 ¢ A car u° = Idg.
La propriété fondamentale de N permet de conclure que A admet un minimum, noté s(z) > 1. Par conséquent,

il existe un entier s(x) > 1 tel que w*® (z) = 0 et w*®~1(z) # 0.

D’apres la question précédente et la définition de s(z), pour tout entier k& > s(x), on a u¥(x) = 0. La
famille (uk(x)) pen engendre donc le méme sous-espace de E que la famille (:L‘,u(x), ... ,us(z)*l(:v)). On obtient
Cu(z) = vect(uF(z) | k € N) = vect(z,u(z),...,u* @ () et By = (z,u(x),...,u*®"1(2)) est déja une famille
génératrice de Cy,(z). Comme en question 3, on peut montrer que celle-ci est aussi libre. Recommencons :

s(z)—1

Soit (Ak)o<k<s(@)—1 € C*@) telle que Z MeuF(z) = 0 (%). Si on avait (A0s -+ Ag(a)—1) # (0,...,0), on pourrait
k=0

définir 'entier i, = min({0 < k < s(z) —1 | Ay # 0}) de sorte que \g = -+ = A\j,—1 = 0 et \;, # 0. En

composant la relation () par u*®)~1=% (on le peut car s(x) —1 — i, > 0), on aurait donc, par linéarité de wu,
s(z)—
Z Apu® @1tk (1) = 4(0) = 0, dot Z @717 R () — 0. Comme 6@ (z) = 0, il ne reste dans cette

k=i,
somme que A, u*@~1(x) = 0. C’est impossible puisque \;, # 0 et u*®~1(z) # 0. On conclut ce raisonnement par
Pabsurde : (Ao, .., Agz)—1) = (0,...,0). Ainsi, B, est aussi libre. Finalement, comme la matrice dans cette base de

I’endomorphisme u|C (z) est facile a obtenir puisque u(u* @~ (z)) = v (z) =0,

0 0
1

B, = (z,u(z),...,u*®~1(z)) est une base de Cy(z) et Matz, (ulc,@) =10 = Jy(@)-
0 0 1 0
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30. | Pour tout entier p € N*, définissons
p

t
H, =" siu € L(E) nilpotente d’indice p et E C-ev de dimension finie, 3t € N*, I(x1,...,2;) € E', E = @C’u(atz)

e Initialisation : pour p = 1, si u est un endomorphisme nilpotent d’indice p = 1 d’un C-espace FE, alors u est
I’endomorphisme nul de E. En posant ¢ = dim(F), on choisit une base quelconque (x1,...,z;) de E et, comme
t ¢

Cyu(x;) = vect(x;) puisque s(z;) = 1 pour tout 1 < i < ¢, on a bien E = vect(z1,...,2:) = @vect(azi) = @ Cu(z;).

o Hérédité : soit p > 1, supposons H), vérifiée et montrons H,;1. Prenons donc un (C—eslpzice vectoriel ZE et u un
endomorphisme de F nilpotent d’mdlce p+ 1. Comme p+ 1 > 2, la question 27 nous apprend que I’endomorphisme
v = uhm(u) est nilpotent d’indice p dans le C-espace Im(u). L’hypothese H), s’applique & v et fournit 1’existence d’un
entier ¢t > 1 et de ¢ vecteurs yi, ...,y de Im(u) tels que

Im(u) = @ Cy (i)

Sil<i<t, il existe 7; € E tel que y; = u(w;). Comme v¥(y;) = k( ( §)) = u¥*1(z;) pour k € N, s(a:z) s(y) +1
-1

(avec les notations de la question 28). Ainsi, Cy(y;) = vect(y;, . .. LS =1y i) = vect (u(w;), . ... (@)= !(z;)) donc
Cu(z;) = vect(z;, u(x;), . .. ,us(zi)*l(wi)) = vect(z;) + vect (u(z; u® I’)*l(xi)) = vect(z;) + Cy(yi)-
Or z; ¢ vect(u(z),..., TR O ;)) puisque la famille B,, = (z;, u(z;),. S(Ii)_l(xi)) est une base de Cy(z;)

d’apres la question 29 on en déduit donc que Cy(x;) = vect( ) ® Cy(yi) d’ou

Vi € [1,t], dim (Cy(z;)) = dim (Cy(ys)) + 1.

t
Vérifions que ZC’u(azZ) est une somme directe, ce qui revient, en posant F = (Bg,,...,Bs,) la famille formée en
i=1
concaténant les bases des sous-espaces Cy(x;), & montrer que F est libre. Soit (\; ;) 1<i<e € Cs(z)++s(zt) ype
0<j<s ()1
famille de scalaires telle que
s(z;)—1

> Aigu? () = 0 (1).

=1 5=0

On applique u a cette relation et on obtient, puisque us(‘“)( i) =0 pour 1 < i <t d’apres la question 28 :

t s(x;)—2 t s(xs)—1
Z Z A ]uﬁ'1 Z Z Nio— b (z;) = 0.
=1 7=0 =1 =
t
Puisque Im(u GB Cy(ys) @ vect (U(ZL'Z), . ,us(“)_l(mi)) par hypothese, la relation ci-dessus n’est possible que

si tous les scalalres de cette combinaison linéaire sont nuls. Il ne reste donc dans la relation (1) que
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Or, si 1 < i < t, w*®)~1(x;) appartient & C,(y;) et, encore une fois, on a la somme directe Im(u) = @Cv(yi), ce

qui permet de conclure que Ay 5;)—1 = " = Ay 5(z)—1 = 0. Au final,

t t
la famille F est bien libre et Y~ Cy(x;) = @ Culx:).
=1 =1

A nouveau, si 1 <17 <

t, u*®)(z;) = 0 donc u*@)~1(z;) € Ker(u). La famille K = (us(xi)_l(xi), e us(xf)_l(mt)) est
donc une famille libre (en

tant que sous-famille de la famille libre F) formée de vecteurs de Ker(u).
Or, en posant n = dim(E) et r = rg(u), la formule du rang appliquée & u prouve que

dim (Ker(u)) = dim(E) —rg(u) =n —r.

Le théoreme de la base incomplete, puisque K est de cardinal ¢, justifie qu’on peut trouver n — r — ¢ vecteurs
€1,...,en_r—t dans Ker(u), tels que B = (us(“”i)_l(xi), . ,us(xf)_l(xt), €1,... ,en,r,t) est une base de Ker(u).
t
Posons F' = @C’u(xz) qui admet pour base la famille F et G = vect(ey,...,ep—r—¢) de base G = (e1,...,ep—r—¢)
i=1
(sous-famille de la famille libre B’). Vérifions que F et G sont en somme directe. Considérons donc des scalaires
(Nij) 1<ice € C@IH+5(@0) ot (1)1 chenrt € CP7F tels que

0<j<s(;)—1

t s(x;)—1 n—r—t

Z i ju’ a:i)—k iekZO(Q).
i=1 k=1

j=0
t s(zi)—1
Comme avant, on applique u & cette relation pour avoir Z Z )\M_lue (x;) = 0. Les scalaires de cette combinaison
=1 (=1
n—r—t
linéaire sont nuls car Im(u @C (yi). Il ne reste donc dans (2) que Z Nis(z) -1 s(ze)= 1(:1,’1) + Z er = 0 et,
=1 =1 k=1

13 encore, la liberté de la famille B’ montre que tous ces scalaires sont nuls. En conclusion, F' et G sont en somme
t

directe. De plus, comme F' = @ Cul(z;) et G=(e1,...,n—r—t),
i=1
t
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) = (Z dim (Cu(a;i))> +n—r—t,
i=1

d’ot, comme dim (Cy(z;)) = dim (Cy(y;)) + 1si1 <i<tetr=rglu) = Zdim (Cy(yi)) car Im(u) = @Cv(yi) :

dim(F' +G) = (Z(dim(Cv(yi))—i-l))+n—r—t:r+t+n—r—t:n:dim(E).
=1

Comme F + G C E, I'égalité des dimensions de F'+ G et de E implique 'égalité £ = F'@® G. Enfin, comme u(e) = 0

n—r—t n—r—t
sil<k<n—r—t, s(e) =1, Cyuler) = vect(er) et G = vect(e1,...,en_r_t) = vect(ey) @ Cy(ex) donc
k=1
t n—r—t
E= (@) e ( @ Culen)
i=1 k=1
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et la propriété H,, 1 est démontrée.
Le principe de récurrence permet de conclure que H), est vraie pour tout entier p € N*. Ainsi,

si E est un C-espace de dimension finie et v € £(E) nilpotent, 3t € N*, 3(xq,...,2¢) € B, E = @C’u(xz)

¢

Dans une base adaptée a la décomposition F = @ Cyu(z;), c’est-a-dire dans une base B = (By,,...,Bs,)
i=1

obtenue en concaténant les bases B, de Cy(z;) vues a la question 29, la matrice de u se trouve directement avec les

résultats prouvés dans cette méme question :

Matp(u) = diag(Js(x1)7 R Js(zt))-

I1.B - Partitions d’entiers

k
D’apres la question 30, il existe k € N* (avec k = t) et x1,. ..,z des vecteurs de E tels que E = @ Cu(x;).
i=1
En passant aux dimensions dans cette somme directe, on obtient grace a la question 29 :

k
n = dim(E Zdlm W(xi)) = Z s(z;)

Comme a la question 31, il existe une base de E adaptée a cette décomposition, du type B = (By,, ..., By, ) obtenue
en concaténant les bases By, des Cy(7;). On sait que Matg(u) = diag(Jy,), - - -, Js(zy))- Quitte & renuméroter les
vecteurs 1, ..., oy, on peut supposer que s(z1) = -+ = s(zg) > 1. Alors o = (s(z1),...,s(z)) = (a1,..., o) est
une partition de n = s(z1) + - + s(xy) et B = (By,,...,Bs,) (aprés renumérotation) est une base de E telles que

Matg(u) = diag(Js(z,)s - - - » Js(ay)) = diag(Jays - - -, Ja,,) (notée Ny ).

a—j

Par définition, J, = Z Eit1;.511<j<a—1et quon suppose que JJ Z E;.;;, alors
i=1

—(5+1)

a—1
JJ—H ( Z Ei 45, n) X ( Z Ei2+1,i2) Z Eii+jiy X Eiyip—1 = Z Eitji-1= Z Eivjyi,i

i1=1 i9=1 i1=2 i1=2

car By, 4ji, X Fiyy1,4, = 0siia # i1 —1 toujours en utilisant la relation E; ; Ej ; = 0;,E;; et en effectuant le changement

a—j
i =11 — 1 dans la derniére somme. Par principe de récurrence, on a montré que |Vj € [1,«], J. = Z Eitji (R).
i=1

a—j
Sio<j<a-1,ona Jg[ = ZEH]-J- (ca marche méme si j = 0 car JO = I,) donc J} est constituée de 1 sur
i=1
la j-ieéme sous-diagonale (et il y a a — j fois le chiffre 1) et de 0 partout ailleurs. Le rang d’une telle matrice est
clairement o — j. De plus, pour j = « dans (R), on obtient J& = 0, donc

Vi>a, rg(Jl) =0et Vj e [0,a—1], rg(Jd) = a —j.

Ce qui précede justifie, puisque JO ! = E, 1 # 0 et J& =0, que

’Ja est nilpotente d’indice a.‘

10
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Par hypothése, u est nilpotent d’indice p donc N, = Matg(u) = diag(Ja,,---,Ja,) (voir question 32) est
aussi nilpotente d’indice p. Par calcul par blocs, pour tout m € N, NJ" = Matg(u™) = diag(J7},...,J5). Ainsi,

st

NGt = diag(Jg}, ..., Jot) = diag(0,...,0) =0

a1

car si 1 <1<k, a; < ag donc J§! = 0 puisque J,, est nilpotente d’indice o; d’apres la question précédente. De plus,

No—t =diag(Jg—t .., J8 1) #0

»

car Jg;*l =% 0 d’apres la question 33. Tout ceci permet de conclure que o7 est I'indice de nilpotence de N, :

a1 = DP.
Soit un entier naturel j, comme N, est diagonale par blocs, NI = diag(Jg;l, ceey Jék) I’est aussi d’olt

rg(N2) =) rg(J3,):

=1

Or, on a vu en question 33 que rg(Jgéi) =0sij > qet rg(Jg;i) = a; —j si j < a;. On peut résumer ceci en
rg(J2,) = max(0,; — 7). Or, si j ¢ Aj, on a j > «; donc rg(J2,) = 0. On peut donc conclure que

k

rg(NZ) = rg(J3) =D re(J3,) = > max(0,a; —j) = > (ai —j).

i=1 ieA; ieA; ich,

Avec une des bases B de la question 32, Matg(u) = N, donc Matg(u/) = N2 pour tout j € N*. On sait
r

qualors, rg(u/) = rg(NZ) donc dj = rg(u 1) —rg(v) = g(NJ™H) —rg(N2) ce qui donne, avec la question précédente

dj: Z (ai—(j—l)) - Z(al_])

iEAj—l ’iEA]'

Comme A; C Aj_y par définition, il vient

i = > (—G-D)+> (i—G-1) = (ai—3)

i€A 1\ i€A, iEA;
= Y (-G + Y (= G- 1)~ (@i - )]
i€A;_1\A; €A,

De plus, sii € Aj_1\Aj, ona o; =j—1donc Z (ai —(j— 1)) = 0. Enfin, comme (ai —(j— 1)) — (ai—j) =1,
iGAJ‘—l\A]'
il ne reste donc dans ’expression ci-dessus de d; que

d; = Z 1 = card(A;) est le nombre de blocs J,, dont la taille o; est supérieure ou égale a j.
’iEAj

11
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Puisque tout bloc J,, est de taille supérieure ou égale a 1 par construction : k = card(A;). La question
précédente montre donc que k = d; = rg(u’) — rg(u!) donc, d’aprés la formule du rang :

k=rg(ldg) — rg(u) = dim(E) — rg(u) = dim(Ker(u)).

’Le nombre de blocs J,, intervenant dans N, vaut donc la dimension du noyau de u. ‘

Si 1l < j < n,les entiers i € [1,k] tels que a; = j sont exactement ceux qui vérifient o; > j mais pas
a; 2 7+ 1. Ceci s’écrit de maniere ensembliste

Ty ={i€ [LE] [ os =3} = A5\ Ay
Comme Ajy 1 C Aj, on obtient card(7}) = card(A;) — card(Aj41) = dj — dj41. Ainsi, avec la question 36,
dj — dj1 = 1g(w/ ") —rg(u’) — (rg(w!) —rg(w/ ™)) = rg(u’ ") — 2rg(w) + rg(u ).

On conclut, avec la formule du rang appliquée a v/ =1, w/ et w/*! :

rg(u/~1) — 2rg(v’) 4 rg(u?th)
le nombre de blocs J,, de taille exactement égale a j vaut —
2dim (Ker(u?)) — dim (Ker(w/~1!)) — dim (Ker(«/*1)).

On sait avec la question 32 qu’il existe une base B de E telle que Matp(u) = N, ol o est une partition de n.
Supposons l'existence d'une base B’ de E et d’une partition o’ = (07, ...,0},) de I'entier n telles que Matp (u) = Ny
e D’apres la question 37, le nombre de blocs de Jq, (resp. J,;) intervenant dans N, (resp. N,/) vaut k = dim (Ker(u))
(resp. k' = dim (Ker(u))). Par conséquent, k = k' et les deux partitions o et ¢’ ont le méme nombre d’éléments.

e D’apres la question 34, a; = o = p est I'ordre de nilpotence de u.

e D’apres la question 38, si 1 < j < n, en notant T; = {i € [Lk] | oy = j} et T} = {i € [1,k] | o = j}, on a
card(Tj) = card(T}) = rg(u/=1) — 2rg(uv’) + rg(u/ ) donc o et o’ ont autant de termes égaux & j.

Tout ce qui précede montre (le dernier argument suffisait) que 8’il existe deux bases B et B’ de F telles que

’NG = Matp(u) et N,» = Matp/(u), alors o = o’.

On a vu en questions 32 et 39 que tout endomorphisme nilpotent d’un espace de dimension n pouvait étre
représenté (dans une base B) par une matrice N, avec une unique partition o de I'j,. Ceci nous conduit & poser

F={N,|oel,}

et les matrices de F' ne sont pas semblables entre elles.

Réciproquement, soit un ensemble G C M,,(C) contenant des matrices nilpotentes non semblables deux a deux.
Comme toute matrice M de G est semblable & une seule matrice N, de F', on peut définir 'application ¥ : G — F
telle que W(M) = N,. L’injectivité de ¥ garantit que card(G) < card(F'). En conclusion :

’1e cardinal maximal d’un ensemble de matrices nilpotentes non semblables deux a deux de M,,(C) est card(I',). ‘

On peut résumer ceci en concluant que le nombre de classes de similitude de matrices nilpotentes de M, (C) vaut
card(T';,), noté traditionnellement p,, (nombres de partitions de n).
Les mathématiciens Hardy et Ramanujan ont prouvé I’équivalent suivant en 1918 :

1 2n
Pn n—+o00 4n/3 P 3 )

12
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I1.C - Applications
On vérifie d’abord la nilpotence de A. Apres calculs,

-1

A% = et A3 =0,

o O O o O
o O O O
o O O o
o O O O
O O O O O

donc A est bien nilpotente d’indice p = 3. De plus, les colonnes 2, 3 et 5 de A forment assez clairement une famille
libre, la premieére colonne de A est nulle et la quatrieme est 'opposée de la troisieme, ce qui justifie que rg(A) = r = 3.
Ainsi, dim (Ker(A)) = 5—3 = 2 donc A est semblable & N, avec 0 = (a1, a2) une partition de 5 avec la question 37.
De plus, d’apres la question 34, on a a; = p = 3. Par conséquent, ao =5 — a3 = 2. Au final,

’A est semblable & N, = diag(Js, J2). ‘

Méme si ce n’est pas demandé, cherchons une base B de C? telle que la matrice de I’endomorphisme u canoniquement
associé & A soit N,. Cherchons parmi les vecteurs de la base canonique B.., = (€1, €2, €3, €4, €5) un vecteur e; tel
que, d’apres la question 29, s(e;) = 3 = dim (Cy(e;)). Or,

— u(e;) = 0 donc s(ep) = 1.

— u(e2) = (—1,0,1,1,1), u?(e2) = (—=1,0,0,0,0) et u3(e2) = 0 donc s(ez) = 3.

— u(e3) = (2,0,0,0,—1), u?(e3) = (1,0,0,0,0) et u*(e3) = 0 donc s(e3) = 3.

— s(eq) = s(e3) = 3 car u(eq) = —u(es).

— u(es) = (—1,0,0,0,0) et u*(es) = (0,0,0,0,0) donc s(es) = 2.
Prenons par exemple x1 = eg. Il suffit maintenant de trouver un vecteur x5 de C° tel que s(x2) = 2 (c’est-a-dire
zo € ker(u?) \ ker(u)) et tel que (z1,u(z1), u?(21), 22, u(z2)) = (€2, u(ea), u?(e2), z2, u(x2)) soit une base de C°. On
ne peut pas prendre es car u(es) = u?(es). La valeur de A% nous pousse & choisir par exemple x5 = e + e3 de sorte
que u(z2) = (1,0,1,1,0) et u?(z2) = 0. Posons B = (21, u(z1),u?(z1), z2, u(z2)), alors
-1 -1

0

0
1
la matrice de B dans la base canonique By, est P = 1
0
0

OO O = O
o O oo
O = = O =

1
1
1

Comme le déterminant de P vaut —1 (calcul facile), P est inversible donc B est une base de C® et

SR .
Lo o 0 0 0 0 1

Matg(u) = P~1AP = N, = diag(J3, J2) = avecP'=|-10 0 1 -2
0 0 1 -1 0

coe 00 0 1 -1

13
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Soit une matrice M € M,,(C) nilpotente et u ’'endomorphisme canoniquement associé & M. On sait d’apres

la question 31 qu’il existe une base B = (B, , ..., B,) (avec By, = (... ,us(‘”i)_l(aji))) adaptée a la décomposition

k
E = @Cu(xz) de la question 30 telle que Matg(u) = No = diag(Jy(zy), - - -5 Js(zy)) 00 0 = (s(z1), ..., s(xx)) € [p.
i=1
D’apres le cours et la formule de changement de bases pour les matrices d’endomorphisme, on sait que deux matrices
sont semblables si et seulement si elles représentent le méme endomorphisme dans deux bases différentes. Il suffit
donc dans cette question de montrer que 2M et M7 sont des matrices de u dans d’autres bases que B.

e Posons, pour 1 < i < k, la nouvelle base B}, = (x4, 2u(x;),. ..,25(5‘3i)_1u5($i)_1($i)) de Cy(z;) (on n’a fait que
multiplier les vecteurs par des scalaires non nuls) Alors B' = (B,,...,B,,) obtenue a nouveau en concaténant les

bases B, de Cy(x;) est une base de E et on vérifie sans peine que Matg (u) = diag(2J5(z,), - - - 2Js(ay)) = 2M.

e Soit, pour 1 < i < k, la nouvelle base B}, = (us@)=Y(z,), ... ,u(zi), x;) de Cy(z;) (on ne fait que prendre les
vecteurs dans le sens contraire). Alors B’ = (Bgl, ..., B, ) encore obtenue en concaténant les bases By, de C(z;)
est une base de E et on a Matgr (u) = diag(Js(xl) JS(Ik)) =MT.

En conclusion, ce qui précéde justifie bien que

si M est nilpotente, les matrices M, 2M et M7 sont semblables.

On peut montrer en généralisant (en un sens a préciser) la décomposition de Frobenius de la question 30 a toutes les
matrices (pas seulement les matrices nilpotentes) qu'une matrice carrée et sa transposée sont toujours semblables.

Soit M € M,,(C) telle que M et 2M sont semblables. Notons A la valeur propre de M de module maximal.
Il existe donc un vecteur X non nul tel que M X = AX. Alors 2M X = 2)\X donc 2\ est valeur propre de 2M.
Mais comme M et 2M sont semblables, elles ont méme rang, méme spectre, méme polynome caractéristique, méme
trace.... En particulier 2\ est une valeur propre de M. Ainsi, par maximalité du module de A, on a |2\ < |A], ce
qui impose |A| = 0. Par conséquent, M ne peut pas avoir d’autre valeur propre que 0. Mais M admet au moins une
valeur propre puisque x s est scindé dans C[X]. Ainsi, Sp(M) = {0}, et on conclut avec la question 15 que

si M et 2M sont semblables, alors M est nilpotente.

I1.D - Un algorithme de calcul du nombre de partitions de n

Si une partition o = (o, -+, ) appartient & Y, 1, onal > a3 > --- > ap > leta;+---+ o, =n ce qui
impose k =net o = (1,...,1) € (N*)". Ainsi,

nl—{( )}etynl—l

Pour j = n, la relation s’écrit ynn = Ynn—1 + Y0,0 = Yn,n—1 + 1 d’apres I'énoncé. Or Y, ,, est 'ensemble de
toutes les partitions de ’entier n. Parmi celles-ci, une seule a un premier terme « strictement supérieur a n — 1 et
c’est (n) (avec k =1 et a; = n). Toutes les autres ont un premier terme oy < n — 1 donc font partie de Y}, ,—1. On
vient de justifier la partition Y;, , =Y, ,—1 U {(n)}. En passant aux cardinaux, yn, = ynn—1 + 1 et on a bien

’yn,n = Yn,n—1 1+ Y0,0-

Soit j < n, scindons Y}, ; en deux parties :

o Y, j_1 formée des partitions o = (a1, -+ , ) telles que j — 1

arz-rz2op=2letar+---4+ap=n.
= =1

>
° Y( 7 formée des partitions o = (a, -+ ,ax) telles que j = a3 > -+ > oy, et +---+ap=n.

14
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L’application ¢ : Yn(jj) — Y,_j; telle que p(0) = (ag,...,af) si o = (a1,...,q) € Yn(? est bien définie. En effet,

pour 0 = (a1, Q9,...,qk) € Yn(jj), onaa;=jdoncj>as > ---2ar=>1letay+...+a =n—j. De plus, 'unique
antécédent de o’ = (az,...,ar) € Y,—j; par p est (j,a,...,0) € Yn(j} ce qui justifie que ¢ est bijective.
Comme une bijection conserve les cardinaux, on a card(Yé?) = card(Y,,—j;). Or Y, ; = Y, ;1 U Yn(]]) (réunion

disjointe) donc card(Y;, ;) = card(Y, j—1) + Card(Yn(jj)) = card(Y}, j—1) + card(Y,,—; ;). Par conséquent,

Ynj = Ynj—1+ Yn—jj-

Considérons maintenant deux cas :

- si j <n —j, alors min(n — j,j) = j donc la relation ci-dessus s’écrit bien Y, j = ¥nj—1 + Yn—jmin(n—j,j)-

-si j > n—j, comme le plus grand élément d’une partition de ’entier n — j ne peut clairement pas excéder n — j, on
a Yn—j,j - Yn—j,n—j - Ynfj,min(nfj,j) donc Yn—j,5 = Yn—jmin(n—j,j5) et on a a nouveau Ynj = Ynj-1+ Yn—j,min(n—3,5)-
On vient de prouver que si j < n, on avait bien yn,j = Ynj—1 + Yn—jmin( ) dans tous les cas. Si on inclut le cas
J = n de la question 45,

n_jzj

Vi€ 12,n], Ynj = Ynj—1 + Yn—jmin(n—i,j)-

On connait yp o = 1. Les exemples de I'énoncé au début de la question II.B montrent que y11 =1, y22 = 2,
Y21 =1,y33 =3, Y32 =2 et y31 = 1. D’apres la question 44, on a aussi ys1 = y51 = 1.

On se sert ensuite de la formule de récurrence ynj = Ynj—1 + Yn—jmin(jn—j) POUr VoIl Ys2 = Ya1 + Y22 = 3,
Yoz =Ya2+y11 =4 et ysa =ya3+1=>5 (d’apres la question 45) puis ys2 =y51 + Y32 =3, Y53 = Ys 2 + Y22 = 5,
Ys.4 = Ys53+y1,1 =6 et ys 5 = ys 4+1 = 7. On pouvait aussi compter en décrivant de maniere exhaustive les ensembles
Yaa=1{(4),(3,1),(2,2),(2,1,1),(1,1,1, 1) }et Y5 5 = {(5), (4,1),(3,2),(3,1,1),(2,2,1),(2,1,1,1),(1,1,1, 1, 1}.Toujours

Ynj | J=1 J=2 j=3 j=4 J=5
n=1 1
. - L. . . n=2 1 2
est-il que voici |le tableau récapitulatif des y,, ; pour 1 < j <n <5: he3 1 9 3
n=4 1 3 4 5
n=>5 1 3 5 6 7
Il suffit d’utiliser la formule de récurrence y;; = ¥ij—1 + Yi—jmin(i—j,;) avec 1 < j < ¢ avec les conditions

initiales y1 = 1 si 1 < k < n pour obtenir la valeur de y, .

On peut écrire cette fonction en style récursif

def Y(n)
def Z(m,j)
if m=—0 :
if j =20
return 1
else
return 0
else
if j =0
return 0
elif j — 1
return 1
else
k = min(j ,m-j)
return Z(m,j—1)+Z(m-j ,k)
return Z(n,n)
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ou en style impératif

def Y(n)
T = [[0]*(n+1) for _ in range(n+1)]
T[0][0] =1
for n in range(1,n+1)
T[n][1l] =1

for n in range(2,n+1)
for j in range(2,n+1)
T(n](j] = T(n][j-1] + T[n—j][min(j ,n-j)]
return T[n][n]

Comme Python ne mémorise pas les résultats intermédiaires dans la version récursive, la complexité ne doit pas étre
trées bonne et cette option est donc peu pertinente. Par contre, la complexité (temporelle et spatiale) de la fonction
en mode impératif est en O(n?) : classique lorsqu’on veut calculer les éléments d'un tableau bidimensionnel.

On obtient par exemple, en plus des 5 premieres lignes vues a la question 47 :

Ynj || J=1 J=2 j=3 j=4 =5 =6 j=7 j=8 j=9 j=10
n=6 [ 1 4 7 9 10 11

n="7 1 4 8 11 13 14 15

n=_8 1 ) 10 15 18 20 21 22

n=9 1 ) 12 18 23 26 28 29 30

n=10 1 6 14 23 30 35 38 40 41 42

Et, si on s’intéresse uniquement aux nombres de partitions p,, = yy », alors (voir https ://oeis.org/A000041) :

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

n 5
7 11 15 22 30 42 56 77 101 135 176 231 297 385 490

p(n)

2 3 4
2 3 5

D’apres la question 40, p(n) = yp, est le nombre de classes d’équivalence dans I’ensemble des matrices
nilpotentes de M,,(C) pour la relation d’équivalence “étre semblable &” (relation de similitude). Par exemple, pour
n = 5 comme dans ’exemple de la question 41, comme les 7 partitions de 5 sont données par

I's ={(5),(4,1),(3,2),(3,1,1),(2,2,1),(2,1,1,1),(1,1,1,1,1) },

toute matrice nilpotente de M5(C) est donc semblable & 'une des 7 matrices suivantes :

00000 00000 00000 00000
10000 100 00 100 00 100 00
Ngy=]10 100 0|,Nup[0 100 0] ,Nsgy=[0 100 0f,Ng1y=]0 10 0 0],
00100 00100 00000 00000
00010 00000 00010 00000
00000 00000 00000
100 00 10000 00000
N(272’1) == 00 0 0O ’N(2,1:171) == 00 00O 7N(1,1,1,1,1) == 00 00O
00100 00000 00000
00000 00000 00000
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