
Lycée Michelet, classe de PC∗ mars-avril

Mathématiques

Sujet de révision pour les écrits (chap 1,2,5,7,9,10,13)

Loi et covariance d’un couple discret (chap. 1,2,9,10,13)

Soit un entier n > 3.
Soit (Xk)k∈N∗ une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Ω,A, P ),

indépendantes et suivant toutes la loi uniforme sur J1, nK.
On pose :

Z1 =
n∑

i=1

1(Xi=0) et Zn,2 =
n∑

i=1

1(Xi=1),

où, pour tout événement A, on a noté 1A la variable aléatoire indicatrice de cet événement.

Q1. Donner les lois de Z1 et de Z2.

Q2. On pose Tn = Z1 + Z2.

(a) Donner la loi de Tn.

(b) En déduire la valeur de cov
(
Z1, Z2

)
.

Les variables aléatoires Z1 et Zn sont-elles indépendantes ?

(c) Pour tout k ∈ N, calculer lim
n→+∞

P (Tn = k).

Q3. Montrer que la loi du couple (Z1, Z2) est donnée par :

∀i ∈ J0, nK, ∀j ∈ J0, n− iK, P
(
[Z1 = i] ∩ [Z2 = j]

)
=

(
n

i

)(
n− i
j

)(
1

n

)i+j (
1− 2

n

)n−i−j

.

Q4. On définit sur R2 la fonction fn par :

∀(s, t) ∈ R2, fn(s, t) =
n∑

i=0

n−i∑
j=0

P ([Z1 = i ∩ Z2 = j])sitj

(a) Calculer explicitement f(s, t) en fonction de n, de s et de t.

(b) Calculer
∂2f

∂s∂t
(1, 1) et retrouver la valeur de cov

(
Z1, Z2

)
.
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Moments factoriels pour la loi de Poisson (chap. 2,5,7,10)

Soit (Xx)x∈R∗
+

une famille de variables aléatoires à valeurs dans N définies sur le même espace
probabilisé (Ω,A, P ), telle que, pour tout réel x > 0, Xx suit la loi de Poisson de paramètre x.

Q1. (a) Pour tout x > 0, déterminer l’espérance et la variance de Xx et de Zx =
Xx

x
.

(b) On définit les polynômes :

H0 = 1 et ∀k ∈ N∗, Hk(X) =
k−1∏
i=0

(X − i) = X(X − 1) · · · (X − k + 1).

Pour tout k ∈ N, montrer que la variable aléatoire Yx,k = Hk(Xx) admet une espérance
qui vaut E(Yx,k) = xk.

Q2. (a) Pour tout x > 0 et tout r > 0, justifier que la série
∑
n>0

nr

n!
xn converge.

On notera Sr(x) =
+∞∑
n=0

nr

n!
xn.

(b) Pour tout x > 0 et tout r > 0, montrer l’existence de E((Zx)r) et l’exprimer à l’aide
de Sr(x).

(c) Soit N ∈ N∗. Montrer qu’il existe des réels a0, . . . , aN tels que

aN = 1 et ∀x > 0, (Xx)N =
N∑
k=0

akYx,k.

En déduire que : lim
x→+∞

E
(
(Zx)N

)
= 1.

Q3. (a) Montrer que : lim
x→+∞

P
(
|Zx − 1| > x−

1
3

)
= 0.

(b) En déduire que : lim
x→+∞

P
(
Zx > 1− x−

1
3

)
= 1.

Q4. Pour tout r > 0 et tout réel x > 1, montrer que :(
1− x−

1
3

)r
P
(
Zx > 1− x−

1
3

)
6 E((Zx)r).

Q5. Soit r > 0. On pose N = brc et s = r −N.
(a) Montrer que : ∀t > 0, ts 6 s(t− 1) + 1.

(b) En déduire un majorant de E((Zx)r) qui ne dépend que de s, E((Zx)N+1) et E((Zx)N).

(c) En déduire que : Sr(x) ∼
x→+∞

xrex.
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Lycée Michelet, classe de PC∗ mars-avril

Mathématiques

Sujet de révision pour les écrits — indications

Q1. Reconnâıtre une loi usuelle. Vérifier que l’on sait la justifier précisément.

Q2. (a) Reconnâıtre une loi usuelle.

(b) Utilise la formule de variance d’une somme.
rappeler le lien entre indépendance et covariance.

(c) Se rappeller l’exemple foindamental de la loi de Poisson.

Q3. Pas facile : expliciter l’évènement (Z1 = i) ∩ (Z2 = j) à l’aide des familles d’évènements
(Xk = 0), (Xk = 1) et (Xk > 2).
Si l’on n’y arrive pas on peut sauter la questrion car le résulta est fourni.

Q4. Utiliser le théorème de transfert pour un couple.

Q5. Faire le calcul de
∂2f

∂s∂t
(1, 1) de deux manières différentes.

Q1. (a) Il faut connâıtre l’espérance et la variances des loi usuelles, et penser à utiliser les
propriétés algébriques de l’espérance et de la variance.

(b) Par théorème de transfert, on se ramène à un problème convergence et de somme de
série.
Utiliser un DSE usuel.

Q2. (a) utiliser une méthode qui permet de montrer qu’une série converge sans calculer sa
somme (comparaison, d’Alembert,etc. )

(b) Par théorème de transfert, on se ramène à la question prédédente.

(c) Remarquer que la famille (Hj)06j6n est échelponnée en degrés...

Q3. (a) Utiliser une inégalité probaliste classique.

(b) Par théorème d’encadrement.

Q4. Utiliser une inégalité probaliste classique.

Q5. Utiliser un argument de convexité.

Q6. Utiliser une propriété analytique de l’espérance.

Q7. Question de synthèse.
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Lycée Michelet, classe de PC∗ mars-avril

Mathématiques

Sujet de révision pour les écrits — corrigé

Solution de l’exercice 1

Q1. La variable Z1 compte le nombre d’évènements (Xi = 0) réalisés ; ces évènements sont

indépendantes de probabilité
1

,
n. Donc Z1 suit la loi binomiale B

(
n,

1

n

)
.

De même, on obtient : Z2 ∼ B
(
n, 1

n

)
.

Q2. (a) La variable Tn compte le nombre d’évènements (0 6 Xi 6 1) réalisés ; ces évènements

sont indépendantes de même probabilité
2

,
n. Donc Tn ∼ B

(
n,

2

n

)
.

(b) On utilise alors la formule suivante : V (Z1 + Z2) = V (Z1) + V (Z2) + 2cov(Z1, Z2).

Or : V (Z1 + Z2) = n× 2

n

(
1− 2

n

)
et V (Z1) = V (Z2) = n× 1

n

(
1− 1

n

)
.

Donc, après calcul, on a : cov(Z1, Z2) = − 1
n
.

Comme la covariance n’est pas nulle, les variables ne sont pas indépendantes.

(c) On a vu en cours que si Xn ∼ B (n, pn) avec npn n→+∞
- λ alors :

lim
n→+∞

P (Xn = k) = P (Y = k) avec Y ∼ P(λ).

Donc, en refaisant comme dans le cours, on obtient ici : lim
n→+∞

P (Tn = k) =
e−22k

k!
.

Q3. Soit i et j deux entiers naturels appartenant à J0, nK avec j 6 n− i.
L’évemement [Z1 = i]∩ [Z2 = j] est réalisé si et seulement si parmi les variables X1, . . . , Xn,
i d’entres prennent la valeur 0, j autres d’entre elles prennent la valeur 1 et les n − j − i
restantes prennent une valeur supérieure ou égale à 2. Si on note :

P(i, j) =
{

(I, J,K) ∈ J1, nK3
∣∣ I ∪ J ∪K = J1, nK, I, J,K disjoints et |I| = i, |J | = j

}
,

on a donc :

P
(
[Z1 = i] ∩ [Z2 = j]

)
P =

 ⋃
(I,J,K)∈P(i,j)

(⋂
r∈I

(Xr = 0)

)
∩

(⋂
s∈J

(Xs = 1)

)
∩

(⋂
t∈K

(Xt > 2)

)
=

∑
(I,J,K)∈P(i,j)

P

((⋂
r∈I

(Xr = 0)

)
∩

(⋂
s∈J

(Xs = 1)

)
∩

(⋂
t∈K

(Xt > 2)

))
(incomptabilité)

=
∑

(I,J,K)∈P(i,j)

(
1

n

)i(
1

n

)j (
1− 2

n

)n−i−j

par indépendance et loi des Xi

=

(
n

i

)(
n− i
j

)(
1

n

)i+(
1− 2

n

)n−i−j

.
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Q4. (a) Par théorème de transfert pour un couple, on a :

E
(
sZ1tZ2

)
=

∑
06i,j6n

sitjP
(
[Z1 = i] ∩ [Z2 = j]

)
=

n∑
i=0

n−i∑
j=0

sitj
(
n

i

)(
1

n

)i(
n− i
j

)(
1

n

)j (
1− 2

n

)n−i−j

=
n∑

i=0

(
n

i

)( s
n

)i [n−i∑
j=0

(
n− i
j

)(
t

n

)j (
1− 2

n

)n−i−j
]

=
n∑

i=0

(
n

i

)( s
n

)i( t
n

+ 1− 2

n

)n−i

(formule du binôme)

=

(
1 +

s+ t− 2

n

)n

(formule du binôme).

(b) En partant de la définition de f , on a :

∂2f

∂s∂t
=

n∑
i=0

n∑
j=0

isi−1jtj−1P
(
[Z1 = i] ∩ [Z2 = j]

)
.

Donc :
∂2f

∂s∂t
(1, 1) =

∑n
i=0

∑n
j=0 ijP

(
[Z1 = i]∩ [Z2 = j]

)
= E

(
Z1Z2

)
, par thérorème de

transfert pour un couple.

Par ailleurs On calcule donc ∂1,2fn(1, 1) à partir de l’expression fn(s, t) =

(
1 +

s+ t− 2

n

)n

:

∂1,2fn(s, t) =
n− 1

n

(
1 +

s+ t− 2

n

)n−2

=⇒ ∂1,2fn(1, 1) =
n− 1

n
.

On en déduit que : E
(
Z1Z2

)
=
n− 1

n
.

Or par la formule de Koenig-Huhgens, on a : cov(Z1, Z2) = E
(
Z1Z2

)
−E

(
Z1

)
E
(
Z2

)
.

En remplaçant, on retrouve bien : E
(
Z1Z2

)
=
n− 1

n
.
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Solution de l’exercice 2 (extrait de Mines-Ponts PC-PSI 2019, mo-
difié)

Q1. (a) D’après le cours E(Xx) = V(Xx) = x.

On en déduit E (Zx) = 1 (linéarité de l’espérance) et V (Zx) = 1
x2V (Xx) = 1

x
.

(b) D’après le théorème de transfert et l’expression de la loi de Poisson :

E (Yx,k) =
+∞∑
n=0

n (n− 1) · · · (n− k + 1)P (Xx = n) = xke−x
+∞∑
n=k

xn−k

(n− k)!
= xk.

Q2. (a) Comme nr = o (2n), on a : 0 6
nr

n!
xn =

nr

2n
× (2x)n

n!
= o

(
(2x)n

n!

)
,

d’où le résultat par théorème de comparaison, puisque la série
∑ (2x)n

n!
converge.

Autre idée : par la règle de d’Alembert.

(b) D’après le théorème de transfert et la question précédente :

E ((Zx)r) = E

((
Xx

x

)r)
=

+∞∑
n=0

(n
x

)r
e−x

xn

n!
=
e−x

xr

+∞∑
n=0

nrx
n

n!
=

e−x

xr
Sr (x) .

(c) Comme la famille (Hj)06j6N est échelonnée en degré, c’est une base de RN [X]. Dans

cette base on écrit XN =
N∑
k=0

akHk ; où le terme de degré N de la somme est anX
n,

donc aN = 1.

Ainsi, en substituant X par Xx, par linéarité de l’espérance, et d’après la question 1.b.
on a :

E(ZN
x ) =

1

xN
E(XN

x ) =
1

xN
E

(
N∑
k=0

akHk(Xx)

)
=

1

xN

N∑
k=0

akE(Yx,k) =
N∑
k=0

akx
k−N

x→+∞
- aN = 1.

Q3. (a) Comme Zx admet une variance, l’inégalité de Bienaymé-Tchebichev donne, pour

ε = x−
1
3 :

P
(
|Zx − E (Zx)| > x−

1
3

)
6
V (Zx)

x−
2
3

et donc P
(
|Zx − 1| > x−

1
3

)
6

1

x
1
3

−→
x→+∞

0.

(b) Comme (Zx < 1− ε) ⊂ (|Zx − 1| > ε), la croissance de P donne :

1− P
(
|Zx − 1| > x−

1
3

)
6 1− P

(
Zx < 1− x−

1
3

)
= P

(
Zx > 1− x−

1
3

)
6 1.

Donc par théorème d’encadrement, avec Q3. a, on a lim
x→+∞

P
(
Zx > 1− x−

1
3

)
= 1.

Q4. Comme x > 1, l’inégalité de Markov pour Zx
r (où Zx > 0), avec a =

(
1− x− 1

3

)r
> 0

donne :

P
(
Zx > 1− x−

1
3

)
= P (Zr

x > a) 6
E ((Zx)r)

a
, soit

(
1− x−

1
3

)r
P
(
Zx > 1− x−

1
3

)
6 E (Zr

x) .
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Q5. (a) Comme s ∈ [0, 1[, la fonction t 7→ ts est concave, donc en dessous de sa tangente au

point d’abscisse 1 qui a pour équation y = s(t− 1) + 1.

(b) On en déduit Zs
x 6 s(Zx − 1) + 1, donc Zr

x 6 sZN+1
x + (1− s)ZN

x , donc :

E(Zr
x) 6 sE(ZN+1

x ) + (1− s)E(ZN
x ).

(c) D’après Q4. et Q5. a, on a :(
1− x−

1
3

)r
P
(
Zx > 1− x−

1
3

)
6 E((Zx)r) 6 sE(ZN+1

x ) + (1− s)E(ZN
x ).

Quand x tend vers +∞, le minorant tend vers 1 (cf. Q3. b) et d’après la question 2c,
le majorant tend vers s+ (1− s) = 1. Donc par encadrement E((Zx)r) tend vers 1, ce

qui d’après Q2. b donne bien : Sr(x) ∼
x→+∞

xrex.
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