Lycée MICHELET, classe de PC* mars-avril

MATHEMATIQUES

Sujet de révision pour les écrits (chap 1,2,5,7,9,10,13)

Loi et covariance d’un couple discret (chap. 1,2,9,10,13)

Soit un entier n > 3.

Soit (Xj)gen+ une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (€2, A, P),
indépendantes et suivant toutes la loi uniforme sur [1,n].

On pose :

Zy = Mix—) et Zna =Y T(x,=),
i=1 =1

ou, pour tout événement A, on a noté 14 la variable aléatoire indicatrice de cet événement.
Q1. Donner les lois de Z; et de Zs.
Q2. On poseT, =7, + Zs.

(a) Donner la loi de T,.

(b) En déduire la valeur de cov(Zy, Zs).
Les variables aléatoires Z; et Z,, sont-elles indépendantes ?

(c¢) Pour tout k € N, calculer lim P(T, = k).

n—-+00

Q3. Montrer que la loi du couple (Z;, Zs) est donnée par :

Vi€ [0,n], Vj € [0n — ], P([Zi=iN[Z =j]) = <”) (”‘Z) (1)“ (1 _ 2)””.

¢ J

Q4. On définit sur R? la fonction f, par :

3
3
!

V(s,t) € R?  f.(s,t) = P([Z1=iNZy = j])s't!

=0 j

<
Il
o

(a) Calculer explicitement f(s,t) en fonction de n, de s et de t.

2

0
(b) Calculer pn

(1,1) et retrouver la valeur de cov(Z, Zs).



Moments factoriels pour la loi de Poisson (chap. 2,5,7,10)

Soit (Xm)zem une famille de variables aléatoires a valeurs dans N définies sur le méme espace
probabilisé (2, A, P), telle que, pour tout réel = > 0, X, suit la loi de POISSON de parametre .

Xy
Q1. (a) Pour tout z > 0, déterminer I'espérance et la variance de X, et de Z, = —.
x
(b) On définit les polynomes :
k—1
Hy=1 et VEeN, Hy(X)=[[(X-i)=XX-1)--- (X —k+1).
i=0

Pour tout k& € N, montrer que la variable aléatoire Y, , = Hy(X,) admet une espérance

qui vaut E(Y, ;) = =

n?"
Q2. (a) Pour tout z > 0 et tout r > 0, justifier que la série Z —|x” converge.
n

n=0 ’
+00 n’
On notera S,(x) = Z gx”
n=0
(b) Pour tout z > 0 et tout r > 0, montrer 'existence de E((Z,)") et l'exprimer a 'aide
de S, (z).
(c) Soit N € N*. Montrer qu’il existe des réels ay,...,ay tels que

N
ay =letVe >0, (X,)V= Zaka,k'
k=0

En déduire que : lim E ((Z,)") = 1.

T—+00

Q3. (a) Montrer que : lirf P <|Zx -1 > x‘%) -
Tr—r+00

e

(b) En déduire que : lim P (Zz >1- a:_%> = 1.

r—-+00

Q4. Pour tout r > 0 et tout réel z > 1, montrer que :
(1 - gf%) P (Zx >1- af%) < BE((Z.)).

Q5. Soit r > 0. On pose N = |r] et s =7 — N.
(a) Montrer que : V¢t >0, t*<s(t—1)+1.
(b) En déduire un majorant de E((Z,)") qui ne dépend que de s, E((Z,)N*1) et E((Z,)V).
(c) En déduire que : S.(z) ~ z"e”.

T—+00
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Q1.
Q2.

Q3.

Q4.
Q5.

MATHEMATIQUES

Sujet de révision pour les écrits — indications

Reconnaitre une loi usuelle. Vérifier que I'on sait la justifier précisément.
(a) Reconnaitre une loi usuelle.

(b) Utilise la formule de variance d'une somme.
rappeler le lien entre indépendance et covariance.

(c) Se rappeller 'exemple foindamental de la loi de Poisson.

Pas facile : expliciter I'"évenement (Z; = i) N (Z2 = j) a l'aide des familles d’évenements
(Xk =0), (X =1) et (Xy > 2).

Si 'on n’y arrive pas on peut sauter la questrion car le résulta est fourni.

Utiliser le théoreme de transfert pour un couple.

0 f
0sot

Faire le calcul de (1,1) de deux manieres différentes.

QL.

Q2.

Q3.

Q4.
Q5.
Q6.
Q7.

(a) Il faut connaitre I'espérance et la variances des loi usuelles, et penser a utiliser les
propriétés algébriques de 1'espérance et de la variance.

(b) Par théoreme de transfert, on se rameéne & un probleme convergence et de somme de
série.
Utiliser un DSE usuel.

(a) utiliser une méthode qui permet de montrer qu’une série converge sans calculer sa
somme (comparaison, d’Alembert,etc. )

) Par théoreme de transfert, on se rameéne a la question prédédente.
(c) Remarquer que la famille (H;)o<j<n est échelponnée en degrés...
(a) Utiliser une inégalité probaliste classique.

(b) Par théoreme d’encadrement.

Utiliser une inégalité probaliste classique.

Utiliser un argument de convexité.

Utiliser une propriété analytique de ’espérance.

Question de synthese.
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MATHEMATIQUES

Sujet de révision pour les écrits — corrigé

SOLUTION DE L’EXERCICE 1

Q1. La variable Z; compte le nombre d’événements (X; = 0) réalisés; ces éveénements sont

1 1
indépendantes de probabilité —n. Donc Z; suit la loi binomiale | B (n, —).
n

)

De méme, on obtient : | Zy ~ B (n, %)

Q2. (a) La variable T}, compte le nombre d’événements (0 < X; < 1) réalisés; ces évenements

2 2
sont indépendantes de méme probabilité —n. Donc |T,, ~ B (n, —).
n

9

(b) On utilise alors la formule suivante : V(Z; + Z5) = V(Z1) + V(Zy) + 2cov(Z1, Zs).
2

Or:V(Zl—I—ZQ):nxﬁ(l—%) etV(Zl):V(Zg):nx%<1—%>.

Dongc, apres calcul, on a : | cov(Zy, Z3) = —%.

Comme la covariance n’est pas nulle, |les variables ne sont pas indépendantes. ‘

¢) On a vu en cours que si X,, ~ B(n avec np, — A alors :
(c) q n (n, pn) Pn

lim P(X,=k)=PY =k)avecY ~P(A).

n—+o0o

e 22k

Dongc, en refaisant comme dans le cours, on obtient ici : | lim P(T, = k) = o
n—-+4oo !

Q3. Soit i et j deux entiers naturels appartenant a [0,n] avec j < n —i.
L’évemement [Z; = i] N [Zy = j] est réalisé si et seulement si parmi les variables X, ..., X,,
1 d’entres prennent la valeur 0, 5 autres d’entre elles prennent la valeur 1 et lesn — j — 1
restantes prennent une valeur supérieure ou égale a 2. Si on note :

P(i,j) ={,J,K)e[1,n]* | TUJUK =[1,n], I,J, K disjoints et |I| =1, |J| =j},
on a donc :

P([Zy =1i]N[Z2 = j])

P= ( U (ﬂ(XT :0)) N (ﬂ(xs = 1)) N (ﬂ(xt > 2))
(I,J,K)eP(i,j) \rel seJ teK
= >y P ((ﬂ(xr = 0)) N (ﬂ(xs = 1)) N (ﬂ(xt > 2))) (incomptabilité)
(4,5)

(I,J,K)eP rel seJ teK

1\ /1Y’ 2\" " L ,
= Z — — 1—— par indépendance et loi des X;
n n n




Q4. (a) Par théoreme de transfert pour un couple, on a :

R0 )
GO -
- (’Z) (%) (% 1 %)n (formule du binome)

(b) En partant de la définition de f, on a :

B =3 Y P = 1 =)

i=0 j=0

82

Donc : 5 ‘aft(l, 1) =YY gidP([Z1 =N [Z; = j]) = E(Z1%,), par théroreme de
s

transfert pour un couple.

t—2\"
Par ailleurs On calcule donc 01 o f,, (1, 1) a partir de I'expression f, (s, t) = (1 + L) :
n

n—1

O12fn(s,t) =

n—1< s+t—2
14—
n

n—2
> — 81,2fn(1, 1) =

n

n—1

On en déduit que : E(Z12,) = -
Or par la formule de KOENIG-HUHGENS, on a : cov(Z1, Zy) = E(ZlZQ) —E(Zl)E(ZQ).

n—1

En remplacant, on retrouve bien : E(ZIZQ) =




SOLUTION DE L’EXERCICE 2 (EXTRAIT DE MINES-PoNTs PC-PSI 2019, Mo-
DIFIE)

Q1. (a) D’apres le cours | B(X,) = V(X,) = z.
On en déduit | E (Z,) = 1| (lindarité de espérance) et |V (Z,) = 5V (X,) = 1.

xT

(b) D’apres le théoreme de transfert et 'expression de la loi de POISSON :

+0o n—k

E (Y.x) :Zn(n—l)u-(n—k—l—l)P(Xx:n) = aFe

iNg
3| 8
=
I
8
ol

s 2 n 2 n
Q2. (a) CommenT:o(Q”),ona:Ogn—x”:n—><(:U) =0 (22) :
n! 2n n! n!

(22)"
n!

d’ou le résultat par ‘théoréme de comparaison, | puisque la série E converge.

Autre idée : par la regle de d’Alembert.

(b) D’apres le théoreme de transfert et la question précédente :

n —X

ez -2 ((2)) - (@) - St - Cs .

(c) Comme |la famille (H;),_._, est échelonnée en degré, | c’est une base de Ry[X]. Dans

0<y<

N
cette base on écrit XV = Zaka; ol le terme de degré N de la somme est a, X",

k=0
donc ay = 1.

Ainsi, en substituant X par X, par linéarité de I'espérance, et d’apres la question 1.b.
on a :
1 1 al 1 & al
E(ZN) = $—NE(X§) = ~E (Z aka(Xx)) = S aE(Yer) =) apat N
k=0 k=0 k=0

——ay = 1.
Tr—+-+00 N

Q3. (a) Comme Z, admet une variance, |I'inégalité de BIENAYME-TCHEBICHEV | donne, pour

_1
E=T 3 :
V(Za)

X

IP’<|Z,E—E(Z$)| > x—%) < et donc ]P’(|Zw— 1| >x—%) <5 — 0
Tr—+00

8
W= =

3
(b) Comme (Z, <1—¢) C (|Z, — 1| = ¢), la croissance de P donne :

1—P<\ZI—1|>x_%><1—P<Zz<1—x_%>:P<Z$>1—x_%><1.

Donc par théoreme d’encadrement, avec Q3. a, on a lir}rl P (Zw >1-— x’%> =1.
T—r+00

Q4. Comme z > 1,

donne :

I'inégalité de MARKOV‘ pour Z," (ou Z, > 0), avec a = (1 —x




Q5.

(a) Comme s € [0, 1], ‘la fonction t — ¢° est concave,‘ donc en dessous de sa tangente au
point d’abscisse 1 qui a pour équation y = s(t — 1) + 1.
(b) On en déduit Z8 < s(Z, — 1) + 1, donc Z7 < sZN* + (1 — 5)ZY, donc :

B(Z]) < sE(ZX) + (1 - $)B(ZY).

(c) D’apres Q4. et Q5. a, on a:

Wl

(1 - x’%)TP (zx >1- 2" ) < B((Z,)) < sE(ZVY + (1 - s)E(ZM).

Quand z tend vers +o00, le minorant tend vers 1 (cf. Q3. b) et d’apres la question 2c,
le majorant tend vers s + (1 — s) = 1. Donc par encadrement F((Z,)") tend vers 1, ce

qui d’apres Q2. b donne bien : | S,(x) ~ a"e".

T—>+00




