Lycée MICHELET, classes de PC* et PSI année 2024-2025

MATHEMATIQUES

Corrigé du devoir surveillé n°7 SUJET STANDARD

SOLUTION DU PROBLEME A (CCP PC 2011, EPREUVE 2, PARTIES I ET II1)

Q1.

Q2.

Q3.

Q4.

Q5.

Convergence simple sur R de Zun :

2|z|
n2m2

Pour tout z réel, on a :|u, (x)| <

Comme la série de RIEMANN E —5 converge, par | théoréme de comparaisons pour les séries,
n

la série E uy, converge absolument, donc elle converge simplement sur R

Convergence normale de E Up *

Pour tout z € [—a,al, on a | |u, (z)| < 52'31‘2 <

ol le majorant ne dépend pas de x.

- 1
Comme la série de RIEMANN g —5 converge,
n

la série Y u,, converge normalement sur [—a, al. ‘

2
Ona: > SR
s sup un (2)] > (1) =

Puisque la série de terme général i

2 - P . ..
ey diverge alors par théoreme de comparaison la série

>l g diverge i.e. ’1& série Y u, ne converge pas normalement sur R. ‘

1
Autre méthode : 1'étude des variations de u,, montre que : sup |u, (z)| = |un(£nm)| = —.
z€R nm

Donc la série E sup |u,| diverge (série harmonique).
R

Continuité de U sur R :

Cela découle directement du |théoreme de continuité sous le signe Z puisque :

e les fonctions u,, sont continues sur R;
e > u, converge normalement, donc uniformément, sur tout segment de [—a,a] de R (cf. Q2. )
Ainsi U est continue sur [—a, a] pour tout a > 0, donc sur R.

Primitive qui s’annule en 0 de la fonction u, :

| s dt =[]+ %] Jo = In (o + 02) — In (202) = |In (1+ 1225,
0 T

Convergence simple sur R de Zvn :

D’apres ’équivalent | In(1 ~ tout x réel 10 < ~ 5.
apres I'équivalent | In(1 + ) o W | pour tout z réel, on a 0 < vy () oo PET

R - 1 : T
D’apres la convergence de la série de RIEMANN g —, par ‘th. de comparaisons pour les séries,
n

la série de terme général v, (z) est convergente i.e. la série > v, converge simplement sur R.



Q6. La fonction V est la primitive qui s’annule en 0 de la fonction U :
Cela découle directement d’un ’théoréme de dérivation terme a terme‘ puisque :
e les fonctions v, sont de classe C! sur R;
e la série Y v, converge simplement sur R;
e la série > v/, = > u, converge normalement, donc uniformément, sur tout segment [—a, a.
Donc la fonction V est de classe C! sur tout segment [—a, a], donc sur R et :
+oo
Vo eRV (z) =Y un(z) =U ().
n=1
+00
De plus V (0) = > v, (0) =0, donc ‘ V est la primitive de U qui s’annule en 0. ‘
n=1
Q7. Convergence simple et limite de la suite (p,), .y sur R :
la suite (pn(7)),cn converge (suite nulle).
la suite (pn(z)), ey converge si et seulement si la suite <pn(x)) converge; comme
z neN
cette derniere supérieure ou égale a 1; c’est encore équivalent a la convergence de la suite de terme
général :
pa(2)\ _ \
1 - = .
n < . > Z vg ()
k=1
Il y a bien convergence d’apres la | convergence de la série Zvn () (cf. Q5)|et on a :
x
Vz € R, p(z) =xexp(V(z)) = xexp </ U(t) dt> .
0
Q8. Limite de h(z,t) quand t — 07 :
D’apres les équivalences sinu ~ wu et e —1 ~ wu, comme limxt = 0, pour tout x > 0, on a :
u—0 u—0 t—0
sin (tx zt z
exp(mt) —1t>0 7wt 7 t—0+ v
Q9. Dérivabilité et dérivée partielle de h par rapport a x a tout ordre :
sin (tx
Pour tout ¢t > 0, la fonction z — ((t))l est de classe C* sur R comme quotient d’une fonction
exp (mt) —
C> (par composition) par une constante. Donc h possede des dérivées partielles par rapport a x a
tout ordre et en tout point de R x |0, o0/
Par récurrence évidente sur n > 0 on a :
2™ (—1)™ sin (tz
(=1) (tz) sin=2m
onh exp (mt) — 1
.
v 2t (—1)" cos (tz) .
sin=2m+1
exp (mt) — 1
Q10. Intégrabilités sur |0, +oo] :

e les trois fonctions sont clairement ‘continue par morceaux sur |0, +0o0], ‘

et méme sur [0, 00| pour la derniere.

° t — h(z,t) est intégrable en +oo car prolongeable par continuité d’apres Q9. ;
" tn tn_l

et de méme pour t — car ~

exp (mt) — 1 exp(mt) —1t=0 7

2



1 .
o ona:| |h(z,t)] < () =1 < exp (—7t), |exp (—t) sin(tz)| < exp (—7t),

S e~ 2te” 8t =0 <e*%t) ,
exp (mt) — 1| t—+oo 7)—’

o(1
d’ou l'intégrabilité en +oo par ‘ théoreme de comparaison‘ car l'intégrabilité de t — exp (—at)

est connue pour o > 0.

et

1
Remarque : en +o0o on peut aussi conclure par la régle de Riemann puisque exp (—at) = o (tQ) .

Q11. La fonction f est de classe C™ :

Utilisons le | théoréme de dérivation n fois sous le signe [ | pour tout n € N* :

e pour tout t, la fonction x +— h(z,t) est C™ sur R d’apres Q9. ;

e pour tout € R la fonction ¢ — gi—ﬁ (x,t) est continue par morceaux sur |0, +00| (cf. expression

trouvée en Q9. );

e pour tout x € R et tout p € [0,n — 1], la fonction ¢ — g%} (z,t) est intégrable sur ]0, +oo[ car

continuité par morceaux et d’apres la domination qui suit (en remplacant n par p).
e Domination : V (z,t) € R x R* | 27 (a:,t)} < exp(irﬁ =p(t)
avec ¢ qui ne dépend pas de z et est intégrable sur |0, +oo[ (cf. Q10. )

Ainsi le théoreme s’applique et donne que la fonction f est de classe C" sur R et que :

+oo

»

Vo e R,Vp e {1, ...,n},f(p) (z) = % (z,t) dt.
0

Comme ceci est vrai pour tout n, la fonction ‘ f est de classe C* ‘ sur R et 'on a :

oo
(—1)™ 2mH cos (ta)

+
dt et fE™H (z) = /
0

OO(—l)m 2™ sin ()

Vo € R,Vm e N, @™ (z) = / dt.

exp (mt) — 1 exp (mt) — 1

Q12. (a) On reconnait la somme d’une ‘Série géométrique‘ de raison ¢ =e ™ €] — 1,1[,| car t > 0.

Ainsi :
+
fexp(—nmf) _ exp(—mt) _ exp(mt) " exp(—mt) _ 1 .
— 1 —exp(—nt) exp(nt) 1—exp(—nt) exp(nt)—1
(b)
Cnrttite 1t
/+oo e—mrt-i-imdt _ |: e nmt+itx :| ——+00 o 1 car ‘e—nrrt—&-it:r‘ _ e_mrt
0 —nm+ir |- —nT + 1z t—+00
+o0 00 . 3
d’ou / exp(—nmt) sin(tz)dt = Im (/ e_"m+lmdt> =Im <n7r+1372>
0 0 [nm — izl
B T |1
= rEra? |2

(¢) Appliquons le ‘ théoreme de convergence dominée ‘ avec la suite (t — hp(z,1))n>1 (pour z fixé) :

e il est clair que, pour tout x, la fonction ¢ — h,(z,t) est continue par morceaux sur |0, +00|;

e (convergence simple) : d’apres Q12a, pour tout ¢ > 0, on a hy(z,t) o h(z,t);



e il est clair que, pour tout z, la limite simple ¢ — h(z,t) est continue par morceaux sur
10, +o00[;
e (domination) : pour tout n € N*, et tout t > 0 on a :

n

hp(z,t) = Z [exp(—t)]* sin(tz) = exp(—wt)m sin(tx)
k=1
sin(tx)

= (1 — exp(—nmt)) ot _ 1

€l0,1]

sin(xt)
S [< Tt

et d’apres QlO,‘ t — h(x,t) (qui ne dépend pas de n) est intégrable sur |0, +ool. ‘

Donc | |hy(x,t)|| = (1 — exp(—nmt))

donc d’apres le théoréeme de convergence dominée :

+o0 +o0
flx) = /0 h(z,t)dt = lim hn(x,t) dt.

n—-+o00 0

(d) Par linéarité de l'intégration, puis avec Q12b, on a :

n

~+o0 n ~+o00 1
/ hn(x,t) dt = Z/ exp(—kmt) sin(tx) dt = —ug(x)
0 0 2
k=1 k=1
. : . 1
Ainsi, en faisant tendre n vers +oo, pour tout = € R, on obtient | f(z) = §U(x)




SOLUTION DU PROBLEME B (CC-INP PSI, 2019, PROBLEME 1)

Q1.

Q2.

Q3.

Pour tout p € N* utilisons de ‘ théoreme de dérivation terme a terme p fois d’une série de fonction

- . P k(11— "k ik
avec la série de fonction de terme général x — uy(z) = e *(1-k2) = o=heik"z,

e Chaque fonction uy, est clairement ’de classe CP sur R. ‘

e pour tout j € [0,p], on a u,gj)(x) = (ik?)PeFeR*T Donc |u,(€])(x)\ = k%Pek,

Or k%Pe~* ne dépend de z et par croissances comparées, on a k2Pe™* e o) (k%) .
—+00

1 .
Comme la série de RIEMANN Z 72 converge, on en déduit que la série de fonction Zu,(j )

k
converge normalement sur R

En particulier (pour se mettre exactement dans les hypotheéses du cours) les séries Zu,(j )
k

convergent simplement sur R pour tout j € [0,p—1] et Z ul(f ) converge uniformément sur R.

k
+00 +o00 Ly
Ainsi g = Zuk est de classe C? et Pon a : |Vk, Vz € R, ¢ (z) = Z(ikQ)pe*kelk .
k=0 k=0

Ceci est vrai pour tout p, donc ’ g est de classe C*. ‘

+o00o

Soit p € N. D’apres ce qui précede,
+oo

‘g(p)(o)‘ =P 3 ke k S ke k| = 3 k2R,

k=0 k=0 k=0

car tous les termes de la somme sont positifs. Justement, puisqu’ils sont tous positifs, la somme est
plus grande que chaque terme donc que le terme correspondant a k = p par exemple. Ainsi,

+00

9% (0)] = p*e”

D’apres la question précédente, et comme p! < p?, on a :

() 2Pa—P|p|P P
gP(0) | pPe Pl p—p _ (Pl :
o xP| > ol > (plz|)Pe™ = . m—FOOSlﬂJ#O.
. pPe? "
Donc la série Z ol P diverge grossierement pour tout x # 0, donc son rayon est
2pa—p
s N . . (p) e
Autre idée : d’apres la question précédente, on a ’g z;,(o)‘ > b '
. P!
P . p_» = , R g®)(0)
Donc par ‘ théoreme de comparaison sur les séries entieres ‘le rayon R’ de la série entiere Z ' x?
p!
2po—P
est majoré par le rayon S la série entiere Z b ' zP.
p!
——
=up

Comme u,, # 0 on calcule S par la ‘ régle de D’ALEMBERT pour les séries entiéres‘ :

u 1(p+ 1)+ 1 +1)? 1 1\*
’n+1|:7(p ) :e(p+1)(19):e(p+l) 1—1—5

+ o0,

|un‘ e p2p p2p n—-+o0o

p P
car classiquement, on a (1 + %) e © (puisque (1 + %) = ePIn(1H1/P) et In(1 4+ 1/p) ~ 1/p).

Donc § = 0. Ainsi 0 < B/ < S =0 i.e. [R =0.]
La fonction g n’est pas développable en série entiere au voisinage de 0 :
Car si c’était la cas elle serait égale a la somme de sa série de TAYLOR au voisinage de 0.

Ce n’est pas le cas car on vient de voir que cette série de TAYLOR diverge en tout point (sauf 0),
donc ne converge sur aucun voisinage de 0



t(1—itx)

Q4. Pour z € R fixé la fonction (z,t) — u(z,t) = e~ est continue sur R*. De plus :

|U(ZL‘,t)| _ |e—t(1—itac)| _ |e—teit2:v| — e t.

“+oo
Par ailleurs on sait que l'intégrale / et dt converge.
0

Ainsi | intégrale f(x) converge absolument, donc converge.‘

Q5. Pour tout p € N, la fonction t — tPe ™t est continue sur R™ (il n’y a donc pas de probléme d’existence
de l'intégrale qu’en 4+00). Et par croissances comparées, on a :

12 x tPe™t = tPt2e~t
t——+oo

Donc|tPe ™t =0 (t%) Or la fonction ¢t +— t% est intégrable sur [1, +o0], donc par ‘ théoréeme de comparaison

la fonction t — tPe™t est intégrable. Donc .

Relation entre I'), et T');; :

u’(t) tP u(t)—p}rltp"'l

v(t) = V() = —e!
u et v sont bien de classe C!, u'v est intégrable sur R et [uv]aroo = 0 puisque u(0) =0 (p+1 > 0)
et uv e 0 par croissances comparées. Ainsi :

On réalise sur I',, une ‘ intégration par parties‘ en posant :

1 T 1t 1
r,= ﬁ i tPHla=t g — ﬁI‘pH donc [I'y1q1 = (p+ 1)Fp

Remarque : on aussi montrer par récurrence sur p > 0 que I',, existe, ot I'initialisation est le calcul de
g et 'hérédité est 'intégration par parties — ce qui évite d’avoir a utiliser un th. de comparaison.

400
Q6. Ona:I'y= / e tdt = [—e*t}aroo =1,

0
D’apres la relation précédente, par récurrence facile (ou par calcul de produit), on en déduit que,

pour tout p € N, .

Q7. Pour tout p € N* montrons que f est de classe CP a l’aide du
‘théoréme de dérivation p fois d’une intégrale a paramétre‘ avec u(z,t) =e

—t(1-itz)

e Pour tout ¢t € RT, la fonction x — u(x,t) est de classe C* donc CP sur R.

e Pour tout z réel et tout k € [0, p] la fonction ¢ g%j(:c,t) = (it?)*u(x,t) est continue par
morceaux sur RT.

e Pour tous z réel et tout t > 0, on a : %(m,t)‘ = | (it*)Fu(w, t)| = t2Fe ™,

et t — t?*e~! ne dépend pas de x et est intégrable sur R (d’apres Q5).

—+o0 )
Ainsi f est de classe C? sur R et, pour tout k, on a : | f*) (x) = zk/ {2he—t(—itz) gy
0

Comme ceci est vrai pour tout p, f est de classe C*°.

Q8. Rayon de convergence :

“+oo
D’apres Q7 puis Q6, pour tout p € N, on a : f(p)(O) = z'p/ tPetdt = iPT'9p = 1P (2p)!|,
0

(»)
! Z;!(O) = 2p = 0 . On utilise la régle de D’ ALEMBERT pour les séries éntieres :

Posons a, =

lap1] _ 2 +1)'p!
lagl — (2p)(p+1)!

Ainsi la série entiere > 1 (O)xp est de rayon

p=0
La fonction f n’est pas développable en série entiére au voisinage de 0. :

Méme raisonnement qu’en Q3.




1

5 conviennent.

Q9. On met tout au méme dénominateur et on voit que |a = % et b=—

Q10. La fonction ¥ est bien définie et C*° sur R puisque x est réel et ne prend donc jamais la valeur 7.
Montrons | par récurrence sur p > 0 ‘ la relation :

H(p):< Yz e R, | TP (g _ e
(») @)= =
e Initialisation : pour p = 0, on doit montrer que pour tout z réel, ¥(x) = ﬁ ce qui n’est

rien d’autre que la définition.

e Hérédité : soit p € N tel que H(p) est vraie. Montrons que H (p+ 1) 'est aussi. On sait donc

que pour tout z réel, U (z) = (fc__li);ﬁ!l. En dérivant cette égalité il vient Vz € R,

d_(~1pp (=17 (p+ 1)

= (1P (i) = —(p41) (1Pl (—i) ) =

Gt () = -
T

d (x — i)pF1 (x —i)P+2

donc H(p+ 1) est vraie.
Q11. Soit p € N. D’apres Q9, pour tout x réel,

e = & (00~ 1= (99019700 - (20—

SO(P)(J:) _ (=1)Pp! 1 . 1
! 2i (x —i)ptl (x4 4)pH]
On a utilisé le fait que dériver puis conjuguer revient au méme que conjuguer puis dériver.
Q12. » Soient p € Net x € R. Notons z = (z +i)PTL. Alors

|(z + P — (- i)pﬂ‘ = |z —z| = |2ilm(z)| = 2 |Im(z)| < 2|z| (inégalité bien connue)
1

P+

Mais |2| = |(z +i)PH| = |z +i[PT = V1 T2t = (1+2?) 7 . On adonc

pt+1

[(z+ )P — (z— )P < 2(1+27) 2

» On suppose désormais z # 0. Alors, d’apres Q11,

‘ (p)( )‘ (_1)pp! 1 1 p! 1 1
€T = — —_ — —
Y1 2% (.Z‘ _ Z’)P+1 (1; + Z’)P+1 2 ($ _ Z’)p+1 ($ + Z')p+1
pt+l
PP @ P pl |kt - et _pl2(14ae?) Tl
2| @it @ttt | T 2 (1+22)pH! A R e

Mais 1+ 2?2 > 22 > 0 donc (1 +x2)% > (x2)% = zP*1 > 0 donc

o] < s

Q13. Soit a € R. Pour z réel, po(x) = p1(az).
En dérivant p fois pour p € N, on a facilement gogp) (x) = apgogp) (ax) done, si x # 0 et a # 0,

! |
= lo] |0 ()| = o *! [ (0)| < o™ s = |

(p)
ed () oz |ptL |2 |ptL

o

d’apres Q12 que 'on peut appliquer puisque ax # 0.

Si @ = 0 cette inégalité reste vraie puisque le membre de gauche est nul et celui de droite est positif.



Q14. Soit n € N fixé.
On remarque que pour z réel, u,(z) = apz™@q, () = 0(2)pa, (x) en notant 6 : x — a,x".

0 et @,,, sont de classe C'* donc u,, aussi et par la ‘ formule de LEIBNIZ ‘, pour p € Net x € R,

@) =3 (P)o @) 9 ()
kz_o<k-> 7

On suppose maintenant p < n. Alors si k € [0,p], k < n donc 8% (z) = an(nﬁi!k)!x"*k d’ou

@ =an 3 (V) )

k=0

Q15. » Soient n > 0 et p € [0,n — 1]. p < n donc on peut appliquer la question précédente ce qui donne

bien u(p)(O) = 0| puisque dans la somme, k < p < n donc n — k > 0 donc 0" % = 0.

n

» Puis, pour p = n, tous les termes donnent 0 comme avant sauf le terme pour £k = p = n qui

donne a, (Z)%!!‘Pan (0) = apn!. Ainsi, ugl”)(O) =nla,

Q16. [question assez technique]

Soient n € N*, p € [0,n — 1] et x € R. D’apres Q14 (que 'on peut appliquer puisque p < n) et la
définition de ay, :

ulp) (@) P(a)

Z( ) ikl ol

k=0

p
_ | (P)
‘mkz:o@m—k el

(p—k)!

D’apres Q13, |y, goan )(x)’ < T donc

‘x’p—k—l—l

P ! Vn! — k) P11
(p) < p: n: n—k (p MNP B B U -
m)’\gk!(p—k)!(n_k)!””‘ nllel" R

1 n
Mais Zk'n— '_n'zk'n— ! an() nk0<Z>

puisque tous les coefficients du binéme sont positifs.

Or > (1) = ()1F1" % = (1 + 1)" = 2" par la formule du binéme donc

|x’n p—1

Vn!

pl2"




Q17. On utilise le‘théoréme de dérivation terme & terme p fois (pour tout p) sur [—a,a] (pour tout a > 0) : ‘

e il est clair que ‘un est CP pour tout n‘ (car C*);

e Pour tout k, d’apres Q16, pour tou = € [—a,a] on a :

®) ’x‘nfpfl n—p—1 ®) n—p—1
Uy (55)‘ < WP! "< i p!2" donc [[uy” |0 [~a,a) < o pl2".
=In

Le majorant z, ne dépend pas de x (c’est ici que l'on voit qu'il fallait travailler sur [—a,a]
pour majorer |z|).

De plus x, >0 et :
Tnp+1 2a

= - 0,
T, A /n + 1 n—+oco

Donc la série Z x, converge (régle de d’Alembert).
(p)

Ainsi la série de fonctions > uy
n=0

converge normalement sur tout segment [—a, al.

En particulier E u,(cp ) converge uniformément sur [—a, a
k

et les séries Z ug ) (7 € [0,p —1]) convergent simplement sur [—a, a].

k
“+oo
Ainsi U = Zuk est de classe CP sur [—a,a] pour tout p et tout a > 0 , donc elle est C* sur R,
k=0
Pon a: |Vk, Yz € R, UP Zu
Q18. La question précédente montre que pour tout p € N, U® Z u

» Sin>1, u,(0) =0 donc

= > un(0) = uo(0) = [ag]

n=0

» Soit p > 1. Si n > p alors u%p) (0) = 0 d’apres Q15 donc

00 p—1 p—1
U@ 0)|= Z ulP)(0) = Z ulP)(0) = Z u®)(0) + uép) (0) = Z u?) (0) +pla,
n=0 n=0 n=0

toujours d’apres Q15.




Q19. [question plus difficile]

Soit (by)pen une suite réelle. On va montrer comment construire une suite réelle (a,)yen telle que
la fonction U définie précédemment (qui est bien indéfiniment dérivable) vérifie pour tout p € N,
U®)(0) = b,.

Les a,, seront construits petit a petit, par récurrence.

» Tout d’abord, la question précédente montre que si ’on prend ag = by alors on a bien | U(0) = by
(en supposant que 'on a construit U).

» Regardons maintenant pour a;. Si U existe, la question précédente donne U’(0) = uy(0) + a.
up a déja été choisie au moment ol I'on a posé ag. Ainsi, il suffit de prendre a; = by — u((0) pour

garantir que | U’ (0) = by |

» Regardons ensuite pour ag. Si U existe, la question précédente donne U”(0) = ug(0) +uf (0) +2as.
ug et u1 ont déja été choisies au moment ol 'on a posé ag et aq. Ainsi, il suffit de prendre ay =
1 (by — ufj(0) — uf(0)) pour garantir que |U”(0) = by |.

» On construit donc par récurrence la suite (a,) de la maniére suivante : on pose ag = by puis,

pour p > 1,
1 =
ap = — | bp — Z uP) (0)
p: n=0
ou ug,...,up—1 sont bien définies par ao,...,a,—1 qui ont déja été construits.

La fonction U correspondant aux (ap) vérifie alors

U est C* et Vp € N, UP(0) = b,

On a donc démontré le théoréme de BOREL.
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