PSI et PC* DS7 bis le 12 février 2025

durée 4h. Le sujet comporte 4 pages
| Les calculatrices sont interdites |

e Les solutions devront étre présentées dans I’ordre de 1’énoncé (quitte a laisser des blancs pour compléter
plus tard), rédigées avec une encre foncée.

e Ce qui est écrit sur une page ne devra pas dépasser sur la page située a coté.

e Chaque fois que le résultat d’une question précédente sera utilisé (ce qui est possible méme si la question
n’a pas été traitée), le numéro de cette question devra étre mentionné clairement

e Les théorémes utilisés devront étre mentionnés explicitement et leurs hypothéses seront mentionnées, et,
si nécessaire, vérifiées avec soin. Les solutions doivent étre rédigées de maniére claire, compréhensible et
rigoureuse ; il en sera tenu le plus grand compte dans la notation finale.

e Les résultats seront encadrés.

Le sujet est consacré a la formule sommatoire de Poisson et I’étude de quelques propriétés de dérivabilité de
la fonction R : R — C définie par:
sin(n’r)

Ve € R, R(z) = i

2
n
n=1

Notations

e On note |z] la partie entiére d'un réel z.

e S0it (uy,)nez une famille de nombres complexes indexée par ’ensemble Z des entiers relatifs. Dans le cas ou
les séries ), g un et Y, o  u_, sont toutes deux convergentes, on pose :

o0 o0
E un:E un—l—g U_p,.
n=0 n=1

nez

I. Préliminaires
On établit dans cette partie quelques résultats utiles dans la suite du probléme.
Q 1 Montrer que la fonction R est bien définie et qu’elle est continue sur R.

+oo sin(z?
0 Smx(f )dz est convergente.

Q 2 Montrer que l'intégrale

Dans la suite du probléme, on admet que
+00 2
sin(z T
/ #dm =4/=.
0 T 2
Soit f : R — C une fonction continue par morceaux et intégrable. On pose

400
flz) = f(t)e ™ dt pour tout x € R.

Q 3 Montrer que la fonction f est bien définie, et continue sur R.

Q 4 On considére la fonction 0 : R — C définie par : ?x € R, 0(z) = exp(—2?).



~ x
a Montrer que 0 est de classe C' sur R et vérifie l’équation différentielle: y' = —5Y-

b En admettant que fj;o O(t)dt = \/, déterminer@(aj) pour tout x réel.

Q 5 Soit f : R — C continue sur R telle que, pour tout k € N, la fonction x — x* f(x) est bornée sur R.
Démontrer que la fonction f est de classe C*° sur R et que

~ -‘rOO
Vn €N, Vz € R, ()™ (z) = (—i)" / tf(t)e "t

e}

II. Etude de la dérivabilité de R en O

Dans cette partie, on considére une fonction f : R — C, continue et telle qu’il existe un réel C' > 0 tel que

|f()] <

e pour tout t € R.

On pose :
S(h) = hz f(nh) pour tout h > 0.

n=0

Q 6 Justifier lezistence de S(h) pour tout h > 0.

On fixe h > 0, et on considére la fonction

[ [0,400] — C
¢h'{ —an

Q 7 Montrer que, pour tous h €]0;1] et t € [1;+00[, on a

(pour x réel, |x| est la partie entiere de x).

C

| ()] < TN
Q 8 Justifier lexistence de [, ¢, (t)dt.
Q 9 Montrer que S(h) = f0+oo op(t)dt.
Q 10 FEn déduire que
S(h) — +°° f(t)dt quand h — 0.

0

Q 11 En déduire un équivalent de R(z) quand x tend vers 0 par valeurs strictement positives.
La fonction R est-elle dérivable en 0 ¢



III. Formule sommatoire de Poisson

Dans cette partie, on note Csy, ’espace vectoriel des fonctions continues et 27-périodiques de R vers C.
Si u est un élément de Cy,, on pose pour tout p € Z :

1 27 ]
cp(u) = —/ u(t)e "Pdt
0

2

On admet le résultat suivant, que ’on pourra utiliser sans démonstration dans toute cette partie :
si u et v sont deux éléments de Cy, qui vérifient ¢,(u) = ¢,(v) pour tout p € Z, alors u = v.
On considére une fonction f : R — C, continue telle qu’il existe des réels strictement positifs C; et Cs tels que

lf()] < pour tout t € R et |f(a:)| <

2
— 14222

1 +1t2 pour tout x € R,
On pose également

Zf (x + 2n7) et G(z Zf e™™® pour tout = € R.

nez neL

Q 12 Montrer que la fonction G est bien définie, 2m-périodique et continue sur R.
Q 13 Montrer que la fonction F' est bien définie, 2m-périodique et continue sur R.
Q 14 Soit p € Z. Montrer que ¢, (G) = 7 (»)
Q 15 Montrer que G = 27F.

En particulier, on a G(0) = 27 F(0), soit :

Q 16 Montrer que, pour tout réel strictement positif a, on a

> s = 2 F(27)).

ne” neZ

Cette égalité constitue la formule sommatoire de Poisson.

IV. Une application de la formule sommatoire de Poisson

1
Q 17 Montrer que si f : R — C est une fonction paire et continue telle que f(t) = O (t—z) ,
——400

alors il existe Cy; > 0 tel que : |f(t)] < pour tout t € R.

1
1+1¢2
Q 18 Soit u > 0.
a Calculer f pour f donnée par f(t) = e 1,
+o00 —9
1 m1l4e ™ 1
b En déduire que Z nZ 1 2 = %m - 2_152
Q 19 Soit ¢ la fonctzon définie pour h € R* par :
2
h)=——

1 —27u 1
Etudier la limite de ¢ en 0. En déduire lim Tote

(h(1+e") +2(1—€"),

w0+ 2ul — e 2m 2
400 2
1
Q 20 Montrer que g — = %
n
n=1



V. Etude de la dérivabilité de R en 7

On considére la fonction f : R — C définie par

Q 21 Montrer que f est de classe C* sur R.
Q 22 Etablir que f'(t) — 0 quand t — +o0, et que f" (t) = —4e™” + O(t™2) quand t — Foco.
Q 23 Montrer que l’intégrale I = fj;o ¢’ dx est convergente.

Q 24 Montrer que fj;o et eirtqt — e=i2*/4 5 [ ou I est lintégrale définie dans la question précédente.

~

Q 25 Montrer que f(x) = O(x™%) quand x — +oo.

On pose & présent

F(z) = Z €n2 pour z € R.

n=1
Q 26 En utilisant la formule sommatoire de Poisson, montrer qu’il existe des nombres complexes a et b tels que
F(z) = F(0) + av/x 4 bz + O(x*?) quand x — 0 par valeurs strictement positives.
Préciser la valeur de b, et exprimer a en fonction de I.

Q 27 Ezxprimer, pour v € R, F(m + x) en fonction de F'(4x) et de F(x).

Q 28 Déduire de ce qui précéde que la fonction R est dérivable en 7, et préciser la valeur de R'(m).



CORRECTION DS 7bis maths PSI PC*

(sujet mines PC 2019 adapté pour un devoir de 4h)

I I. Préliminaires

R 1 Posons, pour toutn € N*, f, :x € R— Smﬂ#
e Pour tout n € N*, f,, est deﬁme et continue sur R par opérations sur les fonctions usuelles.

e Pour tout n € N*| pour tout v € R, |f.(z)| =
fu(m/(2n%)) = 1/n?).

Or) s n% converge (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, - || fullee converge, donc ), -, fn converge
normalement, donc uniformément, sur R.

sin(n?x)
n2

< #, done || fulloo < # (il y a méme égalité car

+o00
e Par suite, R:x+— > f,(x) est définie et continue sur R.

R2ef:2— %fz) est définie et continue sur RY.

o () o~ i—i e 1, donc f est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable sur |0, 1].

e Pour tout x > 1, |f(z)| < x_lz

Orxw— $—12 est intégrable sur [1,+oo[, donc, par comparaison, f est intégrable sur [1,400].
+o00 sm(z

0 dx converge.

e [ est donc intégrable sur R7, donc, en particulier,

R 3 Soit g: (z,t) € R? — f(t)e"".

o Pour tout v € R, t — g(x,t) = f(t)e™ est continue par morceauzr sur R comme produit de fonctions continues
par morceauz.

o Pour tout t € R, x — g(x,t) = f(t)e™ est continue sur R (exponentielle...)

e Pour tout x € R, pour tout t € R,

lg(@, )] = [F @)l e < |f(t)]
ou | f| est mtegmble sur R (car f lest).
° f T f g(z,t)dt est donc définie et continue sur R.

R 4 Ftude de 9:

a Appliquons la formule de de Leibniz: Vx € R, 0(z) = exp(—x?).

t2 —ixt

On pose g (z,t) = e e
1
(H,):Vz € R, t — g(x,t) est intégrable sur R car |g (z,t)| = e =0 (ﬁ) en +oo et —

(Hy) : Pour tout t, la fonction x — g(x,t) est dérivable de dérivée

ag —t? fzzt
9 (x,t) = (—it)e :

0
(H3) :Vn e N*, Vx e R, ¢t — 0_9 (x,t) est continue par morceauz (car continue) sur R.
T

0
(Hy) :Vn e N*, VteR, o — 29 (x,t) est continue sur R.
x

0 0 1
(Hs) :Domination de 8_g : a—g (x, t)‘ —te ¥ =0 (t_2> en 400 et —oo donct — te™" est intégrable sur R.
x x

Remarque: (Hy) et (Hy) peuvent étre remplacés par: Pour tout t, la fonction x — g(x,t) est de classe C'.

On en déduit que 0 est de classe C* surR et : Yz € R, 0 (z) = ij;)o —te et (.

1 2
P S gt
Intégrons par parties ce résultat avec u(t) = 2? ' (1) te o,
v(t) = 6*5’“”, V' (t) = —ixe !



/

ona 0(z)=i <[u ) v ()] + z%@m)) Oru(t)v(t)| = %etz —¢ 400 0 donc /H\l(m) = ——0(z).

b Il existe donc X € R tel que Yz € R, 0(z) = N5 et 6(0) = fj;o 0(t)dt = /7 donc 6 (z) = \/Te 7.

R 5 Utilisons le ’ la généralisation de la formule de Leibniz des intégrales a pammétres.‘

On pose g (x,t) = f(t)e ™"

(Hy) :Vz € R, t+— g(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur R. (car |g(x,t))|=| f (t)|)
(Hsy) : Pour tout t, la fonction x — g(x,t) est de classe C* et

mn

Vn € N, a_g (z,t) = (—it)"f(t)e 2™,

Ox
(H;):Vn e N*, Ve e R, t — 8_9 (z,t) est continue par morceaux (car continue) sur R.
l-n
an
(H4) : Domination de I .
ox"

n

0
Vo R, VEER, |5 (@,0)| = [ F(1)] = 0, (1),

Soit n € N. La fonction t — t" f(t) est continue par morceauz (car continue) sur R.

et t — t"T2f(t) est bornée sur R, donc |[t"f(t) = O(1/t?)| au voisinage de +o0.et —oc.

Comme t — 1/t? est intégrable au voisinage de +oo.et —oo, on obtient que t — t™f (t) est intégrable sur R par
théoréme de compamison.‘

On en déduit que J? est de classe C* sur R et :

400
Vn €N, Vo € R, f(")(x) = (—2)”/ t”f(t)e—ixt dt

—0o0

II. Etude de la dérivabilité de R en 0

R 6 Pour tout h > 0, pour tout n € N*, |f(nh)| < ML%Q < 77

Or 3 1 == converge (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, > nso [f(nh)| converge, donc ), - f(nh)

+oo
converge absolument, donc converge, ce qui assure l’existence de S(h) = hz f(nh).
n=0

R 7 Pour tout h €]0,1], pour tout t € [1,+o0[, on at/h > 1 et
t C

ool =1 (| 7]1)] = e

h (L] )" +1
C

(car pour tout x > 1, |z] > —1>0)

(=017 +1
. ¢C

t—h>t—1>0).
GohErl S GonEe1 (o = 2 0)

R 8 Soit h > 0.

¢y, est continue par morceaux [0, +o00[ car sur tout segment [0, +oc[ de R, ¢, a un nombre fini de discontinuités
(les éléments de hN N [a,b]) en lequelles il y a une limite réelle & gauche et a droite.

D’aprés la question précédente pour tout t > 1, et h €]0, 1],

C 1
(t—1)2+ % t—+00 (%)th t2’

| ()] <



donc ¢,(t) = O (%) .

t—-+oo
Ortw— t% est intégrable sur [1,+oo[ (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, ¢, est intégrable sur [1,+00].
De plus, ¢, est continue par morceaux sur le segment [0, 1], donc intégrable sur [0, 1].

¢, est donc intégrable sur [0,+o00[, donc, en particulier, fOJrOO ¢y, (t)dt converge.

R 9 Par suite,

+o0
¢p(t)dt = lim / ¢p(t)dt  (car Uintégrale converge)

0 n—-+00

(k+1)h
= lim ¢, (t)dt (relation de Chasles
h
k

n—-+o00

h
n—1  .(k+1)h "
- nETOOZ/ f ({EJ h) dt  (définition de ¢;,)
k=0~ kP
n—1  .(k+1) "
_ nETooZ/kh [ (kh)dt - (car ¥t € [kh, (k+ DAL, 3 € [k, + 1)

= lim Zh f(kh) (intégrale d’une constante)

n—-+o00

n— +oo
=h lim Z f(kh) = hz f(kh) (car la série converge)
0 k=0

n—-+00
= S(h).

R 10 On applique le théoréme de convergence dominée o paramétre continu:

e Pour tout h > 0, t — ¢, (t) est continue par morceaux sur Ry car f est continue sur R et |.| est continue par
morceaux sur R .

e Pour toutt € R, z — 1 < |x| < x, done, pour tout t € R,

t t t
—h=|[<— <|Z|h<Zh=t
S A PP

donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, limy, o L%J h =t, et donc, par continuité de f sur R, donc ent, on a

lim ¢,,(¢) = f(?),

h—0

et f est continue (par morceauz) sur R, .
e Pour tout h > 0, pour tout t € [0, 1],

EAGIES ‘f (H h)‘ < TO%M)Q <C,

et, pour tout t > 1, ¢, (t) < d’aprés la question précédente, donc

= 1+(t 1)2

C site|0,1]
OIS €y o0

donc ¢ est intégrable sur R, .
e D’ot, par convergence dominée, hlimo f0+°° o (t)dt = 0+°O f(t)dt.done, d’aprés une question déja traitée,
—t

+oo
lim §(h) = /0 F(t)dt.
7



sin(z?) . 0
R 11 Prenons f : x +— @? s?x# :

1 six =20
Sln$2

[ est continue sur R* et en 0 (car 35~ ~ i—z — 1= f(0)), donc f est continue sur R.

De plus, pour tout v € R,

f() sin(z?) < & siw €[=1,1] (car|sin(t)| < |t| pour toutt € R)
€Tr) =
2 T & sz >1
(1+;2)/2 =25 sixze[-1,1] (car pour tout x € [-1,1], 0 < (1+2?)/2<1)
<
1
o si|z| > 1 (car pour tout |z| > 1, 2 = & =14 1, <2)
1+z2
2
1422

De plus, pour tout x > 0, f(ny/z) = M donc 20 w) = V7' f(ny/T), donc

R(z) = Z sin(n’) Z VT f(ny/T) = Va (ff f(nﬁ)> —z (ﬁfﬂnﬁ) - \/Ef(0)>

_>\/17;£0
SRS
— [ fydt=y/mz 0

z—0t

N

e Par suite, comme R(0) = 0, Ho=O) _ R@) /55—, 100, donc R west pas dérivable en 0 (et la courbe

z—0 T
z—0t z—0
représentative de R admet une demi-tangente verticale en 0)

IT1I. Formule sommatoire de Poisson

R 12 Appliquons le théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions:
Posons, pour tout n € Z, g, : ¥ € R — f(n)e™®.

e Pour tout n € N, g, est continue sur R.

Pour tout n € N, pour tout z € R,

~

gn(@)] = | F)e™) = | Fln)| < —2

1+ n?’

Cy 1
< 1+n2 nHOJroo (n2) :
Or Y,.-1 2 converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Y., .. llgnll converge, donc

Y ns0 Gn converge normalement, donc uniformément, sur R.

donc [|gn |l

Go:x— Zgn(a:) est donc définie et continue sur R.

n=0
e Pour tout n € N*, g_,, est continue sur R.
Pour tout n € N*, pour tout x € R,

9on(2)] = | F—n)e ™| = | F(om)| < —22

ST
8



donc |g-nlloo € 125 = O (%).

1+n? n— oo \1?
Or 3,1 =5 converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, >, <, ||g-n|ls converge, donc
Zn>1 J_n converge normalement, donc uniformément, sur R.

A Z g-n(x) est donc définie et continue sur R.

o G = Go + G1 est donc définie et continue sur R comme somme de deux fonctions continues.
e Comme, pour tout n € Z, g, est 2mw-périodique, donc, pour tout x € R,

Gla+2m) =3 gule+2m) = 3 gal) = Gla),
nez neZ
donc G est 2mw-périodique.
R 13 Appliquons le théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions:
Posons, pour toutn € Z, f, : x € R — f(x + 2nm).

o Soit v € R.
Pour tout n € N,

& 1
@)l = 1f @+ 2nm)| < T oy done Jletm = O (F) '
Or Y ,»1 s converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Y, fn(x) converge absolument,

donc converge.
De méme, pour tout n > 1,

Ch 1
Fonla)] = | = 20m)| < o done fx—2m) = O (n_)

Oory . - # converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Y, -, f-n(x) converge absolument,
donc converge.

Par suite, Y, o fo(z) €t 32, o1 f-n(®) convergent, donc F(x) =3 _, fu(x) existe.
e Pour tout x € R, pour tout n € Z,

Falw+27) = fla+ 207 +27) = f( + 20+ D)) = fura (0).

donc F(x+2m) =% o, flx+21) =" 7 for1(2) = > icz fo(x) = F (), donc F est 2m-périodique.

en posant j =n+1
e Comme F est 2n-périodique, F' est continue sur R si et seulement si F' est continue sur [0,2x]. Or :
e Pour tout n € N, f,, est continue sur [0, 27].
e Pour tout n € N, pour tout x € [0, 27],

Cl CI
n = 2 < < 9
done ||fu|%* < G = O ().

Or 3,51 75 converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Y, <o || fullss™™ converge, donc

Y nso fn converge normalement, donc uniformément, sur [0, 27].

Fo:x— Z fn(x) est donc continue sur [0, 27].

De méme,
e Pour tout n € N*, f_,, est continue sur [0, 27].
e Pour tout n € N*, pour tout x € [0, 27],

Ch Ch
Fen(@)l = e =2nm)| < e = T (2l — Do




done || f |77 < =G = 0 (&).

— 1+(2(n—1)m)2 n— 00 n2

Or 37,51 7z converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, - || f-nlloc [0,27]

> o1 fon converge normalement, donc uniformément, sur [0, 27].

converge, donc

+o00
Fi:xw— Y f.(z) est donc continue sur [0, 2m].

n—
F = Fy+ Fy est donce continue sur [0, 21| comme somme de fonctions continues, et, par suite, F' est continue sur

R.

R 14 Soitp € 7Z.
On aG(t)e ™ = (Z f(n)ei”t> “rt = 3" fn)ell

nezZ nez
et pour tout n € Z, uy, : t — f(n)e!™ Pt est continue sur [0,27] et de méme que précédement,
les séries de fonctions ) ooun €t )y, o u_, convergent normalement, donc uniformément sur [0, 27].

On a donc
G) = i o D int —iptdt
@) =g [ (S Teme )
27 +oo

21 +°°
[ et s o / (Cn)e-itrtltgy
m

1 +00 27 1 —+00 27
_ F(n)etn—o)t gt / Fl—n)e i n+p)t gy
s }Zjo / e e 53 [ Fiome

1 X~ 2m .
S [ Z i / ittt gy

m 0

n=0 N , -—
=0 si n#p =0 si n#—p

1 R 27 R
— 5o fw) [ 12t = (o).

T 0

R 15 On calcule ¢, (2nf) de méme:

D onso fu(t)e™™ et 37 o fon(t)e™™" convergent normalement, donc uniformément, sur [0,27] car Y o fu et
Zn21 f_n convergent normalement et |e*ipt| = 1 pour tout t € [0, 27].
De plus, pour tout n € Z, t — f,(t)e"?" est continue sur [0, 27].

10



On a donc :

c,(2TF) = % 0% 27 (Z fn(t)) o~ iPt

nez

27 [ +o0 +oo
— / (Z fn(t) + Z fn(t)> e Ptdt  (par définition de Z)
0 n=0 n=1

nel

27 [ +0o 27 [ +00
= / (Z fn(t)> e Ptdt +/ (Z f_n(t)> e P'dt  (par linéarité de lintégrale)
0 n=0 0 n=1
27 +00 27 +00
= / Z fn(t)e Ptdt —|—/ Zf,n(t)e’iptdt
0 n=o 0 n=1
+oo 27 +oo 27
- Z/ fn(t)e Pt + Z/ fon(t)e ™dt
n=0 0 n=1 0

(intervertion Z / / jJustifiée grace aux hypothéses vérifiées avant le calcul)

+o0 o +00 27
- Z/ f(t+2nm)e Pdt + Z/ f(t —2nm)e Pt
n=0 0 n=1 0

+00  ,2(n+1)w ' too  ~—2(n—1)m '
= Z/ f)e PE=2m gy 4 Z/ f()e PEF2Mar (changement de variable affine)
2 n=1

n—=0 v 2nm —2nm

+oo 2(n+1)7 4 +oo —2(n—1)w ' '
= Z/ f(t)e " dt + Z/ ft)e ™P'dt  (car t — e " est 2m-périodique)
2 n=1

n—0 v 2nm —2nm

+oo

= f(t)e_iptdt+/0 f(t)e Pdt

0
C

(relation de Chasles et intégrales convergentes car, comme |f(t)| < rlty f est intégrable)

+oo

= f(t)e~™at = f(p).

e On a donc ¢,(21F) = ¢,(G) pour tout p € Z, donc, d’aprés la propriété admise (on a bien aussi (2rF,G) €
(C2x)?), on a G = 2rF.

R 16 Soitg:teRw— f ().
e g est continue sur R comme composée de fonctions continues.
e Pour tout t € R,

at Cl
t)| = — | < —F.
(@)l ‘f (27?)‘ — 1+ (at/27)?
%51
Or, h:teRw— Ha/2n? 1%((;;;2))2 est continue sur R comme quotient de fonctions continues dont le dénomi-
142
nateur ne s’annule pas.

_ 2

De plus, tliin h(t) 13—, donc il existe Ay et Ay tel que

2

0171'2 Clﬂ'

a?

Vi > Ay, 0 < h(t) < +1.

+1 et VE< Ay 0<h(t) <

a2
De plus, h est continue sur le segment [A1, As], donc est bornée sur cet intervalle.
h est donc bornée sur ] — 0o, As, sur [As, A1) et sur [A1, 400, donc h est bornée sur R.
Soit M un majorant de h sur R, alors pour tout t € R,
C 1 M
Bl < = h(t) < .
()] < L+ (at/2m)217 1+ 12 ()= 142




e Pour tout x € R,

/\( )_/+OO (t) itxdt_/+oof a_t fi:ctdt
g\r) = . g(t)e = . o (&

oo o 2 , at
= fu)e 2mw/a s Z_du  (changement de variable affine u = 2—)
a 7r

2_7T f( ) —z(27rz/a)udu — 277;\(2771’)

a J_
Comme pour f, on montre alors ’existence de N € R tel que pour tout x € R,
21 ~ (27w N
S(T)|s
a a 14+

o En appliquant alors le résultat de la question précédente a la fonction g, qui vérifie les mémes hypothéses que f,

Z/g\(n) = 27ng(2n7r), ie Z 2%]?<27j7n) = QWZf(na).

nez nez nez nez

9(x)| =

En divisant enfin par 2w de part et d’autres, on obtient bien le résultat demandé.

IV. Une application de la formule sommatoire de Poisson

R 1T Comme b~ i Vhapothése (1) | = O (%) sorit aussi /() = O ().
C

1+t2

Par ailleurs, comme |la fonction t — (1 + t?) f(t) est continue sur le segment [0, M],

Ainsi il existe M >0 et C > 0 tels que : Vt > M, |f(t)] <

d’apres le théoréme des bornes atteintes elle est bornée sur [0, M]: il existe donc C' tel que :

C/
Vit e [0, M t| < :
& 0.M), 1F0)] < oy
Ainsi, en prenant C7; = max(C,C"), on obtient ¥t > 0, |f(t)] < et

Pour finir, ceci reste vrai sur R_ car les deux membres sont pairs.
R 18 Soit u > 0.

a Pour tout x € R, on a :

+oo
f|t\uefmt dt

0=/
/.

0 +o00
eMe " dt +/ e Me™™ dt (relation de CHASLES)
0

et(u—iz) et(—u—iz) t—+too
= [
t——00 U= 14—

= — — caru >0
u—ir —u—ir

2u

u? + x2

12



b Il est clair que f et f sont continues, paires et que f(t)t = (t2) et f( ) = = 0 ($—12)

r—4o00t—-400

(par croissances comparées. Donc d’aprés 17 f et f vérifient les hypothéses de la partie IIT ; on peut donc

:
1 2u
—2mnju
Z ¢ L ; u? 4 n?

neL

appliquer la

Or par parité pour la variable n, on a :

2 2 =1

Z 2 k 2~ +2><2“Z 2 2

neZu +n \1&/ U +n
n=0

+oo
—2mnju __ —2mnu
et e =1+2)» e
nez n=1

=1+2———— (somme d’une série géométrique car le ™ < 1)
j— 6_

f L lderm 1
2 2 2uq _ o—2mu 92
On en déduit bien que : lh=1" +u l—e 2u

R 19 C’ommeehh: 1+h+%2+%+0(h3), on a:

—0

h? h* b3
h(1+e") +2(1 =€) = hx <1+1+h+7+0(h2))+2(—h—3—€+0(h3)>

R B

2

Comme par ailleurs e" — 1 ~,_ o h, on a : ¢(h) ~n 0 h3 %3 = %2. On en déduit que }llirré o(h) ==
T4e 2 1 —2ru(l4e2m) 4 2(1 — e~2m)
Orf—m— — — — $(—2
" 2 1 — e—2mu 2u2 412 (e 2y 1) ¢( WU)
14 e 1 w2

— e 4y U

R 20 On a envie de faire tendre u vers 07 dans la relation obtenue en 18
+0o0

Pour cela il suffit de montrer que la fonction u — Z —— est continue.
“~n’+u

Cela découle du ’ théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions :

1
e Pour tout n > 1, la fonction h,, : u — ———— est continue sur R.
n? + u?

1
o Pour toutn > 1 et tout x € R, on a |h,(u)| < —.
+oon
Or le majorant ne dépend pas de u et la série Z — converge.
n

n=1

Donc la| série E h, converge normalement sur R, donc uniformément.

Ainsi le théoreme s’applique et donne :

+oo +oo —27u 2
1 1 T l+e 1 T
; n? uE(I)l+ 2::1 n? + u? u—>r(r)l+ 2ul —e2mu 22 6

13



IV. Etude de la dérivabilité de R en 7

+00
R 21 e Pour tout z € C, e* = Z %, donc, pour tout t € R*,
n=0
it? +00 -i9\n
e -1 1 (it?)
-t 4 (B )
B 1 +oo (ZtQ)n +0oo Z‘nt2n—2
2 — nl — n!
+oo in—&-thn
B — (n+ !
Cette formule est encore valable pour t = 0 car, pourt =0, Z (n;i’f; =1 = f(0), donc
n=0
+oo Z'n+1t2n
VieR, f(t)=

—~ (n+1)!

et f est donc développable en série entiére sur R.
e Par suite, f est de classe C*° sur R.

R 22 Pour tout t # 0,

2itel 2 — 2¢(e"* — 1) 2,6“2 et — 1
=0

4 t t3

f'(t) =

Comme |e"’| = 1 pour tout t € R, on a
1 1 1
/ o ) el =
ran=o(3)-o(5)=0(;) .o

2ite’t — e 2ite’ 13 — 3t2(e” — 1)

Pour tout t # 0,

() = 2i v -2 6
it2 it2 it2
4 —1
= —de” — 2T — i 46—
it2 zt2
_ it? e — g, it? l
= —4e 62 2 +6—t4 = —4e —|—tH200 (tz) .

R 23 e 1z +— e est continue sur le segment 0,1], donc fol e’ dx converge.
o Soit u(z) =1 () = —%, v, v(z) = —Le.

2
u et v sont de classe C* sur [1,400].
)

. . R % ;2
lim, oo w(2)v(z) = limy oo —55— = 0 car |e” | = 1.
PR - 2 - . +oo
D’ou, pag“ mtégration par partie, f1 = f1 x)dx est de méme nature que f1
i eiz o i
07', 2 22 - m—>O+oo (xQ) ?

[

im2
donc, comme xr — # est intégrable sur [1,+oo[, x +— 555 est intégrable sur [1,+o0|, donc, en particulier,

2

+oo 4 i@ ';,;2
IR 7 "z converge et, par suite, [ Sirx cm;verge.
z:c SN}
. fo dx et f1 **dx convergent, donc Jo = e dx converge.

Comme de plus x +— ei"’”2 est paire, I = [~ +;° i d conyerge.

i:L'2



e™du et intégrer par parties en

1
2\/u

+oo
(autre méthode: poser u = x* dans [ e’ dx pour se ramener fl

dérivant ——= ).

\/_

R 24 De plus, le changement de variable affine w = t — x/2 donne la convergence et la valeur de l’intégrale
suivante :

Foo ;2 4 4 2 ;2 4 oo 02 ;2 4
/ — e A=/ g — g/ / e~ dy = —4e7 "/

o0 o0

Sous réserve de convergence, fjoo it? izt Jp — I 00 gia? [Agilt—2/2)? Jp — o—ia®/4 f::o e " du (changement de vari-
able affine u =1t — x/2)

2
oo 2 ==
donc [ e e dt converge et vaut ¢4 I,

R 25 o Comme [ est continue et intégrable (car f(t) = O (%)) surR, f est définie sur R d’aprés @ 3.

t—+oo
e Soit x € R*.
Posons u(t) = f(t), u'(t) = f'(t), v'7", v(t) = Le ™.
u et v sont de classe C* sur R.
lim,goo u(t)o(t) = limy_ s —€™ f(t) = 0.
T ~~

~——
borné :O( 2 )—>0

Enfin, Uintégrale fj;o u(t)v'(t)dt converge (et vaut f(:c) ), donc on peut intégrer par parties et on a :

o) = / T (1)t = F f(t)eﬂ +: _ / - é £ () e-iotdt — /_ L iyt

e Posons cette fois u(t) = f'(t), u'(t) = f"(t), v'(t) = —Le™, v(t) = e ™.

u et v sont de classe C' sur R.

lim, o0 w(t)v(t) = limy— 4 ;e’m f't) =o.
—

. —0 d’aprés 22
borné

Enfin, Uintégrale fj;o w(t)'(t)dt converge (et vaut f(z)), donc on peut intégrer par parties et on a :

~ oo
fo = [ —temp

> +oo +oo
— {%eixtf/@)} _/_ ; —zztf//( )
1 [t -

- = e—z‘a:tf//(t)dt

2
T —00

e Or " (t) = —4eit? +j(t) avec j(t) = . OjE (t%) donc, pour tout x € R, t — j(t)e™™ est intégrable sur R et

+o0 ) +o0
[ et < [ el = o o,

JrOO _ . . ., . 3 2
Finalement, [ e~ f"(t)dt converge comme combinaison linéaire d’intégrales convergentes et

too +oo . 9 Foo )
/ efzmtfl/@)dt — / Y P /461(15732/2) dt + / j(t)efzxtdt

o0 o0 —00

=4+ 0 )= 0 (1)

r—+o0 r—+o0

e On a donc bien

fo) =L [Tempma—-L 0 = o (iz)

—0o0



R 26 e f est continue sur R.
De plus, comme f(t) =, 2 (%), (*+1)f() =, 2 (1), donc t — (t* + 1) f(t) est bornée au voisinage de +00

et de —oo, et sur tout fermé borné de R, donc il existe M € R tel que :

M
142

VieR, [f(H)] <

De méme, f est continue sur R (d’aprés la question 3) et ]?(t) =, g (%) (d’aprés la question 25), donc il existe
— 00
N € R tel que :

te R, |f(t)] < .
vt € R, |f()|_1+t2

On peut donc appliquer la formule sommatoire de Poisson a f. D’ou, pour tout x > 0, en prenant a = \/x, on a

2 fn) = fo@)

neL

ie, comme f est paire et donc ]/t\ aussi (via le changement de variable u = —t),

R W N X (207

Comme toutes les séries suivantes sont absolument convergentes, on a

| e om
S =Y = F@ - FO
On a donc
z+;<F<x>—F<0>>=ix(A<o>+2§f(2%)), o F(a)= F(0) + % ()——+f2f(2m)
Enfin, pour tout n € N*
f(%)‘ e ?f)? - e S

donc, en sommant et en utilisant 'inégalité triangulaire généralisée,

C-SHCE
Ny 4272’
\W_/

n=1
constante

done 3% f(Z”—”> = O+(a:) et, par suite,

Flo) = FO+ %70 - 5 4 vaX F(22) = 0+ 5770 - 5+ 0 oV

~

On a donc b= —i/2 et a =% f(0).
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R 27 Pour tout x € R,

+oo ein2 (z+m)

Flx +7)=
n2
n=1
+oo em2$ in?m zn x zn ™
=2 Z
n=1
n pair n zmpaw
+oo eian +oo in’x
» in2
= - (car n et n® ont la méme parité, donc ™™ = (—1)")
n? n? ’
n=1 n=1
n pair n impair
+oo eik2(4z) zn T zn x
> > = Z 7
k=1 n=1

n pazr

1 &2 ik’ (4) +oo ik (42)
:ZZ k2 F(f”)_z A)2

= {F(ar) - <F(m) iF(ﬁlx)) = S F(42) - F(z).
R 28 Pour tout x > 0,
Rz +7) = Im(F(z + 7)) = %Imw(%)) ~ Im(F(x))
= %Im (F(()) +VZf(0) — 2ix + x_Q(ﬁ(xﬁ)) —Im <F(0) + ;A(O) - % + x_%+(x x)) (question 26)
= —%x + mgm(x\/f) (car F(0) € R)
1
— " + cc—?0+<x)‘

Comme R est impaire (somme de fonctions impaire) et 2mw-périodique, on a, pour tout x < 0,

1 1
R(r+zxz)=R(r+2z—27)=R(—(r+ (-2))) = —R(r + (—2)) = — <—§(—x) + o (:c)) =——z+ o (x).
On a donc R(x) = —3x + Oo(a:).

R est donc définie et continue en w (question 1) et admet un développement limité & 'ordre 1 en m, donc R est

dérivable en T et R'(m) = —1.
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