Vendredi 16 mai 2025

Exercice 1 (Cep): Soit (uy,), (v,), (wy,) et (z,) des suites réelles vérifiant, pour tout n € N

un+1:%(2un+vn+wn+xn)
vnH:%(u + 2v, + w, + )
wnH:%(u + v + 2w, + 1)
xn—}-l:é( +Un+wn+2-rn)

1. Ecrire ces relations sous forme vectorielle X, 1 = AX,,.

2. La matrice A est-elle diagonalisable? Montrer que 1 est valeur propre de A. Déterminer les éléments propres

de A.

3. A quelle condition les suites (uy,), (vn), (w,) et (x,) convergent toutes vers 07

Solution de ’exercice:

2 111 Up,
111211 Un . .
1: On pose A = 1121 et X,, = . La relation de récurrence est X, 1 = AX,,.
111 2 Tp
2: La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable et ses sous-espaces propres sont orthogonaux .
1
1 N
Le vecteur U = 1 est vecteur propre associé a la valeur propre 1.
1
Valeurs propres méthode 1:
On vérifie par le calcul queA? = 84 — 11, = 0 donc (X — 1) (X — 2— 38X + £ est un polynome annulateur

de A scindé a racines simples donc A est dlagonahsable et sp(A)

l
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-

1

, 1 1

Valeurs propres méthode 2: A = = (I4+ J) avec J = )
1

X
{1.5

1 11
1 11
1 11
1 11
Ona JU =U et rg(J)—ldoncdlm(Eo(J) ) = 3 donc sp(J) ={0,1}
Or JX =\X & AX = 21X donc sp(A) = {1,

On recherche les sous-espaces propres par la resolution de AX = AX (on peut aussi raisonner sur .J).

On trouve que F; (A) = vect (U) et que H = E% (A) est I'hyperplan d’ équation z +y+ 2+t =0

Les suites (uy,), (v,), (w,) et (z,) convergent vers 0 si et seulement si la suite (X,,) converge vers Oga.

On a R* = vect (U) @ H. Posons Xy = Y, + Zy avec (Yy, Zy) € vect (U) x H. On a X,, = A"Xy = A" (Yo + Zp) =
Ao+ A" Zy = Yo + —Zo —n—too Yo. Les suites (uy,), (vn), (w,) et (z,) convergent vers 0 si et seulement si
Yy = Opa Cest-a-dire Xy € H soit ug + vy + wg + 29 = 0.

Exercice 2 (C):

. . 11
1. Diagonaliser A = ( 0 2 )

1

2. Donner 4 solutions de l’équation M?* = ( 0 2

) ) dans M (R).

3. Existe-t-il d’autres solutions de l’équation précédente?



Solution de ’exercice:

1 1

1 OnremarqueQ[ueA(1>:< )etA( )=(2

0 0 1 2

donc A est diagonalisable et sp (A) = {1,2}.
On a donc P7'AP = ( L0 ) = D avec P = ( L1 )

) =2 ( i ) donc 1 et 2 sont valeurs propres de A

0 2 01

+vV1 0

0 +v2
On obtient 4 matrices.
3: Rappel: si u et v sont des endomorphismes d’un espace vectoriel F vérifiant uov = v ou alors les sous-espaces
propres de u sont stables par v.
Supposons M2 = A. On a AM = M? = M A donc les sous espaces propres de A sont stables par M.
Posons A = P7IMP. D’aprés le rappel A est diagonale donc on retombe sur les quatre matrices obtenues en 2.

2 Posons A = ( ) On a A2 = D. Posons M = PAP™'. On a M2 = (PAP™!)* = PA2P~! = A.

Exercice 3 mines telecom: Soit z € C et M (z) =

— = O
— o O
O O W

1. La matrice M (z) a-t-elle des valeurs propres multiples?
2. A quelle condition la matrice M (z) est-elle diagonalisable?
3. Démontrer que si M (z) admet une valeur propre de module supérieur ou égale a 1, alors |z| > %

4. Montrer que si |z| est assez petit, alors lim (M (2)") = 0.

n—-+4o0o

0 0 2
Solution de ’exercice: Ql: M (z)=| 1 0 0 | admet P = X3—2X—2 comme polynome caractéristique.
1 10
Le scalaire A est racine multiple de P ssi { (8‘)) L (9).

3\ . 3 2 _
Or(S)<:>{>\ 3@:2 0 <:>{2)\3j;23iz 0 SA=0etz=0)ou (A= -3et z=2). On vérifie que

dans le premier cas, A = 0 est racine triple tandis que dans le deuxiéme, P” (\) # 0 donc la racine est double.
Q2: Siz ¢ {0, % , alors la matrice M (z) admet 3 valeurs propres distinctes et est donc diagonalisable. La
matrice M (0) admet 0 comme unique valeur propre. Si elle était diagonalisable elle serait semblable & la matrice

nulle donc égale a la matrice nulle, ce qui n’est pas le cas donc M (0) n’est pas diagonalisable. Dans le cas ou
3 27
= 0
2 4

z = %, déterminons la dimension de Ef% La matrice M Z7 42 Ig 1 % 0 donc rg (M (17) 313) >2
11 3

(on trouve exactement 2 par la méthode de Gauss) donc dlIIl < 1. On en déduit que dim (Ei %) =1<

3
>
2=m (—%) (multiplicité) donc M (I) n’est pas dlagonahsable

3: Soit A soit une valeur propre de M (z). On a donc z (A + 1) = A\* donc en particulier, A # —1 et z = /\’\—fl Si
IA| > 1 alors [A|* > |\ > 1 donc 2|A\* > [A\| +1> |A+1] donc |z| > 3

4: On vérifie que M (0)* = 0 donc si n >3, M (0)" =0 et ngrfoo (M (0)") = 0.

Si0 < |z| < 5 alors, d’aprés 2, la matrice M (z) est diagonalisable et d’apres 3, ses valeurs propres vérifient |A| < 1.

MO0 Y00
Soit D=1 0 Xy 0 | =P 'M(z)P une matrice diagonale semblable a M (z). OnaD"= | 0 X} 0

0 0 A 0 0 A
et M (z)" = PD"P~! donc nliinm (M (2)") = 0.



Exercice 4 (IMT) Soit n € N* et ¢ Uapplication de M,, (R) dans M,, (R) qui ¢ une matrice M € M,, (R) de

colonnes Cy, ...,Cy associe la matrice de M,, (R) de colonnes Dy, ...D, avec D; = >  Cy. Montrer que ¢
1<k<n,k#i

est un endomorphisme diagonalisable de M., (R).

Solution de 1’exercice:
Soit Ey,...E, les colonnes de po (M) Ona E; = > Dp=n-1)Ci+(n—-2) >  Cy.car C;
1<k<n, ki 1<k<n, ki

est présent dans tous les Dj, tandis que C; pour j # i est présent dans tous les Dy sauf D;. On en déduit
que E;, = (n—1)C; + (n—2)D; donc pop(M) = (n—1)p (M) + M donc p o p(M) — (n—1)p (M) —
(n —2)idpm,w) (M) =0donc oy —(n—1)p—(n—2)idp,r) = 0 car I'égalité précédente est vraie pour tout
M € M,, (R). Le polynome X?> — (n — 1) X — (n —2) = (X 4+ 1) (X — (n — 2)) est un polynoéme annulateur de ¢
scindé & racines simples donc est diagonalisable.

Exercice 5 (ccinp 2014) Soit (A, B) € M,, (C)*. On suppose que sp (A) N sp(B) = 0.
1. Montrer que x 4 (B) est une matrice inversible.

2. Soit X € M,, (C). Montrer que AX = XB =X =0.
3. Montrer que VM € M,, (C), 3X € M,, (C) tel que M = AX — XB.

Solution de I’exercice
1. premiére méthode: Le polynome y, est scindé dans C[X]. Posons y, = [] (X=N"™. On a

A€sp(A)

xa(B)= I (B=AL)"" et

A€sp(A)
et (B — Al,) est inversible car A n’est pas valeur propre de B donc x4 (B) est inversible.
deuxiéme méthode:Toute matrice carrée complexe est trigonalisable donc il existe P inversible et 1" trian-
gulaire supérieure 7' = P~1BP. On a T* = P~'B*P donc x4 (T) = P~'x, (T) P. La matrice x, (T) est
triangulaire et ses coefficients diagonaux sont les x 4 (t;;). Or sp(B) = sp(T) = {ti;} et sp(A)Nsp(B) =10
donc x4 (t;;) # 0. Une matrice triangulaire & coefficients diagonaux non nuls est inversible donc x4 (7') est
inversible donc x4 (B) est inversible.

2. Supposons AX = XB. On aA?’X = XB = AAX = AXB = XBB = X B?. Par récurrence, on montre que
Vk € N, A*X = X B* et par combinaison linéaire, pour tout Q € C[X], Q (A) X = XQ (B). En particulier,
Xa(A)x X =X xx4(B). Or x4 (A) =0 (Cayley-Hamilton) donc X X x4 (B) = 0 en multipliant a gauche
par l'inverse de x4 (B), on en déduit que X = 0.

3. Soit ¢ : M,, (C) — M,, (C) définie par ¢ (X) = AX — X B. On vérifie que ¢ est linéaire. D’apres la question
2, ¢ est injective. Or M,, (C) est de dimension finie donc ¢ est un isomorphisme. Pour tout M € M,, (C),
il existe une et une seule matrice X € M,, (C) vérifiant ¢ (X) = M.

Exercice 6 Soit A € M,, (R). On suppose que 4A? +2A + I, = 0.

1. La matrice A est-elle diagonalisable?

2. Calculer det (A) et tr (A).

Solution de 1’exercice /3
—1-++3
1: Soit P = 4X? 42X + 1 admet deux racines complexes distinctes z = — donc A est diagonalisable dans
M, (C) et spe (A) € {3737}
De plus spg (A) = 0 donc A n’est pas diagonalisable dans M,, (R).
3



Exercice 7 Soit un entier n € N* et (A, B) € (M,(C))>.

1. Si A est diagonalisable et P € C[X], montrer que P(A) est diagonalisable.

2. Si A est diagonalisable & valeurs propres distinctes, quelles sont les matrices inversibles U telles que U1 AU
est diagonale?

3. Si A et B sont simultanément diagonalisables, et que les valeurs propres de B sont toutes distinctes, montre
qu’il existe un polynéme P € C[X] tel que A = P(B).

4. St A et B sont simultanément diagonalisables, montrer qu’il existe une matrice C € M, (C) et deux
polynomes Py et Pg dans C[X] tels que A = P4(C) et B = Pg(C).

-1 0

5. La matmceAz( 0 4

) est-elle un carré dans Ms(R) ¢

6. Montrer, si A est inversible, que A diagonalisable <= (Elk € N*, A* diagonalisable ).

Solution de I’exercice:
1: Si A est diagonalisable, il existe Q € GL,(C) et D € M,,(C) diagonale telles que A = QDQ ~!. Par une récur-

d d
rence classique, on montre que Vk € N, A* = QD*Q! donc, si P = 5 a;, X* € C[X], on a P(A) = Y a, A% =
k=0 k=0
d d d
S aQDFQ7 = @ <Z aka) Q' =QD'Q ' avec D' = > apD* diagonale donc, par définition, P(A) est
k=0 k=0 k=0
diagonalisable.
2. Si A est diagonalisable & valeurs propres distinctes, notons Ay, --- , A\, les valeurs propres distinctes de A et

notons v ’endomorphisme canoniquement associé a A.

Soit U € GL,(C) et B la base de C" telle que U soit la matrice de passage entre la base canonique By de C" et
la base B.

Par la formule de changement de base, matg(u) = U1 AU donc U ' AU est diagonale si et seulement si la base
B est une base de C" constituée de vecteurs propres de A.

Notons vq, - -+ , v, des vecteurs propres de u associés respectivement aux valeurs propres Aq,---, A,. Comme les
valeurs propres sont distinctes, les seuls vecteurs propres de u sont des vecteurs non nuls colinéaires & 1'un des
v), car tous les sous-espaces propres sont des droites. Ainsi, une matrice inversible v € GL,(C) vérifie U"'AU
diagonale si et seulement §'il existe une permutation o de [[1;n]] et des complexes non nuls a, - - - a, tels que
U = Matg, (alvg(l), e ,anvo(n)).

3. Si A et B sont simultanément diagonalisables, il existe une matrice Q € GL,(C) telle que A = QDQ™! et
B = Q'Q 7! avec D et D’ diagonales. Si les valeurs propres de B sont toutes distinctes, notons-les 3,,--- , 3,
on peut choisir ) de sorte que D’ = diag (f,---,,). Si on note alors D = diag (a1, - ,a,), et qu’on prend
I'unique polynéme d’interpolation de Lagrange P € R, ;[X]| tel que Vk € [[1;n]],P(5,) = ax, on a donc
P (D) = diag(P(B;),---,P(8,)) = D donc, puisque P(B) = QP (D')Q! comme en a., on trouve bien
A=QDQ = QP (D) Q' = P(B).

4. Si A et B sont simultanément diagonalisables, il existe une matrice Q € GL,(C) telle que A = QDQ™! et
B = QD'Q! avec D et D' diagonales. Posons A = diag(1,2,--- ,n) et C = QAQ~*. D’aprés Q3., comme les
valeurs propres de C' sont distinctes et que A et C' sont simultanément diagonalisables, il existe P4 € C[X] tel
que A = P4(C). De méme, comme les valeurs propres de C' sont distinctes et que B et C' sont simultanément
diagonalisables, il existe Pp € C[X] tel que B = Pg(C).

5 Les valeurs propres de A sont -1 et -4 . S’il existait une matrice R € My(R) telle que A = R? et si on note A
une valeur propre complexe de R (il en existe d’aprés le théoréme de D’ALEMBERT-GAUSS), alors A* est valeur
propre de R donc de A et A € {i,—i,2i,2i}.

Mais comme R est une matrice réelle, si A € Sp(R), alors A € Sp(4). Ainsi, Sp(R) = {i, —i} ou Sp(R) = {2i, —2i}.
Si Sp(R) = {i, —i} alors det (R) =i X (—i) = 1 donc det (R?) = 1 # det (A)

Si Sp(R) = {2i, —2i} alors det (R) = 2i x (—2i) =4 doni: det (R?) = 14 # det (A)



-1 0
0 —4
6. Supposons A € M,,(C) inversible.
(=) Si A est diagonalisable, pour tout entier k € N*, A¥ = X*(A) est diagonalisable d’aprés la question a.. On
a donc (Elk € N*, A* est diagonalisable et méme Yk € N*, A* est diagonalisable.

(«<=) S’il existe k& € N* tel que A* est diagonalisable, en notant s,,---,pu, les valeurs propres distinctes

donc R? # A. La matrice A = n’est pas un carré dans Ms(R).

(et non nulles car A* est aussi inversible) de A*, on sait que P = [] (X — p;) est annulateur de A* donc
i=1
r r k—1
[T (A% — ;1) = 0 ce qui s’écrit aussi [] [] (A — dwil,) = 0 en notant &; une des racines k-ieme de p; dans
i=1 =1 p=0
2in r k=l
C et wp = e* . Ainsi, le polynéme P = [] [] (X — 0;w}) est annulateur de A et scindé & racines sim-
i=1 p=0
ples car Vi € [[1;7]],V (p,p') € [[0;k —1]],p # p/ = S # 5iwil car 6; # 0 et ¥V (i,7) € [1;7]]*,Y (p,p) €
[0;k — 1%, # i’ = b # 5i/wil car8F = y; # py = 6%. Ainsi, la matrice A est diagonalisable.
Par double implication, si A est inversible, on a A diagonalisable <= (Elk: € N*, A* diagonalisable ).

Exercice 8 Centrale

1. Soit E, F et G des espaces vectoriels de dimension finie et deuz applications linéaires u € L(E,G) et
ve L(EF).

(a) Montrer qu’il existe une application linéaire w € L (F,G) vérifiant uw = w o v si et seulement si
ker (v) C ker (u).

(b) On suppose qu’il existe une application linéaire wy € L (F,G) vérifiant u = wgo v .
Déterminer toutes les applications w € L (F,G) vérifiant w =wov .

-2 1 1 1 2 -1
2. Soit A = 8 1 -5 | etB= 2 —1 —1 |. On cherche les solutions C € M3 (R) de l’équation
4 3 =3 -5 0 3
A=CB.

(a) Montrer qu’il existe une solution a cette équation.

1 2 0
(b) On pose By = 2 —1 0 |. Montrer que By est inversible et que Cy = ABy' est solution de
-5 0 1

[’équation.

(c) Déterminer toutes les solutions de l'équation. On pourra donner les solutions sous forme matricelle
avec des coefficients "variables”.

Solution de l’exercice:
la: Siu = wow alors ker (v) C ker (u).
Réciproquement. Posons r = rg (v). supposons ker (v) C ker (u). Soit (e,41, ..., €,) une base de ker (v) complétée
en (eq,...,e,) base de E.
Montrons la famille (v (€x41),...,v (e,)) est libre. Soit H = vect (egy1,...,€,). On a ker (v) @ H = E donc
H Nker (v) = {0}. On en déduit que Iapplication vy est injective donc (v (ep41),...,v (en)) est libre.
Deux applications linéaires sont égales ssi elles coincident sur les éléments d’une base de I’ev de départ.
On veut trouver w € L (F,G) tel que Vi € [|1,n|], w (v (e;)) = u (e;).
Ces égalités sont automatiquement vérifiées pour ¢ > r + 1 car ker(v) C ker (u).
Posons f; = v (e;).pour i € [[1,7]] et complétons la fami%e (fi,..., fr) en une base (fi,..., f,) de f.



u(e;) siie[|1,r|]
Osiiel|r+1,p|
base de I’ev de départ).

On a bien Vi € [|1,7]], w (v (e;)) = w (f;) = u(e;) donc u = w o v.

1b: Supposons ker (v) C ker(u) et u = wgov. Onau = wowv & wowv = Wyov <& (wW—wy) ov &
Im (v) C ker (w — wp). On a donc w solution si et seulement si il existe w’ € L (F,G) tel que w = wy + w' avec
Im (v) C ker (w').

Posons w (f;) = (une application linéaire est entiérement déterminée par I'image d’une

3
2a: On a ker (A) = ker (B) = vect (V) avec V = 1 | donc d’apres la, il existe une solution.
5)
1 1
2b: La matrice By est inversible et B ! 2 = P4, premier vecteur de la base canonique et B 1) =
-5 3

Es, vecteur de la base canonique. On en déduit BO_IBEl = F; et BO_IBEQ = F, donc ABO_IBEl = AF, et
AB;'BE, = AFE,. Par ailleurs AB;'BV =0 = AV.

La famille (£}, By, V') est une base (prendre le déterminant de cette famille dans la base canonique par exemple)
de R? donc AB,'B = A et donc Cy = AB;* vérifie A = CyB

2c: Une solution quelconque est de la forme Cy 4+ C” avec Im (B) C ker (C”).

On peut donner la forme d’une matrice C’ quelconque.

2 0 0
On a Im (B) = vect -1 |, 1 . En posant P = | — 0 on a Im(B) C ker(C') si et
0 —2 —2 1 )
0 0 a 0 0 a
seulement si P7'C'"P =1 0 0 b | donc C'estdelaforme P| 0 0 b | P! avec (a,b,c) quelconque.
0 0 ¢ 0 0 ¢
2a 4a 2a
On obtient apres calcul.C’ = b—a 2b—2a b—a avec (a, b, ¢) quelconque.
c—2b 2c—4b c—2b

Exercice 9 (Centrale 2018): Soit x € R™ non nul. On note E, l’ensemble des matrices de M,, (R) admettant x
comme vecteur propre. Montrer que E, est un sous-espace vectoriel de M., (R) et préciser sa dimension.

Solution de ’exercice: La matrice nulle est élément de F,. Soit (A, B) € E? et (A, u) € R% tels que
Ax = Az et Bx = px. Soit t et u deux réels. On a (tA+uB)x = tAr + uBx = (t\ + up)x donc tA+uB € E,
donc E, est un sous-espace vectoriel de M,, (R). On compléte x en une base b de R" et on considére la matrice
P = Plf’o ou by est la base canonique. L’application ¢ : M — P~MP est un isomorphisme de M,, (R) et ¢ (E,)
est Pensemble E des matrices M telles que m;; = 0 pour tout ¢ > 2. On a dim (E,) =dim (EF) =1+n x (n —1)
(E est engendré par des matrices élémentaires).



