
Mercredi 14 mai 2025 matin

Exercice 1 (ccinp) Soit n 2 N� et A 2 Mn (R). On note R [A] l�ensemble des matrice P (A) où P est un
polynôme à coe¢ cients réels quelconque.

1. Montrer que R [A] est un espace vectoriel de dimension �nie.

2. Citer le théorème de Calyley-Hamilton. En déduire que dim (R [A]) � n.

Dans la suite de l�exercice, A =

0@ 1 1 1
0 1 1
0 0 1

1A.
3. Calculer An pour n 2 N.

4. Montrer que R [A] = vect (I3; A;A2).

5. Montrer que fM 2M3 (R) ; AM =MAg = R [A].

Solution de l�exercice:
On utilisera dans cet exercice Si P et Q sont des polynômes et � 2 R, (�P ) (A) = �P (A) (P +Q) (A) =
P (A) +Q (A) et (P �Q) (A) = P (A)�Q (A)

1: On a R [A] �Mn (R) et O 2 R [A]
Soit M 2 R [A].et N 2 R [A]. Il existe P et Q polynômes tels que M = P (A) et N = Q (A).
Si � et � sont des réels, �M + �N = �P (A) + �Q (A) = (�P + �Q) (A) 2 R [A].
On en déduit que R [A] est un sous-espace vectoriel deMn (R) qui est de dimension �nie n2 donc est de deimension
�nie.
2: Montrons que pour tout polynôme P , P (A) 2 vect (In; A; : : : ; An�1).

Posons P = �AQ+R avec deg (R) < n� 1 (division euclidienne de P par �A)

donc P (A) = (�AQ+R) (A) = �A (A)Q (A) + R (A) = R (A) car �A (A) = 0. donc P (A) = �
n�1P
i=0

aiA
i 2

vect (In; A; : : : ; A
n�1) car deg (R) � n� 1.

3 Soit J =

0@ 0 1 1
0 0 1
0 0 0

1A. On a J2 =
0@ 0 0 1
0 0 0
0 0 0

1A et J3 = 0. On a M = I3 + J et I3J = JI3 donc Mn =

(I3 + J)
n =

nP
i=0

�
n
i

�
J i � In�i3 .

donc M0 = I3, M1 = I3 + J et si n � 2, Mn =
2P
i=0

�
n
i

�
J i � In�i3 = I3 + nJ +

n (n� 1)
2

J2 =.

0B@ 1 n
n (n+ 1)

2
0 1 n
0 0 1

1CA
4: D�après la question précédente, F � vect (I3; J; J2) = G. La famille (J; J2) est libre et I3 n�est pas combinaison
linéaire de J et J2 donc la famille (I3; J; J2) est libre.
Dans G = vect (I3; J; J2).

La matrice de la famille (I3;M;M2) de G dans la base (I3; J; J2) de G est P =

0@ 1 1 1
0 1 2
0 0 1

1A qui est de rang 3

donc P est inversible donc (I;M;M2) est une base de G donc G = vect (I;M;M2) � F donc G = F et (I3; J; J2)
est une base de F .

5: Soit A =

0@ a d g
b e h
c f i

1A On a AM =MA, (I3 + J)M =M (I3 + J),MJ = JM . (cette remarque permet

de simpli�er un peu les calculs car J est plus simple que A mais n�est pas indispensable)
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Or AJ =

0@ 0 a a+ d
0 b b+ e
0 c c+ f

1A et JA =

0@ b+ c e+ f h+ i
c f i
0 0 0

1A donc

AJ = JA,
�

c = 0; b+ c = 0; c+ f = 0; b = f (ce qui équivaut à c = b = f = 0) : L1
a = e+ f; a+ d = h+ i; b+ e = i (ce qui équivaut compte tenu de L1 à a = e = i et d = h

On en déduit que AJ = JA, A =

0@ a d g
0 a d
0 0 a

1A = aI3 + dJ + (g � d) J2 avec (a; d; g) 2 R3 quelconque. On en

déduit que AJ = JA, A 2 vect (I3; J; J2) = F .

Exercice 2 (Ccp 2018): Soient A et B deux matrices carrées réelles d�ordre n.
On suppose qu�il existe P 2 R [X] tel que P soit de degré non nul et véri�e P (0) = 1 et AB = P (A).

1. Etablir que A est inversible.

2. En déduire A et B commutent.

Solution de l�exercice: 1: On pose P = 1 +
lP
i=1

aiX
i. On a AB = P (A) = In +

lP
i=1

aiA
i donc In =

AB�
lP
i=1

aiA
i = A

�
B �

l�1P
i=0

ai+1A
i

�
donc A est inversible et A�1 = B�

l�1P
i=0

ai+1A
i. On a A�1A = AA�1 = In avec

A�1A =

�
B �

l�1P
i=0

ai+1A
i

�
A = BA�

lP
i=1

aiA
i et AA�1 = A

�
B �

l�1P
i=0

ai+1A
i

�
= AB��

lP
i=1

aiA
i donc BA = AB.

Exercice 3 CCINP PSI 21:

1. Soit u 2 L (R2n) tel que u2 = 0 et rg (u) = n.

(a) Montrer que ker (u) = Im (u).

(b) Montrer qu�il existe une base de R2n dans laquelle la matrice de u est égale à
�
0 In
0 0

�
.

2. Soit u 2 L (R3n) tel que u3 = 0 et rg (u) = 2n.

(a) Montrer que dim (Im (u2)) � n.
(b) En déduire que ker (u) = Im (u2).

(c) Montrer qu�il existe une base de R3n dans laquelle la matrice de u est égale à

0@ 0 In 0
0 0 In
0 0 0

1A.
Solution de l�exercice: 1a: Soit y 2 Im (u) et x 2 R2n tel que y = u (x) On a u (y) = u (u (x)) = 0 donc

y 2 ker (u) donc Im (u) � ker (u). Or rg (u) = n donc, d�après le th du rang, dim (ker (u)) = dim (Im (u)) = n
donc ker (u) = Im (u).
1b: Soit (e1; : : : ; en) une base de ker (u) = Im (u). On a ei 2 Im (u) donc 9fi; u (fi) = ei. Montrons que

b = (e1; : : : ; en; f1; : : : ; fn) est une base de R2n. Supposons
nP
i=1

�iei +
nP
i=1

�ifi = 0. En appliquant u,
nP
i=1

�iei = 0

(linéarité et u (ei) = 0 et u (fi) = ei). Or (e1; : : : ; en) est libre donc �1 = � � � = �n = 0 et donc,
nP
i=1

�iei = 0 donc

�1 = � � � = �n = 0 donc (e1; : : : ; en; f1; : : : ; fn) est libre avec 2n éléments donc base de R2n. Dans cette base, la

matrice de u est égale à
�
0 In
0 0

�
.

2a: Soit y 2 Im (u2) et x 2 R3n tel que y = u2 (x) On a u (y) = u (u2 (x)) = 0 donc y 2 ker (u) donc
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Im (u2) � ker (u). Soit v l�endomorphisme induit par u sur Im (u). On a ker (v) = Im (u) \ ker (u) � ker (u) et
dim (ker (u)) = n (th du rang) donc dim (ker (v)) � n. Le théorème du rang appliqué à v donne
dim (Im (u)) = dim (Im (v)) + dim (ker (v)) Or Im (v) = Im (u2) (car y 2 Im (v) () 9z 2 Im (u) ; y = u (z) ()
9x 2 R3n; y = u (u (x))).
Or rg (u) = 2n donc
dim (Im (u2)) = dim (Im (u))� dim (ker (v)) � 2n� n = n.
Conclusion: Im (u2) � ker (u) et dim (Im (u2)) � n = dim (ker (u)) donc ker (u) = Im (u2) = n.
2b Soit (e1; : : : ; en) une base de ker (u) = Im (u2). On a ei 2 Im (u2) donc 9gi; u2 (gi) = ei. Posons fi = u (gi).
On a donc ei = u (fi). Montrons que b = (e1; : : : ; en; f1; : : : ; fn; g1; : : : ; gn) est une base de R2n. Supposons
nP
i=1

�iei +
nP
i=1

�ifi +
nP
i=1

igi = 0. En appliquant d�abord u
2, on obtient 1 = � � � = n = 0, puis, en appliquant u,

on obtient �1 = � � � = �n = 0 et donc �1 = � � � = �n = 0 donc (e1; : : : ; en; f1; : : : ; fn; g1; : : : ; gn) est libre avec 3n

éléments donc base de R2n. Dans cette base, la matrice de u est égale à

0@ 0 In 0
0 0 In
0 0 0

1A.
Exercice 4 (Ccinp) Soit n 2 N, n � 2.

1. Soit � 2 C. Montrer que si � 6= 0, alors la famille
�
Xk (X + �)n�k

�
k2[[0;n]]

est base de Cn[X].

2. Soit a et b deux complexes distincts. Montrer que la famille
�
(X � a)k (X � b)n�k

�
0�k�n

est une base de

Cn[X].

Solution de l�exercice: Posons Qk = Pk (X + a). On a
nP
k=0

�kQk = 0 =) 8z 2 C
nP
k=0

�kPk (z + a) =

0 =) 8z 2 C
nP
k=0

�kPk (z) = 0 =)
nP
k=0

�kPk = 0, donc la famille (Qk)0�k�n est libre et a n + 1 éléments donc

est une base de Cn[X]. Posons Pk = Xk (X + a� b)n�k = Xk
n�kP
j=0

�
n� k
j

�
(a� b)n�k�j Xj =

n�kP
j=0

�jX
k+j. La

matrice de la famille (Pk) dans la base canonique est triangulaire inférieure à coe¢ cients diagonaux non nuls donc
est inversible donc (Pk)0�k�n une base de Cn[X]. On a Qk = (X � a)

k (X � b)n�k = Pk (X � a) donc la famille
(Qk)0�k�n une base de Cn[X].

Exercice 5 (Mines ponts 2018) Soient n � 2, H = fM 2Mn (R) ; tr (M) = 0g et N = fM 2Mn (R) ; Mn = 0g.

1. Les ensembles H et N sont-ils des sous-espaces vectoriels deMn (R)?

2. Montrer que N � H.

3. Déterminer le plus petit sous-espace vectoriel deMn (R).contenant H.

Solution de l�exercice: Q1: On a H = ker (tr) et tr :Mn (R)! R est une forme linéaire non nulle donc H
est un hyperplan vectoriel deMn (R).

Pour n = 2, soit A =
�
0 1
0 0

�
et B =

�
0 0
1 0

�
, alors A2 = B2 = 0 donc (A;B) 2 N2 et A + B =

�
0 1
1 0

�
est de rang 2 donc inversible donc A + B =2 N . Pour n quelconque, les matrice An =

�
A 02;n�2

0n�2;2 0n�2;n�2

�
et

Bn =

�
B 02;n�2

0n�2;2 0n�2;n�2

�
véri�ent de même (An; Bn) 2 N2 et An + Bn =2 N donc N n�est pas un sous-espace

vectoriel.
2 On a N � H car si M 2 N , alors spC (M) � fz 2 C zn = 0g = f0g et M est trigonalisable dansMn (C) donc
semblable à une matrice triangulaire à diagonale nulle. On a donc N � H.
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3: On sait que H est un sous-espace vectoriel contenant N et que dim (H) = n2 � 1.
Montrons que N contient une famille libre avec n2 � 1 éléments.
La famille (Ei;j)i6=j est une famille libre de n

2 � n éléments de N (car de carré nul). La matrice A =
�
�1 1
�1 1

�
véri�e A2 = 0 donc si 2 � i � n, la matrice Fi = �E1;1 � Ei;1 + E1;i + Ei;i est élément de N .
Montrons que la famille ((Ei;j(i 6= j)) ; (Fj(2 � j � n))) est libre donc dim (vect (((Ei;j(i 6= j)) ; (Fj(2 � j � n)))) =
H.
Tout sous-espace vectoriel contenant N contient doncc H qui est donc le plus petit sous espace vectoriel contenant
N .

Exercice 6 (Mines ponts 2018): Soit a0; : : : ; an des complexes. Montrer l�équivalence entre les propriétés suiv-
antes:
(i) : a0 6= 0
(ii) : 8Q 2 Cn [X] ; 9P 2 Cn [X] j Q =

nP
k=0

akP
(k).

Solution de l�exercice:
Soit u : P 7!

nP
k=0

akP
(k).est linéaire (ii) : 8Q 2 Cn [X] ; 9P 2 Cn [X] j Q = u (P )() u surjective

mat(1;X;:::;Xn) (u) =

0BBBB@
a0 a1 2 n!an

a0 2a1
n (n� 1) a2

na1
a0

1CCCCA
Exercice 7 (X psi) Soit n 2 N, n � 2.

1. Soit M 2 Mn (R) une matrice de rang r avec 0 < r < n. Montrer qu�il existe (P1; P2) 2 (GLn (R))2 telle

que P1MP2 soit égale à la matrice dé�nie par blocs
�
Ir 0r;n�r
0n�r;r 0n�r;n�r

�
ou Ir est la matrice carrée identité

de taille r.

2. Soit A 2 Mn (R) véri�ant: 8B 2 Mn (R) ; det (A+B) = det (A) + det (B). Montrer que A n�est pas
inversible.

3. Déterminer les matrices A 2Mn (R) véri�ant:

8B 2Mn (R) ; det (A+B) = det (A) + det (B)

Solution de l�exercice:
1: Soit f l�endomorphisme canoniquement associé à M et b0 la base canonique de Rn.

Soit H un supplémentaire de ker (f) dans Rn. Par le théorème du rang, dim (H) = r.
Soit (u1; : : : ; ur) une base de H et si (ur+1; : : : ; un) une base de ker (f). La famille b1 = (u1; : : : ; un) est une base
de Rn = H � ker (f) et (f (u1) ; : : : ; f (un)) est une famille génératrice de Im (f) donc (f (u1) ; : : : ; f (ur)) est une
famille génératrice de Im (f) qui est donc une base de Im (f) pour des raisons de dimension. On complète la

famille libre (f (u1) ; : : : ; f (ur)) en une base b2 de Rn. On a matb1;b2 (f) =
�
Ir 0r;n�r
0n�r;r 0n�r;n�r

�
= Q�1MP =

avec Q = Pb0!b2et P = Pb0!b2 ce qui entraîne le résultat demandé.
2: Supposons que A véri�e: 8B 2Mn (R) ; det (A+B) = det (A) + det (B).
On a alors det (2A) = det (A+ A) = det (A) + det (A) = 2 det (A) et det (2A) = 2nA. Or n � 2 donc 2n 6= 2 donc
det (A) = 0 donc A n�est pas inversible:
3: On en déduit que A est de rang r < n. D�après Q1,
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SiA 6= 0, alors il existe (P1; P2) 2 (GLn (R))2 tel que P1AP2 =
�
Ir 0r;n�r
0n�r;r 0n�r;n�r

�
c�est-à-direA = P�11

�
Ir 0r;n�r
0n�r;r 0n�r;n�r

�
P�12 .

Posons B = P�11

�
0r;r 0r;n�r
0n�r;r In�r

�
P�12 . Les matrices A et B ne sont pas inversibles donc det (A)+det (B) = 0.

On a A+B = P�11

�
Ir 0r;n�r
0n�r;r In�r

�
P�12 = P�11 P�12 qui est inversible donc det (A+B) 6= 0.

On en déduit que A = 0.
La matrice nulle véri�e bien la propriété demandée et est donc la seule solution du problème posé.
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