Vendredi 23 mai 2025

Exercice 1 (IMT) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes qui suivent une loi géométrique de
méme paramétre.p € 10,1[. On pose U = v
1. Déterminer [’espérance de U.

2. Montrer que E(U) > 1.
3. Trouver la loi de U.

Solution de I’exercice: . )
1: Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes donc f (X) = X et g(Y) = v le sont aussi. On a0 < v <1

1 1 1
donc v est d’espérance finie et £ (U) = FE <X X ?> =FE(X)xXFE <?) On a, d’apres la formule du transfert,

( 1) +zo:o 1pq” A lq” = —]—?ln(l —¢). On en déduit que £ (U) = —lgln(l —q) = —lln(l —q).
2: On sait que Vx > —1, lnn(:11+ z) < xcfet que 1’égalité est vraie si et seulement S]:;]g = 0 (inégalité %e convexité)
On en déduit que In (1 — ¢) < —¢ donc 1ln (1-9q) < —lq donc E(U) > 1.

3: On suppose que X () =Y () = N* donc U () C qu.

Soit r = < avec a,b € N* sans facteurs communs (fraction irréductible). Ona (U =) = |J (X = ak) N (Y = bk))

b k=1
(union disjointe) donc P (U =r) = Z P (X =ak)N (Y = bk)) soit
400 2 a+b—2
a - p? ¢ A
P(U ) ZP( ak) x P (Y = bk) = quklx 1——22::(+b) Tl gt
Exercice 2 Soit xg,--- ,x, des réels distincts.et B = ((X +x9)",-+ , (X +x,)") une famille de R,, [X].

1. Ecrire la matrice de la famille B dans la base canonique de de R,, [X]..
2. En déduire que B est une base de R,, [X].

Solution de l’exercice:
Ecrivons la matrice de F dans la base canonique By = (1, X,... X", X") comme (X +z;)" = > (7)25 X", on
0

a
(0)og - (o)
n\ ,.n—1 (TL) an_l
o (1)£E0 1/%n . . .
M = qui est quasiment une matrice de Vandermonde.
()6 ()0
n
Plus précisément, en utilisant la multilinéarité du déterminant sur les n + 1 lignes, on a det(M) = (H (?)) X
i=0
Ty Ty
zp ! !
4 g

n
On peut ensuite permuter les lignes de maniére & obtenir les lignes dans 'ordre et on aura det(M) = + (H (:‘)) X

1L, <j<ji<n (xj —xj) # 0 car on a choisi les xg, - - - , x,, distincts. Ainsi, comme M est inversible, B est une base

de B 1



Exercice 3 Ccinp: Trois enfants A,B et C jouent a la balle:

3 1
e A envoie la balle a B avec une probabilité de 1 et a C avec une proba de 1

3 1
e B envoie la balle a A avec une probabilité de — et a C avec une proba de —.

o C envoie toujours la balle & B. On note a,, b, et c, les probabilités que A,B ou C ait la balle & la n'*™ étape.
1. Exprimez a,y1,bn11 et c,y1 en fonction de an,b, et c,.
Apt1 Qn
2. Trouvez une matrice M telle que Vn € N, bpi1 =M1 b,
Cn+1 Cn
G,
3. Déterminez la limite de | b, quand n — 400 et montrez que cette limite est indépendante des conditions
Cn

initiales.

Solution de I’exercice: Q1 et 2: En notant A,, B, et C, les événements "la balle est en A (respectivement

. 1
B et O) a la n™ étape, on a P (Apii|Ay) = 0, P(BylAy) = Z P(Conldn) = 3o P(AualB,) = Z
1 1
P(BanlBa) = 0, P(ConalBa) = 3 P(AunlCu) = 0, P(BunlC) = 0 et P(Coia|C) = 7. En utilisant

le SCE (A, By, Cy), on a P (An) = P (Ania|An) P (Ay) + P (Awir|By) P(By) + P (Ana|Co) P (C) et done

Qpr1 = an. En faisant de méme pour B, et C, 41,

3
0 - 0
On obtient bpi1 =M1 b, |.avec M = - 01
Cn+1 Cp, iL 1 O
4 4
Gy,
3: Soit X, = b,
CTL

Remarque: On a X1 = AX,,. Si (X,,) converge vers L, alors, en passant a la limite dans la relation précédente,
L=AL.
a: Convergence de (X,,): On montre par récurrence que X,, = M" X, avec .

On a sy (z) =det (zI3 — M) = (z —1) (z+2) (z + 1) donc sp (M) = {1,—1%,1} et M est diagonalisable.
Soit (Uy, Us, Us) une base de vecteurs propres associés respectivement a 1, —}1, i
Posons Xg = a1 Uy + axUs + a3Us.
a
On en déduit que Xn:Mn <061U1+062U2—|—043U3) :a1U1+a2 (le) U2—|—063 (-%)nUg ——n—+o00 OélUl = b c
c
Ey (M).
Remarque: On a X,, —,— 100 P (Xo) avec p projection sur F; (M) parallelement a E% (M) & E_% (M)
3
4
Or Ey (M) = vect 1
7
16
a i
il existe Atelque [ b | =X 1
7
¢ 16



Or Vn, a, + b, + ¢, = 1 (car (A, B,,C,) est un SCE) donc lirf a, +b,+c,=1donca+b+c=1.
1 n—-+oo

16 3

On en déduit que A = 35 donc (X,,) converge vers | =

gl~&l

Exercice 4 (Ccinp) Soit n € N*.

1. Rappeler la définition du :produit scalaire de M,, (R).

010

2. Soit J=1 0 0 1 |. Montrer que la famille (I3,J) est une famille orthogonale de M3 (R).
1 00

1 11
3. SoitA=1 0
0 00

e}

. Déterminer le projeté orthogonale de A sur le sous-espace engendré par (1,.J).

Solution de 1’exercice:
1: Pour la premiére question, voir le cours.
2: Rappel: Si (ey,...,ex) est une base orthonormée du sous-espace vectoriel F' de 'espace euclidien E. Pour
k
x € E le vecteur p(x) = Y (x|e;) e; est le projeté orthogonal de x sur F
i=1
On a tr (‘I3 x J) = tr(J) = 0 donc la famille (I3,J) est une famille orthogonale. Soit p la projection

1 1
orthogonale sur F' = vect (I3, J). On a ||I3]| = ||J|| = v/3 donc (—13, —J) est une base orthonormée de F'.
VERRVE]
110
I3|A J|A 1 1
On en déduit a I'aide du rappel que p (A) = Us| 2)13 + Ll 2>J =-L+-J=3|011
TR R o

. a A (102 (A 24
Exercice 5 :Soit A € M,, (R). Soth_<O 3) etB_<0 3A>'

1. Diagonaliser M.
2. En déduire que B est sembable a une matrice diagonale par blocs.
3. Montrer que B est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable?

Solution de ’exercice : 1: Posons M = ( (1) g ) La matrice M admet deux valeurs propres distinctes
donc est diagonalisable.
11

2: Enposanth(O 1>,OﬂaQ_1MQ=<(1) g>'0naQ_1:((1) zl)‘EnposantP:<Ig ?)

I, —I A 0
/ n n / / —1 : -1 /
etP-(0 I ),onaPP—IgndoncP—P . Par ailleurs P BP—(O 3])—B.

3 a Si A est diagonalisable, alors B’ est diagonalisable ( R = ( ](%)1 }g ) avec Ry 'AR; diagonale) donc B est
1

diagonalisable.

b Si B est diagonalisable alors B’ est diagonalisable.

Soit f Dapplication linéaire canoniquement associée a B’. Soit (e, ..., es,) la base canonique de R*".

Le sous-espace F' = vect (eq, . .., €,) est stable par f et 'endomorphisme g induit par f sur F' vérifie mat (., ., (9) =

A.

D’apreés le cours, 'endomorphisme f est diagonalisable donc g ’est aussi donc A est diagonalisable.
Conclusion: B est diagonalisable si et seulement si A esg diagonalisable.



Exercice 6 (Mines) Soit (ag,ay,...,a,) une famille de réels distincts et (bo, by, ..., b,) une famille de réels.
1. Montrer qu’il existe un et un seul polynome P € R, [X] vérifiant P (a;) = b;.

2. Montrer qu’il existe une unique famille de n+1 réels (Ao, A1, ..., A\y) telle que pour tout polynome P € R,, [X],

Ja P(tydt = 3 AP (a).

Solution de I’exercice: Soit ¢ : R,[X] — R""" définie par ¢ (P) = (P (ap),..., P (a,)). L’application ¢
est linéaire (a vérifier). Si P € ker () alors Vi, P (a;) = 0 donc P admet n + 1 racines donc P = 0..0n en déduit
que ker (¢) = {0} et, puisque dim (R,[X]) = dim (R"™!) donc ¢ est un isomorphisme. Il existe donc un et un
seul P € R,[X] vérifiant ¢ (P) = (by,...,b,). Posons, pour P € R, [X], f; (P) = P (a;) et f(P fo
On demande de montrer que f peut se décomposer de maniére unique comme combinaison hnealre des fz Les
applications f et f; sont linéaires (a vérifier) doonc éléments de I'espace vectoriel £ (R,,[X],R) de dimension n+ 1.
Montrons que ( fo, . .. fn) est une base de £ (R, [X],R). Elle admet n+1 éléments. Il suffit donc de montrer qu’elle
est libre. Supposons Z Aifi = 0. On a donc pour tout P € R, [X], Z Nifi (P) = Z NP (a;) = 0. Soit i € [|0,n]

=0
fixé. En prenant P l’umque polynéme vérifiant P (a;) = 1 et P (aj) = 0 si j # 1, on obtlent A; = 0. On en déduit

que (fo, ..., fn) est une base de £ (R, [X],R) donc qu’il existe une unique famille de réels ()\0, AL, -5 An) telle que
f = > Aifi cest-a-dire, pour tout polyndme réel P € E, f (P) = >\ f; (P) soit fo x)dr = Z AP (a;).
i=0

1=0

Exercice 7 Pour tout a,b € R et tout entier n > 3, on définit la matrice A,(a,b) € M, (R) dont tous les
coefficients sont nuls sauf ceux de la diagonale qui valent 1 et ceux de la premiére ligne et de la premiére colonne
valent alternativement b puis a. Par exemple on a :

As(a,b) = et Ag(a,b) =

QTR o
oo O = o
O O = O Q2
oo o o
—_ o O O
R TR o
[N oNolNall S
O OO = O
oo RO oS
O R O OO
-0 oo oS

1. Montrer que A,(a,b) est diagonalisable.
2. Soit A, B € R tels que 2B — (A —2)* > 0.

r+y=A4

Résoudre le systéme { -1+ (y—1)? = B (d’inconnues réelles x,y ).

3. Déterminer le rang de A,(a,b) — I,. Que peut-on en déduire sur les éléments propres de A,(a,b) ?

4. On suppose que n est impair (n = 2p + 1), calculer la trace de (A, (a,b) — I,)°.
En déduire les valeurs propres de A,(a,b).

5. . La matrice A,(a,b) est-elle toujours diagonalisable dans le cas o a et b sont complexes?

Solution de I’exercice: 1:La matrice est symétrique réelle, donc diagonalisable (théoréme spectral).

o xty=A (z—1)+(y—1)=A-2
2'<S>'{<x1>2(+<y s f’{@cnwylfff fone
r—1)+ (y =A-2
wyﬁ{(@—1ﬂﬂy—0f—2@—1ﬂy—U=B
En posant vy =x—lety; =9y —1
x1+y1:A—2 _0\2
(9) & (A—2)>— B < (x1,41) couple de racines de P = X* — (A —2) X + w

1y = 9 4



Le discriminant de P vaut (A —2) — 2 ((A _ 2)2 _ B) =928 — (A-2)?>0.
Donc P a deux racines u = A2t V2EZAZE o, AZ2my/RB- (A7)

Il y a donc deux solutions a (.5): (:132, y)=(u+1,v+1)et (2x,y) = (u,v).

3. (a) Si(a,b) = (0,0) la matrice A, (a,b) — I,, est nulle, donc de rang 0 ;

alors A,(a,b) = I, et les éléments propres sont évidents.

Si (a,b) # (0,0), la matrice A,,(a,b) — I, a ses colonnes 2 & n qui sont colinéaires & 'une d’entre elles qui est
non nulle (colonne 2 si b # 0; colonne 3 si a =0 et b # 0 ) et elles ne sont pas colinéaires a la colonne 1. Le rang
est la dimension de l’espace engendré par les colonnes, donc rang (A, (a,b) — 1,,) = 2.

Comme n > 3 on en déduit que A, (a,b) — I,, n’est pas inversible, donc 1 est valeur propre de A, (a,b); d’apres le
théoréeme du rang, le sous-espace propre associé est de dimension n — 2.

4 On suppose n impair. n = 2p + 1.

Comme la matrice est diagonalisable, il y a deux autres valeurs propres A1, Ay (éventuellement égales).

On calcule seulement les coefficients diagonaux de (A, (a,b) — I,,)*; ils valent : b2 + a® + b% + - - - puis b2, puis a2,
puis b?, puis a2, etc. .

Ainsi : tr (A, (a,b) — I,)* = 2p (a® + ).

Les valeurs propres ont déja été trouvées lorsque (a, b) = (0,0).

Si (a,b) # (0,0), d’apres la question précédente A, (a,b) est semblable & une matrice A diagonale,

A =diag (1,...,1, A, \y) donc n = tr (A,(a,b)) = (n — 2) + A1 + Aa.

Comme (A, (a,b) — I,,)* est semblable & (A —I,,)*, on a :

2p (a* 4 %) = tr (A, (a,b) — L)Y =0 =174\ —1)7°.

D’aprés Q2, avec A =2 et B = 2p(a® + b?), comme B — (A — 2)? = 2p (a® + 1?) > 0, on obtient:

8D (An(a,8) = {1, A1, 20} = {11+ Vp (@ + 1), 1= Vp (@ + 17}

5:En prenant (a,b) € C?, lessentiel de ce qui a été fait précédemment subsite mais on ne peut pas écrire
/P (a? +b?). Cependant p (a® + b?) admet deux racines carrées qui sont distinctes seulement si a? + b? # 0. Or
a® + b? = 0 est possible pour (a,b) = (1,4).

Pour n = 3, la matrice A = A3(1,i) = admet X3 — 3X%2 43X —1 = (X — 1) comme polynome

—_ . =
O = .
_ o =

caractéristique donc sp (A) = {1}.et A n’est pas diagonalisable.
(car sinon A serait semblable donc égale a [3).

Exercice 8 (Ccinp) Soit A € M,, (R) et B = ( ﬁ ;ﬁ ) On suppose que A = ( ; ? )

1. Justifier que A est diagonalisable et préciser son spectre.

2. Montrer que 0 est valeurs propres de B et déterminer la dimension du sous-espace propre Fy (B).

. . . X
3. Soit X un vecteur propre de A associé a la valeur propre X. Que peut-on dire de < % ) e My, (R)?

En déduire que B est diagonalisable.
4. Généraliser o A € M,, (R) diagonalisable et de rang n.

Solution de I’exercice: (Ccp 2015)

1: Soit On suppose que A = < ; ? > La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable.
1

On utilisera de plus que A ( 1 > =3 ( 1 ) et tr (A) = 2 donc sp (A) = {3, —1}.
5)



2: Par ailleurs C5(B) = 2C; (B) et
(C1(A),C5(A)) est libre donc g (B)
B et dim (Ey (B)) = dim (ker (B)) = 2.

3 Soit X un vecteur propre de A associé a la valeur propre \.On a B = ( 424 ) ( § ) ( AX +24X )

1(B),C5(B)) est libre car

Cy(B) = 205 (B) donc rg(B) < 2 et (C
= ) = 2 donc 0 est valeur propre de

2. On en déduit que dim (ker (B)

A 2A AX +2AX

3\ ( § > donc ( § ) # 0 est vecteur propre de B associé a la valeur propre 3A.0r A admet deux valeurs

propres non nulles Ay =1 et Ay =3

On a donc dim (Ey (B)) +dim (E_3 (B)) + dim (Ey (B)) > 2+ 1+ 1 =4.

donc B est-elle diagonalisable.

3 Supposons maintenant que A € M,, (R) et A est diagonalisable et derangn. Ona C,, 41 (B) = 2C; (B)...Cy, (B)
2C,, (B) donc rg (B) < n et (Cy(B),...,C,(B)) est libre car (Cy (A),...,C, (A)) est libre donc rg (B) = n.
On en déduit que dim (Ey(B)) = 2n —n = n. Soit (Xi,...,X,) une base de vecteurs propres de A, avec
AX; = N X,.avec \; # 0 car A est de rang n. En posant Y; = §’ >, on a BY; = 3\;Y; donc (Y7,...,Y,,) une

famille de n vecteurs propres de A associés & des valeurs propres non nulles.
n n

La famille (Y3,...,Y},) est libre car (X7, ..., X)) est libre (car si Y o;Y; = 02,1 alors > a; X; = 0,,1.donc les a;
i=1 i=1
sont nuls)
donc > dim(FEj3y (B)) > n.
A€sp(A)
Or A € sp(A) = 3\ #0.

Or dim (Ey (B)) = n donc ) ydim (E), (B)) > n+n = 2n donc B est diagonalisable.

nesp(B

Exercice 9 Ccp: Soit A une matrice carrée & coefficients complexes vérifiant 6A% — 5A + I, = 0. On définit la
suite de matrices (By) par By = A et pour tout k > 0, Bx.1 = By, (I, — By). Montrer que la suite (B,,) converge
vers la matrice nulle.

Solution de 1’exercice:
1: Elements propres de A: Les racines de 622 — 5z + 1 = 0 sont % et % donc le polynéome 6X2 — 5X + 1 est

scindé a racines simples donc la matrice A est diagonalisable et semblable & A" = diag 1, cee 1, 1, e 1 avec
W—Z/ L/—/
p fois n—p fois
0 < p < n. Soit P une matrice inversible telle que A’ = P~1AP
2: Posons Bj, = P"'ByP. Ona By=A".Ona B, =P 'BywP=P ' (B,—B})P =P 'B,P—- P 'B}P =
B;, — B2

On en déduit par récurrence qu'il existe (ug,vy) tels que By, = diag | ug, ..., ug, U, ..., 0 | avec uy = % et
A 4

-~ -~

p fois n—p fois
U1 =t — ui : (R) et vg = % et vpy1 = v — v}
3 convergence des suites (ug) :
On montre que u; € [0, 1] (récurrence) que la suite (uy) est décroissante donc converge vers [ puis que [ = 0 en
passant a la limite dans la relation (R) et pareil pour (vy) .
4: Conclusion: On en déduit que lim Bj = 0. Or By = PB; P! donc, par continuité du produit matriciel,

k——+o0
lim Bk =0.
k—+4o00

Exercice 10 On note E [’espace vectoriel complexe formé des fonctions de R dans C de classe C*.
Soit un paramétre o € C. Pour tout k € N on définit f, € E par:

Vo € R, fu(z) = 2Fe™

Pour tout n € N, on note E,, le sous-espace vectoriel deGE engendré par fo, f1,. .., fn-



1. Déterminer la dimension de E,,.
2. Montrer que application D : f — f' définit un endomorphisme de E,,.

3. a: Montrer que D,, est bijectif si et seulement si o # 0.
b: Montrer plus généralement que, pour tout polynéome P € C[X], l'endomorphisme P (D,,) est bijectif si et
seulement st o n’est pas racine de P.

4. Soient deuz polynomes P et @ de C[X] tels que Q(a) # 0, et soit le polynéme R = PQ. Montrer que :

ker R (D,) = ker P (D, .

5. Pour tout polynome P € C[X], montrer que la matrice de l’endomorphisme P (D,,) dans la base fo, f1,..., fn
est:

(D) PU=Na) sii<j

7

M= (m; ), - avec m; j =
»J < < 2,] .
O0sijsn 0 sinon

Attention : contrairement aux conventions habituelles, la numérotation des lignes et des colonnes commence
a 0.

Solution de ’exercice:
1: Pour tout \g,..., A\, € C tels que \gfo+ -+ A\ fn =0, le polynéme Ay + - - - + A, X" a une infinité de racines,
doncilest nulie. \g=---= A\, =0.
Donc fo, fi,. .., fn est libre, donc c’est une base de E,, et dim (E,) =n + 1.

k fi— ik>1
2: La linéarité de la dérivation est connue. Et: D, (fx) = afk T kfem stk

afy sik=0
Dong, pour tout f € E,, on a D,(f) € E,.
a 1 0
3: D’apres la question précédente, la matrice de D,, dans la base fy, f1,..., f. est:M,, = h _ h . Par
.on
0 Q
propriété du produit de matrices triangulaires ,
ak 7 ? P(a)
(M,)* = R donc P (M,) = h = P(a) #0.
0 a 0 P(a)

Et ces matrices sont inversibles si et seulement si il n’y a pas de 0 sur la diagonale.
4: Comme R=QP,ona: R(D,)=Q (D,)oP(D,). Dapres la question 3 I'’endomorphisme @ (D,,) est bijectif.
On a donc :
R(Dn) (f) =0 <= Q(Dn) (P(Dn) (f)) = 0= P(Dy) (f) =0

5: Pour tout k € {0,...,n} ona: (D, —ald)(fx) = kfr—1 (en posant f = 0si k < 0 ). Par récurrence, pour
tout j € Non a:

(D — 1d) (fi) = k(k— 1)+ (k= j+ 1) fiy.

En particulier, si j > n, on voit que (D,, — aId)’ = 0.

d_ p) ,
La formule de Taylor pour un polynéme P de degré d donne P = ) k'(Q) (X — )" on en déduit que P (D,,) =
=0 K




> 229 b, —aray
i=0 2
Premiére méthode:

" pa) .
P(D,) = ,(a) (D,, — aId)" donc

7!
i=0

P™ ()

P(D) (fi) = Jit P(@) kfica oo = b (b = 1) o (B =t 1) e

pPk)
SAICINPR,

PO ()
(=)l

P(Dn)(fk) = fk+P,(og)kfk_1_|_...+

P(Dyn)(fe) = fi+ P ()kfoor+---+

Pk (a)
k!

k(k—1)x---x(i+1)fi+

E(k—1)x---x(k—n+1)fy

PE=) ()
k=)

, , . . k ..
Le résultat annoncé est vrai avec la convention (Z) =0sii>k.

D’ott m;y, = k(k—1)x--x({i+1)="PFI(a)sii<ketmy=0si>k

n_ pi) 4
Deuxiéme méthode: Point de vue matriciel: P (D,) = > # (D, — «lId)" donc maty,
i=0
n PO (a i
>~ (mats,,..1.) (D, — a1d))
0 1 0
Or M' = maty,,..f) (Dn —ald) = | h et on peut calculer (M) :
; on
0 --- a
Soit u canoniquement associé a M’ et (eq, ..., e,11) la base canonique
nxn—1)x---x(n—~k+1)e,_ sik<n+1
Onaen+1»—>nenr—>n(n—1)en_1...doncuk(en+1):{ ( ) :ésik>nl—1k+1

ce qui donne la derniére colonne de (M’ )k et on obtient toutes les colonnes de méme, ce qui permet d’obtenir le

résultat.



