lundi 26 mai 2025

Exercice 1 (ccinp)

1. Montrer que, pour tout n € N*, I’équation x™ + x+/n = 1 admet une unique solution dans [0,1]. (on note
cette solution x,,).

2. Déterminer la limite de la suite (z,,).

3. Déterminer la nature de la série Y x,,.

Solution de ’exercice: 1: Posons f (z) = 2" + xy/n — 1.
La fonction f est dérivable sur [0,1] et f'(z) = nz"~* + /n > 0. La fonction est continue strictement croissante
sur [0, 1] donc réalise une bijection de [0,1] sur [f (0), f(1)] = [-1,+/n] et 0 € [—1, y/n] donc il existe un et un
seul réel z,, vérifiant f (z,) = 0.

1
2: Ona\/_xngldon(:0<xn§7donc lim z, =0.

n n—-+oo
1
400 Onaynx,=1—2"et 0 <a” <z, donc lim 2” =0donc lim /nz, =1
\/ﬁ n——4o00 n——4o00

donc ) x, est une SATP divergente.

3: Montrons que x,, ~
1
n—-+400 \/ﬁ

donc z,, ~

Exercice 2 (Ccp)Trouver les limites enx = 0%, & = % etwr = g_ de la fonction définie par f (z) = tan (x)tan(h).

Solution de ’exercice: (On peut commencer par vérifier avec la relation a® = (@
mandées sont des formes indéterminées).
En 0: tan ()" = etan(e)n(tan(x)) - O tan (2z) ~p_g 22 et
In(tan (z)) = m(x+o(x)) = In(z(14+0(1))) = In(x) + In(1+0(1)) ~,—0 In(z) car In(z) —,0 —oc0 et
In(l+o (1)) +—0 0 (logarithme d’équivalent redémontré) donc tan (2x) In (tan (z)) ~,—¢ 22 1n (x) —,_ 0 donc

que les formes de-

lim f(z) =
Enz = Z: posons r = % + h. On a tan (2x) In (tan (x)) = tan (g + 2h> In (tan (% + h))
Or tan<2 —|—2h> ﬁ ~ho0 ;—; et tan (%—i—h) —tan(4) + tan’ (%) h+op—0 (h) =14 2h + op—0 (h)

On en déduit, en utilisant In (1 + u) ~,_o u que In (tan (% + h)) = 2h+o0p_0 (h) donc tan (g + 2h> In <tan <Z + h)
—2h

e |
2h .
lim tan (2z) In (tan (z)) = —1 et lim tan (m)tan(zx) = -.
r—IT r—I e

4 4

Enx:g : posonsx:g+h.(avech<0)

On a tan (22) In (tan (z)) = tan (7 + 2A) In (tan (g + h)) — tan (2h) xIn < ) — — tan (2h)xIn (— tan (h)) ~

tan(2z) -1

—tan (h)
2h1In (—h) —p—0 0 (logarithme d’équivalent idem précédemment) donc lim tan ()

—
TG

Exercice 3 (ccinp) On s’intéresse a la suite définie par ug €]0,7/2[ et, pour n € N, u, 11 = sin(uy,).
1. Etablir la convergence de cette suite et déterminer sa limite.

2. En considérant u, 1 — u, montrer que la série Y ud converge.

u
3. En considérant In ( nH) montrer que la série Y u? diverge.
Un 1



Solution de I’exercice:

1: On montre que Yn > 1, u,, € ]0,1[. De plus, si x > 0, sin (z) < z (étudier = — sin (z) — = ou utiliser la
concavité de la fonction sinus ) donc la suite (u,) est décroissante.
Elle est minorée par 0 donc elle converge vers un réel [ > 0.
En passant a la limite dans 1'égalité wu,1 = sin(u,), on obtient I = sin (/) donc [ = 0 car si « > 0, sin (z) < x

m
(montrer que g : x — sin () — x est strictement décroissante sur [0, 5]

. u3 'LL3 U3
2 On A Up 1 —Up = Up—SIN(Up) = Up— (U =B +0 —pjoo (UD)) = P40 —pioo (WD) ~noioo . Oru, >0
n
donc % > 0 et les séries ) | ul et > Upi1 — u, sont de méme nature. Or > (U1 — Up) = Unt1 — Yo —n—too —Uo
k=0
donc la série Y u, 41 — u, converge et la série Y ud converge.

' _ 3
3: Onaln (M> =In (M) =In (un 6 70 T (Un)> =1In (1 - % +0—nico (UZ)> ~n—+oo
Up,

Unp Unp

NN

2
Up Up
. Or ¢

U, R L U
> 0 donc les séries Y u? et Zln( H) sont de méme nature. Or > In ( k“) = In (upi1) —
u e

n

4. Un+1 . , . .
In (ug) —n—+too +00 donc la série Y In ( " diverge donc la série Y u? diverge.

n
Exercice 4 (Ccinp) Donner un développement limité de la fonction arctangente & l'ordre 2 en x = 1. Donner
x
Uasymptote en +oo de la courbe représentant la fonction définie par f(x) = xarctan <— et préciser la

z+1
position par rapport a cette asymptote en +o0o (on pourra écrire f (x) sous forme ax + b+ £ + 0y 400 (%) )

Solution de ’exercice:

1: Appliquons la formule de Taylor-Young a g (x) = arctan (z). Onag(z) =g (1)+¢' (1) (z — 1)+ 2,9” (1) (z — 1)*+
) '
0y ((z — 1)2). Or ¢ (z) = 12 et ¢" (z) = ﬁ donc arctan (z) = ir + 3 (z—1) — 3 (z — 1)° +

0,1 ((x — 1)%), cest-a-dire arctan (1 + h) = 17 + 1h — 1n2 4 0, (h?)

T 1 2 2 x 2 2
O = = 1=+ ()7 o ((2)7) done et () = fror g (<20 (1)) = 5+
1)2 1 1,1 1 m 1 1 1 T 1
Oz too ((;) ) = 4 T—5-F 17 T0z— 400 ($—2) donc f (z) = Zx—§—|—4 +0s 100 (m) donc f (z)— 7% 75 ) Ma—eo

w3

4x 2 2
de +o00. La courbe est donc au-dessus de son asymptote.

1 1 T 1
— —,-0 0. La droite d’équation y = —x — = est donc asymptote & C et f (z) — (Zx - —) > 0 au voisinage

Exercice 5 (Ccinp) Soit (u,) une suite réelle définie par ug € 10,1 et pour tout n € N, uyy1 = 3 (u, + u).

1. FEtudier la suite (uy,).

n
2. On pose p, = [ (1 +ux). Montrer que la suite (p,) converge.
k=0

3. En déduire que la suite (2"u,) converge.

Solution de ’exercice : 1:0n montre par récurrence que u,, € [0, 1], puis u, ;1 < u,. La suite est décroissante
1
2

et minorée donc converge vers [ € [0, 1[. Or 1115{1 Ups1 =1 et hm (un +u2) = 1 (I +1%) donc par passage & la

limite,l:%(l+12)doncleoulzldoncl—Ocarun§u0<1.

2: Onaln(p,) = > In(1+ug) et In(1+4 ug) ~p—ioo ux > 0 donc la suite In (p,,) converge si et seulement si la
k=0
2



- . . - Un+1
série > In (1 + u,) converge si et seulemement si la série ) u,, converge. Or

1 1
= 5|1+ Up| —n—yoo 5 donc
n

la série Y u,, converge donc la suite In (p,) converge vers un réel [ donc la suite (p,,) converge vers e’.

n—1 n=1 9y 2nun .
3:Onap,1=]] Q+u)=1]] ML _ 27" done 2™, = ugp, donc la suite (2"u,) converge.
k=0 k=0 Uk Ug

Exercice 6 (Ccinp) Soit f une fonction continue de R dans R telle que V (x,y), f (x ;_ y) =1 (f(x)+ [ (v).

1. On suppose que f(0) = f (1) =0.

(a) Montrer que f est impaire et 2-périodique. En déduire que f est bornée.
(b) Montrer que f (2x) = 2f (x). En déduire la nullité de f.

2. Déterminer f dans le cas général.

Solution de ’exercice:
Remarque = — ax + b est

la: Ona 0= f(0) = f <%(_I) = 2 (f () + f (=2)) donc f(—z) = —f (z). On en déduit que f(z+2)—
f@)=fx+2)+ f(-z) =2f <x—l—2%) = 2f (1) = 0 donc f est impaire et 2-périodique. La fonction f

est continue sur le segment [0, 2] donc bornée sur [0,2]. Or f([0,2]) = f (R) car f est 2-périodique donc f est
bornée.
22 +0

1b: Ona f (2z) = f (2z)+ f(0) = 2f 5

par récurrence que f (2"x) = 2"f (z). Or la suite (2"f (z)) n’est pas bornée, ce qui contredit le fait que f est
bornée donc la fonction f est nulle.
2: On ne suppose plus maintenant que f(0) = f(1) = 0. Soit g la fonction affine vérifiant g (0) = f(0) et

= 2f (z). Supposons qu'il existe z tel que f (z) # 0. On montre

1 _
g (1) = f(1) (par deux points il passe une droite ou g : = — L(];(O)x + £(0))
et posons h = f —g. On a g (xTﬂ> — % (9(x) + g (y)) (a vérifier en posant g (x) = ax + b) donc h <x ;— y) —

2 (h(z)+ h(y)) et h(0) = h(1) = 0. La fonction h est donc nulle. On en déduit que f = g donc que f est une

fonction affine.
Exercice 7 (centrale)

1. Démontrer que pour tout n € N*, I’équation nx = cos (x) admet une et une seule solution dans [0,1] que
l’on notera x,,.

2. Etudier la convergence et la monotonie de la suite (xy,).
3. Démontrer que x,, ~ % puts trouver un équivalent de x,, — % (on pourra écrire x, = % + vy,).

4. Donner un développement asymptotique a 3 termes de x,,.

Solution de I’exercice:

1: La fonction z +— nx — cos (z) est dérivable de dérivée n + sin (z) > 0 sur [0, 1]. Elle est donc continue
et strictment croissante et induit une bijection de [0, 1] sur [—=1,7 —cos(1)]. Or n — cos(1) > 0 donc 0 €
[—1,n — cos (1)]. 1l existe donc un unique réel x,, vérifiant nz — cos (x) = 0.

2: On a donc nzx,, — cos (x,,) donc |nx,| < 1 donc nl_l)gl_loo (xn) = 0.

Posons f, (z) = nx —cos (z). On a f, (xz,) =0 et f, (x"f)H) = NTpyq — €08 (Tpy1) done f,, (x,41) < 0. La fonction



fn étant strictement croissante, on en déduit x,, > x,1.
3: De plus, lim =z, =0 donc hm (cos(z,)) =1donc lim nz, =1 donc x, ~
o0

n—-+00 n—-+

1

n—-+4oo ; *

1). En reportant dans I'équation, 1 + nv, = cos(z,) =

1.2 gt (" 1 1 1
—3@; donc v, ~ 53 donc x, — -~ . o= et on en déduit que

On peut donc poser x, = —I— vn avec v, = 0
1— 122+ — (22) donc nv, ~

2" 1
Tn =1 = 53+, (75)
4: On peut continuer: x, =

n—-+oo n—-+4oo

1 _ 1 > - 1 _
— 53 T wy, avec w, = o0, (ﬁ) En reportant dans I’équation, 1 — 55 + nw, =

0 (5 = g + 0w (1)) = 1= 5 (= g 0, )"+ 4 (5~ g 00 (0))" + 0, (5k). done
1—?+nwn—1—#+%%+%%o doncnwnzﬁ%—ko o donc z,, = + — 545 —|—;inls+0nﬁ+w (l)

n—too n_ 2n3 nd

Exercice 8 (Mines ponts) Soit [ et g deuz fonctions continues de [0;1] dans [0;1] telles que fog=go f.
On pose A= {x € [0;1] | f(x) = z}.

1. Soit E une partie non vide majorée de R et M € R. Montrer que M = sup (F) si et seulement si M est un
majorant de E et il existe une suite d’éléments de E qui converge vers M.

2. Montrer que A # 0 et que A admet un minimum et un mazimum.
3. En déduire l'existence d’un réel c € [0;1] tel que f(c) = g(c).

Solution de l’exercice: 1: (=) Soit M = sup (F), c’est-a-dire que M est le plus petit majorant de E:
M est majorant de F.
Ve > 0, M — ¢ n’est pas majorant de F donc Ve >0, dx € £, M — e < x.

1
On applique ce résultat 4 e = — :Vn e N*, dx,, € £, M — % < x,. Or x,, € E donc x,, < M. Par encadrement,
n

la suite (x,,) converge vers M.

(«=) On suppose M est majorant de F et il existe une suite (x,) de E qui converge vers M.

Soit M’ un majorant de £. On a Vn € N, z,, < M’ et en passant & la limite, M < M’ donc M est le plus petit
majorant de FE.

2: Soit ¢ : [0;1] — R telle que ¢(z) = f(x) — z. Comme f est continue sur [0;1],¢ est aussi continue sur
[0;1]. Or ¢(0) = f(0) > 0 car f(0) € [0;1] et (1) = f(1) —1 < 0 car f(1) € [0;1]. Ainsi, par le théoréme des
valeurs intermeédiaires, comme @(0)p(1) < 0 et que ¢ est continue sur [0;1], il existe un réel v € [0;1] tel que
() = 0, ce qui justifie que « € A donc A # ().

A est donc une partie non vide de R, majorée par 1 et minorée par 0 . La propriété fondamentale de R montre
que A admet une borne supérieure M < 1 et une borne inférieure m > 0. D’aprés la premiére question (carac-
térisation de la borne supérieure, il existe une suite (uy), .y d’éléments de A qui converge vers M. On a donc
Vn €N, f (u,) = uy, : (R) et, en passant a la limite dans cette relation (R) on a f(M) = M. Ainsi, M € Aet M
majore A assure que M est le maximum de A. De méme, m est le minimum de A.

b. Posons h = f — g, de sorte que h est continue sur [0; 1] par opérations. Comme fog = go f, en 'appliquant
en M, on a f(g(M)) = g(f(M)) = g(M) donc g(M) € A ce qui montre que g(M) < M = Max(A). Ainsi,
h(M) = f(M)—g(M)=M — g(M) > 0. De méme, f(g(m)) = g(f(m)) = g(m) donc g(m) € A ce qui montre
que g(m) = m = Min(A). Ainsi, h(m) = f(m) — g(m) = m — g(m) < 0. & nouveau, par le théoréme des valeurs
intermédiaires, puisque h est continue sur [m, M] et h(m)h(M) < 0, il existe un réel ¢ € [m, M] C [0; 1] tel que

h(c) =0, ce qui revient a f(c) = g(c).

Unp,
n+1"

Exercice 9 (IMT) Soit (uy),~, une suite réelle définie par uy € R et pour tout n € N*, w11 =1+

1. Montrer que ¥n € N*, |u,| < e+ |uq].
2. En déduire qu’elle converge et déterminer sa limite [.

3. Donner un équivalent en +oo de u,, — .



b d 1
4. Donner un développement asymptotique de u,, de la forme a + — + % +—=+o (—3) au voisinage de +00.
n n? n n

ul

Uy, u 1+4
Solution de I’exercice: 1: u, :1+n—+1 donc u2:1+51,u3:1+ +32 :1—{—%+3“X—12.
+1+L

Uy = 1+13TM1: 1_‘_4_114_&_#4;0%“ On montre par récurrence que

Up =145+ o T T e T ke ee et n = 1 nn—1)>2x1,...mx(n—1)x--+x3>
(n—2)x(n—3)x---x1donc

u . Gy

|un|§1+%—|—$+~-+m+%§e+\u1|car515n:;H,onaSn_gzl—i—%—i—l—iZ—F“--i-m

. 1
et (S,) converge vers e et est croissante car - > 0.
n:

2: (uy) est bornée donc

— oo 0 dONe Uy 11 — 0o 1. La suite (u,) converge donc vers 1.

n
I+,
3: On a donc u,, = 1+v, avec v,, —, .o 0 et en reportant dans la relation de récurrence, 1 + v, = 1+ J:_Ul =
n
1 Up, 1 Up, 1 1 1 1
1+ + donc v, = —— + oo donc v, ~p—oo — €t U, =14+ — 4+ 0p—0o | — |-
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n n n
1 1 1
4: a:Posons u,, = 1+—+w,, avec w, = 000 (—) . En reportant dans la relation de récurrence, l—i-?%—wn“ =
n n n
1
L+ —+w, 1 1 w
1+ —0 =14 - +—
n+1 n+l nn+1l) n+l
don 1 4 Un 1 L d 1+ ! + ! - !
ol Wy = ~Npoo ————— = — donc u, = —+ =4+ 0o | = |-
T+l n+1 n(n+1) n? n o n? n?

1 1 2 1
b: En réappliquant la méme méthode, on obtient: u, =14+ —+ — + — 4+ 050 (—3> .
n n? n n

Exercice 10 (Centrale):

3
1. Montrer que la fonction g : R — R définie par g (t) =t + 3 est une bijection.

2. Existe-t-il une fonction f : R, — R continue et bornée vérifiant

x —t2
R+ —1 _C
Ve e RT, f(x) +/0 70

Solution de ’exercice:

1: Appliquer le th de la bijection strictement monotone et continue a g.
—t2
e
2: Analyse: Si f est solution, alors f (0) = 1. Par ailleurs e
y: if uti 1 (0) illeu foOl—l—f?(t)

- m done f' () + 2 (x) f' () = e et done f () + L) =

3
4 : : t : N : :
3 + fo et dt. Soit g : R — R définie par g (t) =t + 3 La fonction g est une bijection strictement croissante et

dt est la primitive d’une fonction

continue donc f est de classe C! et [’ (x)

4 - 4 x
continue de R sur R. On a donc f (z) = g~! (5 + /5 e‘t2dt>. Synthese: Posons f (z) = g~ ! (5 + /5 e‘tzdt>.

Cette fonction est de classe C' comme composée de fonctions de classe C* donc f est continue. (on applique le
théoréme sur la dérivabilité de la réciproque afonction g est de classe C! et vérifiant Vz, ¢’ (z) > 0 donc g~ est

4 4 z 4 0o
de classe C'). La fonction f est bornée: a = 3 < 3T [lePat < 3T J7%e "dt = bet g' ([a,b]) est bornée

3
4
car ¢! est continue. En appliquant g, on f () + fT@) =3 [ e~ dt et donc f' (z)+ f% () f' (v) = e donc
2 42
fl(x)= #2(56). On a de plus f (0) = 1 donc en intégrant, flo)y=1+[7 #Z@dt.



