
mercredi 28 mai après-midi 2025
Exercice 1 (ccinp) Soit pour n 2 N, In =

R 1
0
ln (1 + tn) dt.

1. Déterminer la limite de la suite (In).

2. Soit L =
R 1
0

ln (1 + u)

u
du. Justi�er l�existence de L et justi�er que In �n!+1

L

n
.

3. Justifer que L =
�2

12
(on admet que

+1P
n=1

1
n2
=
�2

6
).

Solution de l�exercice: 1: Appliquons le théorème de convergence dominée sur [0; 1[ à fn : t 7! ln (1 + tn).
- On a, pour t 2 [0; 1[, lim

n!+1
fn (t) = 0 donc la suite de fonctions (fn) converge simplement vers la fonction nulle.

- Les fonctions fn est sont continues donc CPM sur [0; 1[.
- jfn (t)j � ln (2) = ' (t). La fonction ' est continue sur [0; 1] donc intégrable sur [0; 1[.
D�après le théorème de convergence dominée, (In) converge vers

R 1
0
0dt = 0.

2: On a ln (1 + u) �u!0 u donc u 7!
ln (1 + u)

u
est prolongeable par continuité en 0 donc intégrable sur ]0; 1] donc

l�intégrale L converge.
Si n � 1, par le changement de variable C1 et bijectif strictement croissant de ]0; 1] dans ]0; 1] dé�ni par u (x) =
xn, on a nIn =

R 1
0

ln (1 + tn)

tn�1
ntn�1dt =

R 1
0

ln (1 + u)

u
n�1
n

du. Posons gn (u) =
ln (1 + u)

u
u
1
n . On a u 2 ]0; 1] donc

u
1
n � u j et gn (u)j �

ln (1 + u)

u
qui est intégrable sur ]0; 1]. Le téhorème de convergence dominée donne alors

lim
n!+1

nIn = lim
n!+1

R 1
0

ln (1 + u)

u
n�1
n

du =
R 1
0

ln (1 + u)

u
du = L donc In �n!+1

L

n
.

3: Pour u 2 ]0; 1[, ln (1 + u) =
+1P
n=1

(�1)n�1

n
un donc

ln (1 + u)

u
=

+1P
n=1

(�1)n�1

n
un�1. Posons vn (u) =

(�1)n�1

n
un�1.

- La fonction vn est continue sur [0; 1] donc intégrable sur ]0; 1[.

- La série de fonction
P
vn converge simplement vers u 7!

ln (1 + u)

u
sur ]0; 1[

-
R 1
0
jvn (u)j du =

1

n2
donc, comme

P 1

n2
converge, le th d�interversion

P
�
R
donneR 1

0

ln (1 + u)

u
du =

+1P
n=1

R 1
0
vn (u) du =

+1P
n=1

(�1)n�1

n2
= L.

On a
+1P
n=1

1

n2
� L = 2

+1P
n=1

1

(2p)2
=
1

2

+1P
n=1

1

n2
donc L =

�2

12
.

Exercice 2 (ccinp) Déterminer le rayon de convergence R et la somme S (x) de la série entière
P
n�2

xn

n+ (�1)n .

Solution de l�exercice: On a
1

n+ (�1)n �n!+1
1

n
donc

P xn

n+ (�1)n et
P xn

n
ont le même rayon de

convergence donc R = 1. La série entière
P
n�1

xn

n+ (�1)n est la somme des séries entières
P
p�1

x2p

2p+ 1
et
P
p�1

x2p+1

2p

(toutes deux de rayon de convergence égal à 1). On sait que, si jxj < 1, ln (1� x) = �
+1P
n=1

xn

n
et ln (1 + x) =

+1P
n=1

(�1)n�1 xn
n

donc ln (1� x)+ln (1 + x) = �2
+1P
p=1

x2p

2p
donc

+1P
p=1

x2p+1

2p
= �x

2
ln (1� x2) et ln (1 + x)�ln (1� x) =

2
+1P
p=0

x2p+1

2p+ 1
donc

ln (1 + x)� ln (1� x)
2x

=
+1P
p=0

x2p

2p+ 1
et
ln (1 + x)� ln (1� x)� 2x

2x
=

+1P
p=1

x2p

2p+ 1
et donc S (x) =

�x
2
ln (1� x2) + ln (1 + x)� ln (1� x)� 2x

2x
pour x 6= 0 et S (0) = 0.
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Exercice 3 (ccinp)

1. Calculer tan
��
8

�
.

2. Donner le développement en série entière de la fonction arctangente.

En déduire que � = 8
+1P
n=0

(�1)n

2n+ 1

�p
2� 1

�2n+1
.

3. Déterminer avec la calculatrice une valeur de n à partir de laquelle 8
nP
k=0

(�1)k

2k + 1

�p
2� 1

�2k+1
est une ap-

proximation de � à 10�10 près.

Solution de l�exercice : 1:Posons a = tan
��
8

�
. On a 1 = tan

��
4

�
=

2 tan
��
8

�
1� tan2

��
8

� =
2a

1� a2 donc

a2 + 2a� 1 = 0 donc a = �1�
p
2. Or a > 0 car tan

��
8

�
> tan (0) = 0 donc tan

��
8

�
=
p
2� 1

2: Si jxj < 1, alors 1

1 + x2
=

+1P
n=0

(�x2)n =
+1P
n=0

(�1)x2n donc par intégration du dse,

8x 2 ]�1; 1[ ; arctan (x)� arctan (0) =
+1P
n=0

(�1)n x
2n+1

2n+ 1
.

On a tan
��
8

�
=
p
2� 1 et �

8
2
i
��
2
;
�

2

h
donc

�

8
= arctan

�p
2� 1

�
oret 0 <

p
2� 1 < 2� 1 = 1

donc
�

8
=

+1P
n=0

(�1)n

2n+ 1

�p
2� 1

�2n+1
.

3: La série
P (�1)n

2n+ 1

�p
2� 1

�2n+1
est spéciale alternée: si an =

�p
2� 1

�2n+1
2n+ 1

> 0 alors

un = (�1)n an est alternée et
an+1
an

=
2n+ 1

2n+ 3

�p
2� 1

�2n+3
< 1 donc la suite (junj) est décroissante et de limite nulle donc on peut utiliser la

majoration du reste d�une série spéciale alternée:������ � 8 nP
k=0

(�1)k

2k + 1

�p
2� 1

�2k+1����� �
�����8(�1)n+12n+ 3

�p
2� 1

�2n+3����� = 8
�p
2� 1

�2n+3
2n+ 3

= un+1.

La calculatrice donne u11 � 5: 464 1� 10�10 donc si n � 10 alors
����� � 8 +1P

n=0

(�1)n

2n+ 1

�p
2� 1

�2n+1���� � 10�10.
Exercice 4 Pour n 2 N, soit an le nombre d�entier k 2 [[0; n]] qui ne sont pas multiples de 3.

1. Donner le rayon de convergence de la série entière
P
anx

n.

2. Calculer la somme de cette série entière.

Solution de l�exercice:
1: On a a1 = 1 et (an) est une suite croissante donc 1 � an � n+ 1.
Soit R1; R et R2 les rayons de convergence des séries entières

P
xn,

P
anx

n et
P
(n+ 1) xn.

On a donc R1 � R � R2. Or R2 = R1 = 1 donc R = 1.
2: On a card ([[0; 3k]]) = 3k + 1. Les multiples de 3 dans [[0; 3k]] sont les 3i, i 2 [[0; k]]. Il y en a donc k + 1.
On en déduit que a3k = 2k8<:

a3k = 2k
a3k+1 = 2k + 1
a3k+2 = 2k + 2

.

On en déduit que, pour
+1P
n=0

anx
n =

+1P
k=0

2k
�
x3k + x3k+1 + x3k+2

�
+

+1P
k=0

x3k+1 + 2x3k+2 = (1 + x+ x2)
+1P
k=0

k (x3)
k
+

2



(x+ 2x2)
+1P
k=0

x3k.

Or
+1P
k=0

k (x3)
k
=

+1P
k=1

k (x3)
k
= x3

+1P
k=1

k (x3)
k�1 donc on peut poursuivre le calcul avec la série géométrique et sa

dérivée appliquée à u = x3.

Exercice 5 (centrale) On pose S =
+1P
n=0

1

(n+ 1) (2n+ 1)
et f (x) =

+1P
n=0

x2n+2

(n+ 1) (2n+ 1)
.

1. Justi�er l�existence de S et déterminer l�ensemble de dé�nition de f .

2. Pour x 2 ]�1; 1[, exprimer f (x) au moyen des fonctions usuelles.

3. En déduire la valeur de S.

Solution de l�exercice:

1. R = 1 et Df = [�1; 1]. D�après le cours, f est dérivable terme à terme sur ]�1; 1[ et f 0 (x) = 2
+1P
n=0

x2n+1

(2n+ 1)
.

Par ailleurs, ln (1� x) = �
+1P
n=1

xn

n
et ln (1 + x) =

+1P
n=1

(�1)n�1 x
n

n
donc ln (1 + x)�ln (1� x) =

+1P
n=0

�
(�1)n�1 + 1

� xn
n
=

2
+1P
p=0

x2p+1

(2p+ 1)
donc f 0 (x) = ln (1 + x) � ln (1� x) donc f (x) � f (0) =

R x
0
ln (1 + t) �

R x
0
ln (1� t) dt =R x

0
ln (1 + t)+

R �x
0
ln (1 + u) du donc (IPP) f (x) = [(t+ 1) ln (t+ 1)� (t+ 1)]x0+[(t+ 1) ln (t+ 1)� (t+ 1)]

�x
0

donc f (x) = (x+ 1) ln (x+ 1) + (1� x) ln (1� x).

2. Montrons que la fonction f est continue sur [�1; 1]: Posons un (x) =
x2n+2

(n+ 1) (2n+ 1)
. La fonction un est

bornée sur [�1; 1] et kunk1 = sup
x2[�1;1]

jun (x)j =
1

(n+ 1) (2n+ 1)
donc la série de fonctions converge nor-

malement donc uniformément sur [�1; 1]. Chaque fonction un étant continue, la fonction f est continue sur
[�1; 1]. On a donc f (1) = S = limx!1� f (x) = 2 ln (2) car limx!1� (1� x) ln (1� x) = limu!0+ u ln (u) = 0.

Exercice 6 (Ccinp) On pose un (x) =
ln (1 + n2x2)

n2 ln (1 + n)
.

1. Donner le domaine de convergence de f (x) =
+1P
n=1

un (x).

2. Démontrer que la fonction f est de classe C1 sur R�.

Solution de l�exercice:
1: On commence par le calcul classique (cf logarithmes d�équivalents)

On a un (x) =
ln
�
n2
�
1 + x2

n2

��
n2 ln (1 + n)

=
2 ln (n)

n2 ln (1 + n)
+
ln
�
1 + x2

n2

�
n2 ln (1 + n)

. On a

���� 2 ln (n)

n2 ln (1 + n)

���� � 2

n2
et
ln
�
1 + x2

n2

�
n2 ln (1 + n)

=

o

�
1

n2

�
donc la série

P
un (x) converge donc f est dé�nie sur R. Soit 0 < a < b. Les fonctions un sont de

classe C1 sur [a; b] et u0n (x) =
1

ln (1 + n)
� 2x

1 + n2x2
. On a ju0n (x)j �

2b

ln (1 + n) (1 + n2a)
= �n. On en déduit

que ku0nk1 � �n avec �n �n!+1
2b

an2 ln (1 + n)
= on!+1

�
1

n2

�
donc la série

P
ku0nk1 converge. La série de

fonctions
P
un converge simplement sur R.et la série de fonctions

P
u0n converge normalement donc uniformément

sur [a; b] donc f est de classe C1 sur [a; b] donc sur ]0;++1[ et f 0 (x) =
+1P
n=1

u0n (x). Pa parité, f est de classe C
1

sur ]�1; 0[.
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Exercice 7 Mines On pose, pour � réel et n 2 N; un =
n sin2 (n�)

2n
.

1. Montrer que la série de fonctions
P
un converge simplement sur R.

2. Pour z 2 C véri�ant jzj < 1, justi�er que la série
P
nzn converge et préciser sa somme.

3. En déduire la somme de la série
P
un.

Solution de l�exercice: 1: Posons un = n2
n sin2 (n�)

2n
. On a jn2unj �

n3

2n
!n!+1 0 donc

un = on!+1

�
1

n2

�
donc la série converge absolument.

2: Posons, pour jxj < 1, g (x) =
+1P
n=0

xn =
1

1� x . On a g
0 (x) =

+1P
n=0

nxn�1 donc
+1P
n=1

nxn =
x

(1� x)2
. Ce calcul ne

vaut que pour x réel.

Pour calculer
+1P
n=1

nzn il faut étendre cette relation à z 2 C.

En utilisant le produit de Cauchy de
+1P
n=0

zn par elle même pour jzj < 1, on obtient de même, 1

(1� z)2
=

+1P
n=0

wnz
n

avec wn =
nP
k=0

1� 1 = n+ 1, donc 1

(1� z)2
=

+1P
n=0

(n+ 1) zn donc
z

(1� z)2
=

+1P
n=0

(n+ 1) zn+1 =
+1P
n=1

nzn.

On a
n sin2 (n�)

2n
=
n1�cos(2n�)

2

2n
=
1

2

�
n

2n
� n cos (2n�)

2n

�
= 1

2
(vn + wn).avec vn =

n

2n
et wn =

n cos (2n�)

2n
.

On pose z0 =
ei2�

2
, on a

cos (2n�)

2n
= Re (zn0 ) donc

+1P
n=1

wn =
+1P
n=1

nRe (zn0 ) = Re

�
+1P
n=1

n (z0)
n

�
et

+1P
n=1

vn =
+1P
n=1

n
�
1
2

�n
.

On pose f (z) =
+1P
n=1

nzn. On a donc
+1P
n=1

n

2n
= f

�
1

2

�
et

+1P
n=1

n

�
ei2�

2

�n
= f

�
ei2�

2

�
donc

+1P
n=1

n cos (2n�)

2n
= Re

�
f

�
ei2�

2

��
d�où

+1P
n=0

n sin2 (n�)

2n
=
1

2

�
f

�
1

2

�
� Re

�
f

�
ei2�

2

���
. Or f

�
1

2

�
= 2 et

f

�
ei2�

2

�
=

ei2�

2�
1� e

i2�

2

�2 = 2ei2�

4� 4ei2� + ei4� =
2ei2�

�
4� 4e�i2� + e�i4�

�
(4� 4ei2� + ei4�) (4� 4e�i2� + e�i4�) donc

f

�
ei2�

2

�
=

8ei2� � 8� 2e�i2�
33� 20 (ei2� + e�i2�) + 4 (ei4� + e�i4�) =

8ei2� � 8� 2e�i2�
33� 40 cos (2�) + 8 cos (4�) et

Re

�
f

�
ei2�

2

��
=

�8 + 6 cos (2�)
33� 40 cos (2�) + 8 cos (4�) d�où

+1P
n=1

un = 1 +
4� 3 cos (2�)

33� 40 cos (2�) + 8 cos (4�) .

Exercice 8 (mines ponts) Montrer que
�

4
=

+1P
n=0

(�1)n

(2n+ 1)
.

Solution de l�exercice: On a, pour x 2 ]�1; 1[, arctan (x) =
+1P
n=0

(�1)n x2n+1
(2n+ 1)

. On applique le théorème de

la double limite avec un (x) =
(�1)n x2n+1
(2n+ 1)

.

1: Pour n �xé, on a lim
x!1

un (x) =
(�1)n

(2n+ 1)
.

2: On véri�e que pour x 2 [0; 1[ �xé,
P
un (x) est une série spéciale alternée (laissé au lecteur)

On en déduit que jRn (x)j � jun+1 (x)j =
�x2n+3
2n+ 3

� 1

2n+ 3
donc kRnk1 = supx2[0;1[ jRn (x)j �

1

2n+ 3
donc

kRnk1 !
n!+1

0 donc la série de fonctions
P
un converge uniformément sur [0; 1[.

Le théorème de la double limite permet de conclure.
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Exercice 9 (Mines ponts): Soit f une application continue de R+ dans R. On dé�nit la suite de fonctions (fn)
de R+ dans R par f0 = f et, pour tout n 2 N, pour tout x 2 R+, fn+1 (x) =

R x
0
fn (t) dt.

1. Etudier la convergence de la série de fonctions
P
fn.

2. Déterminer la somme de cette série de fonctions à l�aide d�une équation di¤érentielle..

Solution de l�exercice:

1. Soit a > 0.. Etudions directement la convergence normale sur [�a; a] qui servira dans la deuxième question.
La fonction f est continue sur le segment [�a; a] donc bornée. Posons M = sup[�a;a] jf j.
Soit x 2 [�a; a]. On a f1 (x) =

R x
0
f (t) dt donc jf1 (x)j �M jx� aj.

Montrons par récurrence que 8x 2 [�a; a] ; jfn (x)j �
Mxn

n!
.

C�est vrai pour n = 0 et n = 1.

On a jfn+1 (x)j =
��R x
0
fn (t) dt

�� � ��R x
0
jfn (t)j dt

�� � ����R x0 Mtnn! dt
���� = M jxn+1j

(n+ 1)!
� Man+1

(n+ 1)!
(comme x peut

négatif, il faut ajouter jj à l�extérieur du membre de droite de l�inégalité triangulaire)

Soit x 2 [�a; a]. La série
P Mxn+1

(n+ 1)!
converge donc la série

P
fn (x) converge (absolument). La série de

fonctions
P
fn converge donc simplement.

On a donc kfnk[�a;a]1 = supx2[�a;a] jfn (x)j �
Man

n!
et
P an

n!
converge donc la série de fonctions

P
n�1

fn converge

normalement sur [�v; a].

2. Posons g =
+1P
n=0

fn. On veut utiliser le fait que f 0n+1 = fn et le théorème de dérivation terme à terme.

On pose donc u = g � f =
+1P
n=1

fn (car f0 = f n�est supposée que continue). Soit a > 0.

- La série
P
n�1

fn converge simplement vers u (d�après Q1)

- chaque fn; (n � 1) est de classe C1 et f 0n = fn�1
- la série

P
n�1

f 0n =
P
fnn�1 converge normalement donc uniformément sur [0; a] vers g.

La fonction u est donc de classe C1 sur [0; a] et u0 = g = u+ f .
Les solutions de y0 = y sont les fonctions x 7! �ex.
La méthode de variation de la constante appliquée à l�équation y0 � y = f conduit à poser yp (x) = � (x) ex
et en reportant dans l�équation, on aboutit à �0 (x) = e�xf (x) donc yp (x) = ex

R x
0
f (t) e�tdt est solution

particulière.
On a donc u (x) = ex �

�
�+

R x
0
f (t) e�tdt

�
. Or u (0) = 0 car fn (0) = 0 pour n � 1 donc � = 0 et donc

u (x) = ex �
R x
0
f (t) e�tdt donc g (x) = f (x) + ex �

R x
0
f (t) e�tdt.

Exercice 10 (Mines ponts)

1. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (fn) dé�nie sur R par fn (x) = 0 si
jxj > 1

n
et fn (x) = n� n2 jxj si jxj � 1

n
.

2. Etudier la limite de la suite de terme général In =
R +1
�1 fn (x) g (x) dx ou g est une fonction continue sur R.

Solution de l�exercice: 1: La fonction fn est paire. Elle est a¢ ne sur
�
0; 1

n

�
avec fn (0) = n et fn

�
1
n

�
= 0.

- La suite (fn (0)) ne converge pas
- Si x 6= 0, il existe n0 tel que 1

n0
< jxj et pour n � n0, on a fn (x) = 0 donc limn!+1 fn (x) = 0. La suite de

fonctions (fn) converge donc simplement sur R� vers la fonction nulle notée f ..
Pour n �xé et x 6= 0, on a jfn (x)� f (x)j � supt2R� jfn (t)� f (t)j donc limn!+1 jfn (x)� f (x)j = fn (0) = n �5



supt2R� jfn (t)� f (t)j donc la suite (supt2R� jfn (t)� f (t)j)n2N ne converge pas vers 0 donc la suite de fonctions
(fn) ne converge pas uniformément sur R�

2: L�intégrale In est dé�nie et In =
R 1

n

� 1
n

fn (x) g (x) dx. Montrons que la suite (In) converge vers g (0). On

remarque que
R 1

n

� 1
n

fn (x) dx = 1 (aire du triangle). Soit " > 0. La continuité de g entraîne qu�il existe � > 0

tel que si jx� 0j � �, alors jg (x)� g (0)j � ". Si 1
n
� � (soit n � 1

�
), on aura, pour tout x 2

�
� 1
n
; 1
n

�
,

jg (x)� g (0)j � " donc jIn � g (0)j =
���R 1

n

� 1
n

fn (x) g (x) dx� g (0)
��� = ���R 1

n

� 1
n

fn (x) g (x) dx� g (0)
R 1

n

� 1
n

fn (x) dx
��� =���R 1

n

� 1
n

fn (x) (g (x)� g (0)) dx
���

donc jIn � g (0)j �
R 1

n

� 1
n

jfn (x) (g (x)� g (0))j dx � "
R 1

n

� 1
n

jfn (x)j dx = "
R 1

n

� 1
n

fn (x) dx = ". Comme " est quel-

conque, on en déduit que limn!+1 (In) = g (0).
Remarque: Au lieu de considérer des valeurs absolues, il est peut-être plus simple d�intégrer la double inégalité
fn (x)� (g (0)� ") � fn (x)� g (x) � fn (x)� (g (0) + ")
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