mercredi 28 mai apres-midi 2025
Exercice 1 (ccinp) Soit pour n € N, I, = fol In (1 +¢")dt.
1. Déterminer la limite de la suite (1,).

1 In( 1+u)

2. Soit L = f ——=du. Justifier lexistence de L et justifier que I, ~p oo —

2 +o00

2
3. Justifer que L = 71T—2 (on admet que n—12 = %)

Solution de I’exercice: 1: Appliquons le théoréme de convergence dominée sur [0, 1[ & f, : ¢ — In (1 + ¢").
- On a, pour t € [0, 1], liril fn (t) = 0 donc la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction nulle.

- Les fonctions f,, est sont continues donc CPM sur [0, 1].

- |fa ()] <In(2) = ¢ (t). La fonction ¢ est continue sur [0, 1] donc intégrable sur [0, 1].
D’apres le théoréme de convergence dominée, (I,,) converge vers fol 0dt = 0.

In(1+u)

2: Onaln (1 +u) ~y_o u donc u —
u

est prolongeable par continuité en 0 donc intégrable sur |0, 1] donc
I'intégrale L converge.

Si n > 1, par le changement de variable C et bijectif strictement croissant de ]0, 1] dans ]0, 1] défini par u (z) =

In (14t In (1 In (1 1
z", on a nl, = J% tldt = lwdu. Posons g, (u) = Muﬁ. On a u € ]0,1] donc
n un u
In (14 u)

ur < ul et g, ()] <

In (1 In (1 L
11 +u)du— 1—n( +u)du:Ldonc Iy ~pioo —.
n

qui est intégrable sur |0, 1]. Le téhoréme de convergence dominée donne alors

lim nl, = lim

n—-+o0o n—-4o0o 0 unnl ~Jo u
+00 _1 n—1 1 1 +00 _1 n—1 _1 n—1
3: Pour u € 0,1, In (1 +u) = (=) u" donc m(l+w) 3 iu”‘l. Posons v, (u) = iun_l
- La fonction v,, est continue sur [0, 1] donc intégrable sur |0, 1].
In (1
- La série de fonction ) v, converge simplement vers u — In(l+u) sur ]0, 1]
u
1 1
fo v, (u)] du = — donc, comme Z — converge, le th d’interversion ) — [ donne
n
1 In(1+ u) 400 (=)
foT Zfo’vn wdu= 3, —5— =1L
0 +0o0 I +oo 1 1+ 1 q I 2
=2 Sy = S
ne 71;1 n? n;1 (2p)2 2 nzl n? SN 12
Exercice 2 (ccinp) Déterminer le rayon de convergence R et la somme S (x) de la série entiére ﬁ
n>2 101 (—
Solution de l’exercice: On a _ 1 donc >’ o et Y T ont le méme rayon de
) n+(=1)" "7 g n+(=1)" n Y
n 2p x2p+1
convergence donc R = 1. La série entiere — est la somme des séries entieres et
(toutes deux de rayon de convergence égal a 1). On sait que, si [z| < 1, In(1 —z) = — Z —etIn(l+x) =
n=1 N
+o0 (_1)”71 n oo 20+l T
Y ~———doncln(1—2)+In(1+2x)= -2 z — donc Z = —§1n(1 —2?)etln(l+z)-In(l1—2z) =
n=1 n p p
oo g2+l (1o —In(l—2) o 2 In(l—2)—2r +°
2233 donc n(l+a) =l x):z T et ( +a:) n(l-z) -2 =5 v etdoncS(m):
=0 2p+1 2x p—02p+1 2x p=12p+
In (1 —In(1l—2)—2
—§1n(1—x2)+ n(l+e) 2n( z) xpourm;zéoletS(O):
x



Exercice 3 (ccinp)

1. Calculer tan (g) .

2. Donner le développement en série entiére de la fonction arctangente.

1" n
En déduire que7r—82 (1) (\/5—1)2 i

=o2n+1
n (—1)k 2k+1
3. Déterminer avec la calculatrice une valeur de n a partir de laquelle 8 Z %— (\/5 — 1) est une ap-
proximation de m a 10710 prés.

T T 2tan <z) 2
Solution de I’exercice : 1:Posons a = tan (—) On a 1 = tan (—) = 8 = donc

8 4 1 — tan2 <Z> 1—

8

a’>+2a—1=0donca=—1++2. Ora>0cartan<g) >tan(0):0d0nctan<g): 2-1

1 s n_ . :
2: Si |z| < 1, alors Toa = S (=23)" =Y (—1) 2 donc par intégration du dse,
x - e
0 +00 0 l.2n+1
Ve e |—-1,1 t —arctan (0) = -1)" .
x € |—1,1[, arctan (z) — arctan (0) nZ:O( ) ST
Onatan(% :ﬂ—letge] ;T g[doncg—arctan(\/é—l) oret 0<v/2—-1<2—-1=1
T e (—=1)" 2n+1
donc = = 21
o g = Loy (V27
2n+1
1 n 2—-1
3: La série Z (= +>1 (\/§ — 1)2 st spéciale alternée: si a,, = (\/—2”—_’_)1 > 0 alors
u, = (—1)"ay, est alternée et
n 2 1 n . . N -
a2 2” i 3 (V2 - 1)2 ™ < 1 donc la suite (|un|) est décroissante et de limite nulle donc on peut utiliser la
ar, n

majoration du reste d’une série spéciale alternée:

2n+3
(1) 2ht1 (=) on+3 (V2-1)
T —8 2—1 < |8—— 2—-1 =8t = Upy1.
22k+1ﬁf ) =gy (V2 o + 3 tnt1
Too (—1)" n
La calculatrice donne uy; ~ 5.4641 x 107'% donc si n > 10 alors (7 — 8 > 2( —i-)l (\/§ — 1)2 i < 10719,
n=0 4N

Exercice 4 Pour n € N, soit a,, le nombre d’entier k € [[0,n]] qui ne sont pas multiples de 3.

1. Donner le rayon de convergence de la série entiére > a,z"

2. Calculer la somme de cette série entiére.

Solution de I’exercice:
1: Onaa; =1 et (a,) est une suite croissante donc 1 < a,, < n + 1.
Soit Ry, R et Ry les rayons de convergence des séries entiéres »  a™, Y a,z™ et Y (n+1)a”
Onadonc Ry > R> Ry. Or Ry = R; =1donc R=1.
2: On a card ([[0,3k]]) = 3k + 1. Les multiples de 3 dans [[0, 3k]] sont les 3i, i € [[0,k]]. Il y en a donc k + 1.
On en déduit que as, = 2k

asg — 2k
asg+1 — 2k +1.
a3k4+2 = 2k + 2

+o00 +o00 +o0
On en déduit que, pour Y. a,z" = Y 2k (2% 4 381 4 g36+2) 4 5= @301 4 22302 = (1 + 2 + 22) E k(23" +
n=0 k=0 9 k=0



+00
(x4 22%) > a3k
k=0

= kX k = k-1 : : :
Or Yo k(23" = Y k(2®)" = 23 k(2®)" " donc on peut poursuivre le calcul avec la série géométrique et sa
k=0 k=1 k=1

dérivée appliquée & u = 3.

1 +00 x2n+2

ey O L G

1. Justifier l’existence de S et déterminer [’ensemble de définition de f.

Exercice 5 (centrale) On pose S = Z

2. Pour x € |—1,1], exprimer f (x) au moyen des fonctions usuelles.
3. En déduire la valeur de S.

Solution de ’exercice:

+00 2n+1
1. R=1et Dy =[—1,1]. D’apres le cours, f est dérivable terme & terme sur |—1,1[ et f' (z) =2 ) (2:]6——1-1)
n=0 n
. a2 ™ n—1 x" ™ n—1
Parailleurs,In(1 —z) == ) —etln(l14+2)= > (-1)"" —doncln (1 +2)—In(1 —x) = z (-=1)" " +1)
n=1 N n= n
oo p2ptl ! ' -
Z( )doncf/(x)zln(1+x)—ln(1—x) donc f(z) — f(0) = [5'In — Jyn(1 -
Jy In(1+t)+[; " In (1 + w) dudonc (IPP) f (z) = [(t+1)In(t + 1) — (t + 1)]§+[(t +D)In(t+1)—(t+1)],”
donc f (z) = (z 1)1n($+1)+(1—x)ln(1 ).
22
2. Montrons que la fonction f est continue sur [—1, 1]: Posons u, (z) = . La fonction u,, est
(n+1)(2n+1)
1
bornée sur [—1,1] et |lu,|, = sup |u,(z)| = donc la série de fonctions converge nor-
z€[-1,1] (n+1)(2n+1)

malement donc uniformément sur [—1, 1]. Chaque fonction w,, étant continue, la fonction f est continue sur
[—1,1]. Onadonc f (1) =S =lim, ;- f (z) =2In(2) car lim, ;- (1 —2)In (1 — z) = lim, .o+ uln (u) = 0.

In (1 + n2z2
Exercice 6 (Ccinp) On pose u, (v) = n (14 n°z?)

n?ln(1+4+n)’
+oo
1. Donner le domaine de convergence de f(x) = > u, (x).
n=1

2. Démontrer que la fonction f est de classe C' sur R*.

Solution de 1’exercice:
1: On commence par le calcul classique (cf logarithmes d’équivalents)

n((145)) _ omem | W(1+)

On au, (z) = n?ln (14 n) _n21n(1—|—n)+n2ln(1+n)'ona

2In(n)
n2ln (1 +n)

o (1+2)
t — 7

= n2 " n2ln(1+n)

1
0 <—2) donc la série Y u, (z) converge donc f est définie sur R. Soit 0 < a < b. Les fonctions u, sont de
n

2x 2b

. 0 ! <
In(1+n) “Tineg 8 fun (@)] < In(14n) (14 n2a)
2b

an?In (1 +n)

fonctions ) u,, converge simplement sur R.et la série de fonctions > u!, converge normalement donc uniformément
+o00

sur [a,b] donc f est de classe C' sur [a, b] donc sur |0, + + oo[ et f/ (z) = > u), (z). Pa parité, f est de classe C*

n=1

classe C! sur [a,b] et u/, () = = . On en déduit

< a, avee oy ~n—too

1
que |jul]| = Op—ioo ) donc la série ) |jul ||, converge. La série de
n?

sur |—oo, 0]. 5



nsin? (nf)
2n ’

1. Montrer que la série de fonctions Y u, converge simplement sur R.

Exercice 7 Mines On pose, pour 0 réel et n € N, u,, =

2. Pour z € C vérifiant |z| < 1, justifier que la série Y nz" converge et préciser sa somme.

3. En déduire la somme de la série y_ uy,.

3

n
. On a [nu,| < o oo 0 donc

,nsin® (nd)
on

Up = Op—too (ﬁ) donc la série converge absolument.

Solution de I’exercice: 1: Posons u,, = n

1 +o0 +o00
2: Posons, pour |z| < 1, g(x) = Z "=—— Onag (z)= > nz" !donc > nz" = ﬁ Ce calcul ne
n=0 n=1 — T
vaut que pour z réel.
+o00
Pour calculer > nz" il faut étendre cette relation a z € C.
n=1
+oo 1
En utilisant le produit de Cauchy de > 2" par elle méme pour |z| < 1, on obtient de méme, - ) Z wp2"
n=0 z
n 1 +o0 z +o00
avec w, = »_, 1 x1=n+1, donc 5= > (n+1)2" donc 5= (n+1)2" = an
k=0 1—2)" 220 (1—2)° 220

nsin® (nf) nl_%w 1 (n _ncos(2n0)\

2
Ona—r—=""=%—"3\» on —§(Un+wn).avecvn:2£etwn:%ine).
i20 omd . e I n
: ’Ona%ﬂe(z@doncmn:ZnRe<z3>=Re(z o) e S = Eniyy

n=1 n=1

On pose zy =

On pose f(z) = Jionz On a donc Z — —f( ) et Z (€Z29> =f (6;20) donc

-1 2"

0 n cos (2n0) _n_ e'20 , T2 nsin?(nf) 1 1 e'20 1y
£ o (5(7)) am £ (1 (1) e (1)) 001 3) -2

f <ez’20> 9 262'20 2ei29 (4 _ 4672‘29 + 671’40)

= = : — = . . . — d
( G2N2 4 — 4e2 1 eitf (4 — 4ei20 1 ci0) (4 — 420 4 c—idd) one

2
f ez’29 8ei29 —8— 26—2'29 861‘29 —8— 2€—i20 .
= . . . = e
2 33 — 20 (€2 + e720) + 4 (€0 + ¢=49) 33 — 40 cos (26) + 8 cos (40)

e'20 —8 + 6 cos (20) too 4 — 3cos (26)
— 00 ~1 .
Re (f ( 2 )) 33— 40cos (20) + Scos (48) © O 2" = 1T 3310 cos (20) + 8 cos (49)

too (1)
Exercice 8 (mines ponts) Montrer que 17 = (2<n —l—) 1)

+00 (_1)71 x2n+1

Solution de I’exercice: On a, pour = € |—1,1], arctan (z) = ) . On applique le théoréme de

n=0 (2n + 1)

-1 n_2n+1

la double limite avec u,, (z) = (Gt it
(2n+1)
1"

1: Pour n fixé, on a lim u,, (z) = &

z—1 (2n+1)

2: On vérifie que pour x € [0, 1] fixé, > u, (x) est une série spéciale alternée (laissé au lecteur)

) ) _x.2n+3
On en déduit que [R, (z)| < |uni1 (z)] = M3 = 13 donc || Ryl = SupP.eqoqf | Bn (2)] <

| Rl o = 0 donc la série de fonctions > u,, converge uniformément sur [0, 1].
n—-roo

donc

2n+3

Le théoréeme de la double limite permet de conclure. 4



Exercice 9 (Mines ponts): Soit f une application continue de R, dans R On déﬁmt la suite de fonctions (f,)
de Ry dans R par fo = f et, pour tout n € N, pour tout x € Ry, fri1(z fo fu(t

1. Etudier la convergence de la série de fonctions . f,.

2. Déterminer la somme de cette série de fonctions a l'aide d’une équation différentielle..
Solution de ’exercice:

1. Soit a > 0.. Etudions directement la convergence normale sur [—a, a] qui servira dans la deuxiéme question.
La fonction f est continue sur le segment [—a, a] donc bornée. Posons M = sup|_, 4 | f]-

Soit x € [—a,a). Ona fi(z) = [ f(t)dt donc |f1 (z)] < M |z — al.
M n

Montrons par récurrence que Vz € [—a, al, |fu ()] < a‘:

n!
C’est vrai pour n =0 et n = 1.

. Mt" M |z Ma" !
On a |for1 (@) = | [ fu () dt] < |fS | fa ()] dt] < oy dt| = TS < (n 3 D (comme x peut
négatif, il faut ajouter || & 'extérieur du membre de droite de I'inégalité triangulaire)
M:En'H

Soit © € [—a,a]. La série ) converge donc la série Y f, (z) converge (absolument). La série de

(n+1)!
fonctions > f,, converge donc simplement.

On a donc ||fn||£;a7a] = SUD,e[_q,q |fn ()] <

n n

a
et Z —y converge donc la série de fonctions Y f, converge
n>1

Ma
n!

normalement sur [—v, al.

o0
2. Posons g = > f,. On veut utiliser le fait que f} , = f, et le théoréme de dérivation terme a terme.
n=0

+o0o
On pose donc u =g — f = > f, (car fo = f n’est supposée que continue). Soit a > 0.
=1

n—
- La série > f, converge simplement vers u (d’apreés Q1)
n>1

- chaque f,,, (n > 1) est de classe C' et f/ = f, 4

- la série > f/ =>" fn,_, converge normalement donc uniformément sur [0, a] vers g.
n>1

La fonction u est donc de classe C* sur [0,a] et v/ =g =u+ f.
Les solutions de 3’ = y sont les fonctions x +— Ae”.
La méthode de variation de la constante appliquée a I’équation vy’ — y = f conduit a poser Yp () = A(z)e”

et en reportant dans I’équation, on aboutit a \' () = e f (z) donc y, (z) = €* fo e~tdt est solution

particuliere.

On adone u ) = e x (A [ f(t)e~'dt). Or u(0) =0 car f, (0) = 0 pour n > 1 donc A = 0 et donc
=e"x [ f(t)etdt donc g (x) = f (x) + e x [ f(t)edt.

Exercice 10 (Mines ponts)

1. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (f,) définie sur R par f,(z) = 0 si
2| > L et fo(x) =n—n?|z| si|z] <L

2. Etudier la limite de la suite de terme général I,, = f::o fn () g () dx ou g est une fonction continue sur R.

Solution de 1’exercice: 1: La fonction f, est paire. Elle est affine sur [O, %] avec f, (0) =net f, (%) =0.
- La suite (f,, (0)) ne converge pas
- Six # 0, il existe ng tel que n—lo < |z| et pour n > ng, on a f, () = 0 donc lim,, ;. fn () = 0. La suite de
fonctions (f,,) converge donc simplement sur R* vers la fonction nulle notée f..

Pour n fix¢ et z # 0, on a |f, (x) — f (2)] < supyep- [fn (f) — f (#)] donc limy oo |fo (#) = f ()| = fn (0) =1 <




SUpsecg+ | fn (t) — f (t)| donc la suite (sup;cg- |fn (£) — f (£)]),,cn D€ converge pas vers 0 donc la suite de fonctions

(fn) ne converge pas uniformément sur R*

2: L’intégrale [, est définie et I, f fn (x) dz. Montrons que la suite ([,,) converge vers g (0). On
1

remarque que [ f, (z)dx = 1 (aire du trlangle). Soit ¢ > 0. La continuité de g entraine qu’il existe o > 0

tel que si |z —0| < «, alors |g( ) g(0)] <e Sii<a (soit n > 1), on aura, pour tout =z € [—%,%],

9(2) = 9(0)] < ¢ donc |1, — g )f ful@) g @) de =g (O = |[7, fu (@) g (@) dz = 9.(0) [, fu (2) da] =

74 (@) (9 () = 9 (0)) da
done [I =g (O)] < [ |fa (2) (9(x) — g (0))] dw < Efj,% |fo (@) dz = 5ff$ fo(x)dxr = . Comme ¢ est quel-

conque, on en déduit qﬁe lim,, o0 (£5) = ¢ (0).
Remarque: Au lieu de considérer des valeurs absolues, il est peut-étre plus simple d’intégrer la double inégalité

fu (2) x (g (0) =€) < fu (2) X g (x) < fu () x (9(0) +¢)




