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Exercice 1 ccinp 23 Pour n € N, en cas de convergence, on pose I,, = |, mdt

1. Montrer l’existence de I,, pour tout entier n € N.

1 -1
2. Montrer que, pour toutn > 1, on a I,, = —om + n

I, 1.
3. Pour tout entier n € N, on pose J, = nl,.

e Trouver une relation entre J, et J,_1.

o Calculer J,. En déduire que une expression de I, pour n > 1.

Solution de ’exercice: .
en

1: Pour n € N, soit f, : Ry — R définie par f,(t) = W La fonction f, est continue sur R, et
+e

nt

fn (t) tﬂr:oo (ete)—nH

Par comparaison, f,, est intégrable sur R car t — e l’est. Ainsi, I, existe

nt et —n
2: Pour n € N*, dans f0+°° ﬂewdt, on pose u : t +— ()"
+e

R, avec limy 4o u(t)v(t) = 0 caru(t)v(t) e —%t d’ou, par intégration par parties et linéarité de I'intégrale, I,, =

0+O° u'(t)v(t)dt = [u(t)v(t)]g™ — 0+O° u(t)v’'(t)dt, ce qui donne bien la relation 7,, = m + 2t 0+°° (61(1 tl))t dt =
n2n + n_l-[n 1-

3: a: AlIlSl pour n € N* .J, —n[n:;n—I—(n—l)In 1donCJ =J, 1+ =

—= eit

et v:t— eV qui sont de classe C' sur

27L .

b: On calcule J; =1, = [ Wd = [—Tlet};roo = 5. Ainsi, avec la question précédente, on a Vn € N*, J, =
J1 + Z (Jk;+1 - Jk;) =35 + Z 2k+1 = % 1__((11//22)) 1— ﬁ donc _[ = (]_ — ﬁ)
k=1
. C lim,, 40 (1 — & :1 I, ~ L.
e. Comme lim,, ( 2n) yonal, ~ o

i 1
=i \V/n? + 2kn’

Exercice 2 (Ccinp) Déterminer la limite de la suite (u,) définie par u, =

12 1 _b—a b—a
Solution de ’exercice :5, = — a+ k:—) aveca=0,b=1et f:2—
n ; 1+ 2k/n ; ( n /
1 1
D’apreés le cours sur les sommes de Riemann, S, —, .1 fol ——dt = [\/1 + 2t ] =431

V1+2t V142t

2 1
Exercice 3 (ccinpp) Pour quelle valeur du couple (a,b) la série de terme général u,, = e +a cos (%) +bln ( nt >
n

est-elle convergente?

Solution de I’exercice: Onaun—en—i-acos( ) +b(In(2) +In
Up=1+1+5+a(l- 2n2)+b(ln(2)+%—ﬁ)+own_>+oo(12)donc
=(1+a+bm2)+ 1+ 2+ (1-%-%) = +0~nio (52):

e Si(l4+a+bln(2))#0 alors lirf up, # 0 donc la série u, diverge.

e Si(1+a+bn(2)) =0et (1+2) # 0 alors u, ~ptoo (1+ %)L de signe constant donc la série Y- u,
diverge.



e Si(l+a+bn(2))=0et (14 2) =0 alors u, = Op_s0 () donc la série Y u, converge.
La série ) u,, converge si et seulement si b= —2 et a = —1 —21In (2).

Remarque On aurait pu se contenter de restes en O (#) et on aurait raisonné de méme a partir de u, =
(I4+a+bn(2)+ (1+2)L+0 ~pio (35), ce qui évite de calculer le coefficient de .

2

Exercice 4 (Ccinp) Soit a > 0. Etudier la convergence de la série de terme général u,, = (nia)n .

Solution de l’exercice: On a u,, = (nj_a)nz — e I(FE) = otn(MEe) P im(143) — P (G Hon—ree (7)) —

U
efna+on_)+oo(n). On a donc -m o n2un _ 621n(n)€7na+on_,+oo(n) _ efna+21n(n)+on_,+oo(n) — efna+on_,+oo(n) N

1 n——4oo 0.

n2

On en déduit que u, = 0p— 100 (#) donc la série Y u,, est absolument convergente.

(="
Vnyn+2x (=1)"

Solution de I’exercice: Remarque: On doit prendre n # 1.
La série n’étant pas a termes positifs, on ne peut pas raisonner par équivalent. Le CSSA ne s’applique pas (calculer
les premier termes).

(=" (=" (=" (1 N (—_1)")‘5 _ =D

v+ ()T cw n n

n

Exercice 5 (Mines 2012) Nature de la série )

(14 Onioc (3))

U,

—-1)" 1 -1 1

U, = =" + Opoioo (—3) Les séries ) (=1) et > Onioo (—3) convergent (la premiére d’aprés CSSA)
n nz n n

donc la série Y u,, converge.

»

(1—|—a1)(1—|—a2)n><---x(l—l—an)'

Exercice 6 (Ccinp) Soit (ay),cn- une suite de réels positifs. On pose u,, =

1. Calculer uy + uy. Donner une forme simplifiée de > ;.
i=1

2. Montrer que la série > u,. converge

1

3. Calculer sa somme pour a, = ﬁ
1 1 1

Solution de I’exercice: 1: On a u;+us = @ + e _u (1+a2) + 0 = (a1 (1+ ap) +as +
(I+a) (T4a)(I+az) (1+a1)(l+ag) (1+a1) (1 +az,

(1+&1)(1+&2)—1
(1—|—a1) (1+a2)

Posons p, = (14 ay) (1 + az) X -+ x (1 + a,). Montrons par récurrence sur n que (HR,) : > u; = .
i=1 Dn

donc uy + uy =

C’est vrai pour n = 1 et n = 2. Supposons (HR,,).

Onanizlui _ z": Ui+an+1 _ b~ 1_|_Gn+1 _ (Pn = 1) (1 + ans1) + anpa _ (P = 1) (L4 ans1) + (14 apgr) — 1 _

i=1 i=1 Pn+1 Pn Pn+1 Pn+1 Pn+1
n 1 an, —1 n -1 : :
Pn (14 ani) — Pt , ce qui achéve la démonstration.
Pn+1 Prn1 . o
2: La suite (p,) est croissante car p,+1 = (1 4 ap11) pn avec a,41 > 1. On en déduit que (p,) admet une limite.
Si lim p, = +oo, alors lim Pn— ~ 1 donc la série Y u,, converge et a pour somme 1.
n—-+o0o n—-+o0o Pn
. . . DPn — 1 l - 1 s . l - 1
Si lim p, =1, alors [ > p; >0 donc lim = donc la série Y u, converge et a pour somme

n—-+4o0o n—-4oo pn é



3: Dans le cas ou a, = —, on a p, = (14+a;)(1+az) X -+ x (14+a,) donc In(p,) = > In(l+a;) =

V' =

> In (1 + %) Posons v; = In (1 + %) On a v; ~j_ % et la SATP ) % diverge donc SATP > v; di-
i=1

verge. On en déduit que lim In(p,) = 4+o0.et p, = ™) donc lim p, = 400 donc la série 3 u,, converge et

n—-+o00 n—-+o0o

a pour somme 1.
Exercice 7 (Ccinp): Existence et calcul de f0+°° ve l@dx. (|x| est la partie entiére de x).

xre "

Solution de ’exercice: définition: 0 < ze P@) < ze= @D = ege ™ et —— = 2% —, o 0 donc
z2
Iintégrale existe. calcul: [ ze l"ldz = lim, 4 Z I " zemleldr done Jo wemllde = z N e leldy =
=
e = 5 (k412 - R) = 3 S ket
Zf r=3 g (k+1)° k) =3 5 +he™.
_ T o
Z 67 = 2(1716_1). Pour calculer Y ke * posons f(x) = > 2% pour x € ]—1,1[. On peut dériver terme a

k=0 k=0 k=0
~+o00 +Too +oo 1
terme cette série entiere: f'(z) = Y. kz*! donc xf’ (z) = Y. kat = > ka*. Or f(x) = T donc zf' (x) =
k‘: :0 .T

+o0 e~ ! 1 el
_— kz®. On en déduit que ke = —— et donc [ xelwldy = + =
(1-— £U) Z d k;o (1—e1)? Jo 2(1—e1)  (1—e1)?

(1—e )+2€_1 I+e' e(l+4e)

2(l—e 1?2 2(1—e1)? 2(e—1)7*"

Exercice 8 Pour tout n € N, on pose u,, = fol (lﬁ)nd

1. Montrer que u,, est bien défini pour tout n € N.

2. Calculer la limite de la suite (uy),,cx-

3. Montrer que la série numérique »_ u, diverge.

4. Montrer que Vn € N, up 4y = 32520,
5. Montrer que u, ol \/g
. 9 . . (1 - x)n . 1
Solution de l’exercice: 1: Pour n € N, la fonction f, : x — ~——" est continue sur |0;1 et f,(z) ~ —=
\/E z—0 VT

donc, par comparaison aux intégrales de Riemann, f,, est intégrable sur |0; 1 donc u,, existe.

2. Utilisons le théoréme de convergence dominée :

(H;) Comme YV €]0;1[,lim, (1 —2)" =0, la suite (f,),-, converge simplement vers la fonction nulle g :
x — 0 sur |0; 1[.

(Hs) Les fonctions f, et la fonction g sont continues sur |0; 1].

(Hs)Vn € N,Vz € 0;1 [, f(x)] = =20 < L = <p(x) et ¢ est continue et intégrable sur |0; 1[ d’aprés Riemann.

VR
On en déduit que liril fol fo(z)dr = hm Uy = fo dr = 0.

1
3: Siz €]0,1] alors 0 < /x < 1 donc —= > 1 donc

NZ

pour n € N* comme f,, est positive sur |0; 1], on a u, > fol(l — z)"dx = [

—(1—2)"]" L,
n+1 -

- -7 diverge, par comparaison, >, u, diverge. 5



4. Pour tout n € N, dans u, 41 = 01 %dm on pose u(r) = (1 —x)"™ et v(z) = 2y/z de sorte que v'(z) =
—n+ 1)1 —az)" et (z) = \/LE avec u et v de classe C* sur ]0;1] et lim,o+ u(z)v(z) = 0. Ainsi, par intégration

par parties, il vient u,1 = [2(1 — m)”“\/ﬂé—{—Z(n—{— 1) fol(l —z)"y/xdx donc u,41 = 2(n+1) fol(l —m)”L\ﬁ_I)dm.

Par linéarité de I'intégrale, comme les deux intégrales convergent, u, 11 = 2(n+1) [ fol A=) gy — fol (17\%“1 dx] =

vV
2n + 2)u, — (2n 4+ 2)u donc u =In 2u .
n n+1 n+1 n

2n+3
5. Pour n € Nyu, = 2n+1un 1 = 2211 X gz_f X e X %uo d’aprés la question 4 qui se simplifie en u, =
—9)...9)2 2n 2 .
Eéi@ggng_)l)?guo = (Qi)!((2n)+l)u0' Or uy = fl dr — 12\/7]} = 2 donc, pour tout n € N, on a la relation u, =

2n2+1 22(7;%!!)2. D’apres la formule de STIRLING (n! e V21 X (g) , on a donc u, ~ = X 6222;1/(2:22)2:;;; soit

Uy ~ \/f comme attendu.
+oo VT

(On retrouve bien la divergence de ) - uy).

Exercice 9 X PSI 2022

, 2n% +5n + 3
Justifier la convergence de ) - +2—n et calculer sa somme.
Solution de I’exercice:

2 2
Pour n € N, posons u, = 22 ;;?"*3 ~ oo = 0( ) par croissances comparées donc, par comparaison a une
+oo +oo

série de RIEMANn, comme 2 > 1, la série ) -, u, converge.

Pour calculer la somme de cette série numérique, posons a, = 2n? + 5n + 3 et considérons la série entiére
> ns0@n2". Toujours par croissances comparées, (a,r"),., est bornée si et seulement si |z| < 1 donc, par
définition, le rayon de cette série entiére vaut R = 1. Pour z €] —1;1[, comme a,, = 2(n+1)(n+2)—(n+1), on a

+oo +0oo +oo
fx)=> ax"=2> (n+1)(n+2)a™— > (n+1)a" (les deux séries convergent puisque les deux rayons valent

+o0
encore 1). On reconnad®t les dérivées de la série géomeétrique, Vo €] — 1;1 |, Zo a™ = 1 donc Z(n + 1)z
n=

(152 = e b SiZan+ D+ 2)a" = (1) = 5 de sorte que () = s — e = (. A
+00 2n2+5n+3 1y _ 3+(1/2) __
n=0 ;n + = (5) — (1-(1/2))3 — 28

Exercice 10 (ENS Cachan PSI 2022)
Soit p et q deux fonctions continues de R dans R et l'équation (E) : y" + py + qy = 0.

1. Soit f une solution de (E) non identiquement nulle avec a € R telle que f(a) = 0. Montrer qu’il existe un
réel n > 0 tel que Yz € [a —n;a +n|\{a}, f(z) # 0.

2. Soit f et g deux solutions de (E) telles que (f,q) est libre. On définit W : R — R par W(t) = f(t)g'(t) —
f'()g(t).
(a) Montrer que pour tout réel t, on a W(t) # 0.
(b) Etablir une équation différentielle vérifiée par W .
(c) En déduire une expression de W en fonction de ty € R.

(d) Soit a < b tels que f(a) = f(b) = 0 et Vx €]a;b[,f(x) # 0. Montrer que g s’annule une seule fois sur
Ja; bl.

Solution de l’exercice:
1. Spposons NON (il existe un réel nn > 0 tel que Vx € [a — n;a + n]\{a}, f(z) # 0)
c’est-a-dire ¥n > 0, 3z € [a — n;a + n]\{a}, f(x) =

1 1 1
Soit n € N. pour 7 = — on obtient: Iz, € [a — —;a + ;Li\{a},f(xn) =0
n n



f(an) = f(a)

On a donc =0et lim =z, = a donc par composition des limlites lim —f () = f(a) =

Iy, —Q n—+oo n—+00 Iy, —Q

f(a)=0

[ (a) =

Or la fonction nulle est ausi solution de (£) avec les mémes conditions de Cauchy.

Les fonctions p et ¢ étant continues, le théoréme de Cauchy s’applique donc f est la fonction nulle, ce qui contredit

I’hypothése.

On en déduit que il existe un réel n > 0 tel que Vz € [a — n;a + n]\{a}, f(z) # 0.

f (t1) g(t1)
[ (t) g ()

sont liées ce qui montre 'existence de (A, i) # (0,0) tel que A ( f’(( )) ) + ( J %11)) ) = 0. Posons h = \f +ug,

comme l’ensemble des solutions de (E) est un espace vectoriel puisque (E) est linéaire et homogene, la fonction h

est solution de (F) sur R. De plus, h (1) = b’ (t1) = 0. L’unicité de la solution & un probléme de CAUCHY mon-

tre que h = 0. Ainsi, comme (A, ) # (0,0) et A\f + pg = 0, la famille (f, g) est liée contrairement & 1’hypothese

de I’énoncé. Par I’absurde, on en déduit que W ne s’annule pas sur R.

On en déduit que {

2b: Supposons qu’il existe un réel t; tel que W (t;) =

‘ 0. Alors les colonnes de cette matrice

2c On a W(t) = f(t)d'(t ) f'(t)g(t). et f et g sont deux fois dérivables donc W est dérivable et
W(t) = fO)g'()+f()g"(t)— f’() '(O)=f")g(t) = £ ) (=pg' (t) —ag (1) =(=pf" () —af () g () = p () W (D).

Pour ¢y € R, notons P : t — ft w)du la primitive de p qui s’annule en ¢y, on sait que les solutions sur R de (F)

sont les fonctions y : t — e~ t) avec A € R. En évaluant en ¢y, on a bien sa»r A = W (tg) car P (tg) = 0 donc
vt € R,W(t) = W (to) e F®),

c.

d. Comme f est continue sur |a;b[ et qu’elle ne s’y annule pas, elle y garde un signe constant, supposons par
exemple que f est strictement positive sur Ja;b[. Ainsi, f'(a) = lim, 4+ f(‘r) — > 0car f(z) — f(a) = f(z) >0
et z —a > 0siz €la;b[. De méme, f'(b) < 0. Sion avait f'(a) =0, comme en a., f serait la fonction nulle ce
qui n’est pas le cas. Plus précisément, on a donc f’(a) > 0 et f'(b) < 0.

Comme W ne s’annule pas sur R, par continuité, W garde aussi un signe constant. Ainsi, W(a) = —f'(a)g(a)
et W(b) = —f'(b)g(b) sont de méme signe, ce qui impose & g(a) et g(b) d’étre de signes différents. Par le théoréme
des valeurs intermédiaires, puisque g est continue, il existe ¢ €|a;b[ tel que g(c) = 0.

Supposons que g s’annule au moins deux fois sur |a;b[, en ¢ et en e et supposons par exemple que e > c.
Posons d = Inf(A) avec A = {x €|c;e] | g(x) = 0};d existe car A est non vide puisque e € A et A est minorée
par c. Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, il existe une suite (a,), oy d’éléments de A telle que
lim,, {00 @, = d. Comme Vn € N, g(a,) = 0, par continuité de g, on a donc g(d) = 0 par passage & la limite.
Ainsi, d = Inf(A) = Min(A). Par construction, g(c) = g(d) = 0 et g ne peut pas s’annuler sur | ;d[. Par symétrie
des roles joués par f et g, on a prouvé précédemment que f s’annulait alors sur |c; d[, ce qui contredit ’hypothese
faite initialement sur f.

Par I’absurde, on a donc montré que g s’annulait une fois et une seule sur |a; b|.



APRES M
4

Exercice 11 (ccinp) Soit pour n € N, I, = fol In (14 ¢™)dt.

1. Déterminer la limite de la suite (1,).

In (1
2. Soit L = fl n(l+ u)du. Justifier 'existence de L et justifier que I, ~n 100 —
7T2 —+o00 7T2
3. Justifer que L = - (on admet que Y -5 = E)
n=1

Solution de I’exercice: 1: Appliquons le théoréme de convergence dominée sur [0,1[ & f,, : ¢t — In (1 +¢").
- On a, pour t € [0, 1], lir}rq fn (t) = 0 donc la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction nulle.

- Les fonctions f,, est sont continues donc CPM sur [0, 1].
- |fn ()] <In(2) = ¢ (t). La fonction ¢ est continue sur [0, 1] donc intégrable sur [0, 1].
D’apres le théoréme de convergence dominée, (1,,) converge vers fol 0dt = 0.

In(1+u)

2: Onaln(1+u) ~y o u donc u +— est prolongeable par continuité en 0 donc intégrable sur |0, 1] donc

I'intégrale L converge.

Si n > 1, par le changement de variable C'! et bijectif strictement croissant de ]0, 1] dans ]0, 1] défini par u (z) =
11n(1+t) 11n(1+u) In(14+u) .

z", on a nl, = [, nt"ldt = du. Posons g, (u) = ——un. On a u € ]0,1] donc
um u

1 ln(l +u) . L A A

un < uletg,(u)] < ————= qui est intégrable sur ]0,1]. Le téhoréme de convergence dominée donne alors
u
In (1 In (1 L

lim nl, = lim 01 wdu = 01 Mdu =L donc I, ~p 100 —-

n—-+00 n—-+oo u n
+oo (—1 n—1 In (1 +oo (—1 n—1 -1 n—1
3: Pourw € ]0,1[, In(1+u) = > (=) u" donc mltw) _ > (—)u"_l. Posons v, (u) = Lu”_l
n=1 n U n=1 n n
- La fonction v,, est continue sur [0, 1] donc intégrable sur ] 1
1
- La série de fonction > v, converge simplement vers u +— ( +u) sur |0, 1]
1 1
fo |vp, (u)] du = — donc, comme Z — converge, le th d’interversion Y — [ donne
n

1In(1+ u) 16 (—1)" !
fOT Zfovn du-nle:L
o +00 1+ 1 q I 2

HanZlﬁ— 2 ( ) 511223171— onc —12
Pradere

Exercice 12 (ccp 2015)

1. Calculer tan (%) .

2. Donner le developpement en série entiere de la fonction arctangente.

1)" n
En déduire que m = 8 Z (= ) (\/5— 1)2 i
n= 02 +1

n(-1)°

3. Déterminer avec la calculatrice une valeur de n a partir de laquelle 8 Z it (\/5 — 1)2]€+1 est une ap-

proximation de m ¢ 10710 pres.



. - 2tan (g) 2
Solution de 1’exercice : 1:Posons a = tan (—) On a1l = tan (—) = = donc
8 4 1 — tan2 <Z) 1—a?
8
a?+2a—1=0donca=—14+2. Ora>Ocartan<g) >tan(0):0d0nctan<g) =v2-1
1 pa n R . .
2: Si |z| < 1, alors ke ST (=2?)" = Y (=1)2* donc par intégration du dse,
n=0 +Oon:0 x2n+1

Vo € t — arctan (0) = -1)" :

x € |—1,1[, arctan (x) — arctan (0) nz()( ) 1
Onatan(g :ﬂ—letge] 72T ;[donc%—arctan(\/ﬁ—l) oret 0 <v/2—-1<2—-1=1

(—1)" 2n+1

d - = 2—1 .

onc 8 ; i1 (\/_ )

2n+1
1)" n 2-1

3: La se;e XiQ(njL)l (\/§_ 1)2 +1 est spéciale alternée: si a, = <\/_2n—+)1 tn = (=1)"a, est alternée et
Il _ 2” i 3 (V2 - 1)2%3 < 1 donc la suite (|u,|) est décroissante et de limite nulle donc

an, n

2n+3
oo (—1)" 2n+1 (— )n+1 2n+3 (\/5— 1)
-8 —— (v2—1 < |1 8——(v2—-1 =8 = Upy1-
nZ::OQn—{—l(\/_ ) 1" 2n+3 (vV2a-1) on + 3 tnt1
too (1) n
La calculatrice donne u1; ~ 5.4641 x 1071% donc si n > 10 alors (7 — 8 > 2( _'_)1 (\/5 — 1)2 i < 10710,
n=0 &1

—x _ =z
Exercice 13 (Ccp 2018): Soit F': A+ [ £ —° i
T
1. Déterminer l’ensemble de définition de F'.
2. Soit a > 0. Montrer que F est de classe C' sur [a,+oo[. Calculer F ()).

—ax —bx

3. En déduire, pour a,b > 0, la valeur de 0+°° ldm.
x
: : : . et —e .
Solution de ’exercice: 1: Soit A € R. La fonction x — —————— est continue sur |0, +00].
x
e —e ™M 1l—x+40,0@)—(1=At+0,0(x —1+ANz+ 0,0 (x
_Ona _ o(z) —( o(x) _( ) 0(T)
T x x
—r _ ,—A\x
e e o
donc © — ————— admet un prolongement par continuité en 0.
x
) —r 6—)\50 1 )
-SiA=0, ———— ~, 10 — donc n’est pas intégrable sur [1, +o0].
x T
) e T — ef)\x _67/\:15 )
-SiA<0, ————— ~p o —— —s 100 +00 donc n’est pas intégrable sur [1, +o00l.
x T
—x -z
6 J—
-Si A >0, alors x — et x — sont intégrables sur [1, +oo[ car o (m%) On en déduit que F' est définie
T T
sur |0, 4-o00].
—x -z
e —
2: On suppose que 0 < a et A > a. Posons f (\, ) = ——— . La fonction f admet une dérivée partielle par
x
0
rapport a A égale a a{ (A, z) =e . Ona 8i\c (A, z)| < e ™ = p(x) qui est intégrable sur |0, +oo[ (la vérification
00 1
des autres hypothéses sont laissées au lecteur) donc F' est de classe C* sur [a, +oo] et F' (z) = f0+ e Mdy = T

7



3: Ce résultat étant vrai pour a > 0 quelconque, il s’étend a |0, +oo[ On en déduit qu’il existe C' € R tel que
YA >0, F(A) =In(A\) + C. Comme F(1) =0,onaC =0et F(\) =1In(\). Q3: Le changement de variable

—ax __ ,—bx —u —gu b
affine © = ax donne f+°° L 0+o° T u=F <—> =In(b) — In(a).
x u a
villeneuve
Mace
n sin® (nd)

Exercice 14 Mines On pose, pour 6 réel et n € N, u,, = o

1. Montrer que la série de fonctions Y u, converge simplement sur R.
2. Pour z € C vérifiant |z| < 1, justifier que la série Y nz" converge et préciser sa somme.

3. En déduire la somme de la série y  uy,.

3

)
nsin® (nd n
2#. On a |nu,| < on TTn—too 0 donc

2n

Up = On—too (ﬁ) donc la série converge absolument.

Solution de I’exercice: Posons u, =n

.. 92 9 nlfcos(2n9) 1 2m0 Y
on n81112n(n ) _ i (22 _ %ﬁl)) = 3 (0w ) vee v, = 2% ot w, = %W
i26
2n0d Tt +oo +o00 400 "
On pose zy = 62 ,onaw = Re(z{) donc > w, = >  nRe(z}) =Re <Z (20)" ) et Z v, =y n(3)".
n=1 n=1 n=1 n=1
1 00 +00
Posons, pour |z| < 1, g (x) = Z "=——_Onag (r)=> nz"'donc > na" = (1% Ce calcul ne vaut
=0 n=0 n=1 — T
que pour x réel.
+o0o
Pour calculer ) wy, il faut étendre cette relation a z € C. En utilisant le produit de Cauchy de Z 2" par elle méme
n=1 n=0
1 —+oo n ]_ —+o00
pour |z| < 1, on obtient de méme, ——— = > a,2" avec a,, = >, 1 x1=n+1, donc 5= (n+1)z"
(1 —2)°  n=0 k=0 (1—=2 n=0
+o0
donc%: So(n+1)2" = an
(]_ — Z) n=0
+

) +00 n 1 400 6229 120
On pose f(z) = >, nz". On a donc 22—: (§)et2n( ) —f( )donc
=1 =1
2

20 n cos (2nh) _n_ e'20 , .t nsin®(nd) __ 1 1 20 1\
gt - w(i(7)) o0 250 =50 (Q) - (0(3)) ovz) -2
2

e’L

20 5 9120 9120 (4 — 4emi20 4 67149)
f = —— = A — = A A — —— donc
2 . 6129 4 — 46120 + 6149 (4 _ 46129 + 6249) (4 —4e 120 +e 140)
2
f 62’29 86@'26’ —_8— 2671'29 861’29 —8— 2671'29 .
= - - - - = €
2 33 — 20 (e + e=120) + 4 (0 + ¢=49) 33 — 40 cos (26) + 8 cos (46)
i20 —8+6 20 oo 4—3 260
Re | f ¢ = + 6 cos (20) dou > u, =1+ cos (26) )
2 33 — 40 cos (26) + 8 cos (40) =l 33 — 40 cos (260) + 8 cos (46)
Cursente

Exercice 15 (Mines ponts)

1. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (f,) définie sur R par f,(z) = 0 si
x| > L et fo () =n—n®|z| si|z| < L 3



2. Etudier la limite de la suite de terme général I, = fj;o fn () g () dx ou g est une fonction continue sur R.
Solution de I’exercice: 1: La fonction f, est paire. Elle est affine sur [0, 1] avec f, (0) =n et f, (%) = 0.
- La suite (f,, (0)) ne converge pas
- Siz # 0, il existe ng tel que % < |z| et pour n > ng, on a f, (z) = 0 donc lim,_, 1 f, () = 0. La suite de
fonctions (f,,) converge donc simplement sur R* vers la fonction nulle notée f..
Pour n fix¢ et © # 0, on a |f, (z) — f (z)| < supyep« |fn (t) — f (t)| donc lim,, o | fo (x) — f(2)] = fn (0) =n <
Sup;eg- | fu (t) — f (t)| donc la suite (supyeg« |fn (£) — f (t)]),,cy D€ converge pas vers 0 donc la suite de fonctions
(fn) ne converge pas uniformément sur R*

1
2: L’intégrale I, est définie et I,, = [ f, (z)g(x)dz. Montrons que la suite (I,) converge vers g (0). On

1
remarque que [ f, (z)dx = 1 (aire du triangle). Soit ¢ > 0. La continuité de g entraine qu’il existe o > 0

tel que si |z — 0| < «, alors |g( ) g(0)] <e Sil<a (soit n > é), on aura, pour tout xr € [—l 1,

n’n

9(2) =g (0)] < & donc |, —g }f fulw) g (@) de =g (0)] = |[7, fu (@) g (2) dw— g (0) [, fu(w) do| =
74 (@) (9 (@) = 9 (0)) da

donc |1, — g (0)| < fﬁl o () (g (x) — g (0))]dx < Ef;l |fo (2)] dx = ef:i fn(z)dxr = . Comme ¢ est quel-
conque, on en déduit que lim, 1 (1) = ¢ (0). ' !

Remarque: Au lieu de considérer des valeurs absolues, il est peut-étre plus simple d’intégrer la double inégalité

fn(2) X (9(0) =€) < fu (z) X g () < fu(z) X (9(0) +¢)

Exercice 16 (Mines ponts): Soit f une application continue de R dans R. On deﬁm't la suite de fonctions (f,)
de Ry dans R par fo = f et, pour tout n € N, pour tout x € Ry, fr1(z fo fu (t

1. Etudier la convergence de la série de fonctions y  f,.

2. Déterminer la somme de cette série de fonctions a l'aide d’une équation différentielle..
Solution de 1’exercice: Amodifier

1. Soit @ > 0.. Etudions la convergence normale sur [0, a]
La fonction f est continue sur le segment [0, a] donc bornée. Posons M = supyg , | f|-
Soit x € [0,a]. On a f; (z f f(t)dt donc |f ()] < M |z — al. Montrons par récurrence
M "
que Vz € [a,b], |f. (z)] <

C’est vrai pour n =0 et n = 1.
On a |fny1 (2)| = ‘foxfn@)dt‘ Sfox|fn |dt<f0
MLE”Jrl
(n+1)!

fonctions > f,, converge donc simplement.

Mt" Mantt
B (n + 1)

converge donc la série Y f,, (x) converge (absolument). La série de

Soit © € [0,a]. La série >

Ma/n n
On a donc || fn||£’a] = SUDP,c(0,q | (7)| < et Z — converge donc la série de fonctions ) f,, converge
n>1
normalement sur [0, al.
+oo
2. Posons g = ) f,. On veut utiliser le fait que f ; = f, et le théoréme de dérivation terme a terme.
n=0

+oo
On pose donc u =g — f = > f, (car fo = f n’est supposée que continue). Soit a > 0.
=1

- La série Y f, converge sirrzplement vers u (d’apres Q1)
n>1

- chaque f,,, (n > 1) est de classe C' et f/ = f, 4



-lasérie > f/ = > fu,_, converge normalement donc uniformément sur [0, a] vers g.
n>1

La fonction u est donc de classe C* sur [0,a] et v/ = g = u + f.
Les solutions de 1y’ = y sont les fonctions z +— Ae”.
La méthode de variation de la constante appliquée a I’équation 3/ — y = f conduit a poser yp () = A (z)€e”

et en reportant dans 'équation, on aboutit & X' () = e f (x) donc y, (z) = € [ f (t) e "dt est solution
particuliére On a donc u(z)=e"x (A+ [ f(t)e'dt). Or u(a) =0 car fn( )=0 pour n > 1donc A =0
et u(z) =e" x [ f(t)etdt donc g (z) = f(x) +e” x [ f(t)e"dt.

Lundi

Exercice 17 (Ccinp):

. R U 1
1. Justifier la convergence et calculer ), ~————— Z .pour x € 5 2.
n=1 n=1
2. Peut on étendre le résultat?

n

x
Solution de I’exercice: 1: La série entiére Y . — a pour rayon de convergence 1 et Vx € |[—1,1[,In(1 —z) =
n>1 n

_Z_

n>1 N
fri gy 2 » , . _ ()"
Cette série converge pour x = —1: > est spéciale alternée et el diverge pour z = 1. La série )
n>1 n n
converge donc si et seulement si 1 —x € [~1,1[ et la série ) , ~——— converge donc si et seulement si 1 — = €
n
—-1<1—-2<1 0<x<2 1 o1 too (1—a)"
—1,1]. = = S << - ~
[—1,1]. Or _1§1_%<1<:>{0<%§2<:>2_x_2 Ona,s12<x<2alorsnz::1 - +
&2 (1 - l)n 1 1
2 =—-In(1-(1-2))-In(1-(1-1))=-In(z) - In (%) =0.
n=1
2: On peut étendre la relation In (1 + ) = 3 (=1)"" T ar= —V
n>1 n
n—1 "
Posons ¢ (z) = > (—=1)"" —.
n>1 n

Montrons que ¢ (1) = In (2). Pour cela, montrons que g est continue sur [0, 1].
Appliquons le th de continuité de la somme de la série de la série de fonctions > wu, sur [0, 1] avec u, (z) =

1 x"
(_1)71 1 -
n
- Les fonctions u,, sont continues sur [0, 1].

- CV simple (déja connu sur [0, 1]): CSSA (qui servira pour la CV uniforme):

pour z fixé, .

- (=D)"uy, (z) = T < 0 donc de signe constant.
n
- —
Jim (x)=0
n+1 "
- Ny (z)] = —— < E < |uy, (z)] car x € [0,1].

donc la série de fonctions ) u, converge simplement sur [0, 1].
- CV uniforme:

Remarque: u, (1) = —donc [u,||, > £ donc il n’y a paTOCODVGYgGHCe normale.
n



xn—f—l 1
D’apres CSSA, |R, ()| < |u, = < donc || Ryl < £ —nios 0.
apres OSSA, R, (1) < funen ()] = 2 < dome [ Ryl < &~
On en déduit que g est continue sur [0, 1]..

Org(z)=In(1+2)siz <1 donc lin%ln(l + 1) = lin%g(x) =g(1)doncIln(2)=g¢g(1) = > (-1)" —, ce qui
z— z— n=1 n
permet d’étendre le résultat a x € {%, 2}.
+oo et — 67}\$
Exercice 18 (Ccp 2018): Soit F': A+ [ ————du.
x
1. Déterminer l’ensemble de définition de F'.
2. Soit a > 0. Montrer que F est de classe C' sur [a,+oc[. Calculer F ()).
. oo ot _ e—br
3. En déduire, pour a,b >0, la valeur de |~ ————dx.
x
et — e—)xac
Solution de P’exercice: 1: Soit A € R. La fonction x — ————— est continue sur |0, +-00[.
x
T _eTAT ] — s —(1=A SR —1+A SR
Ona® e T+ 00 () — ( T+ 0p0 (7)) (Z1+Nz+o U(I)Nxeo—1+)\
—xx -z t t
donc x — —— — admet un prolongement par continuité en 0.
x

. et — e 1 .

-Si A =0, ———— ~,_ .10 — donc n’est pas intégrable sur [1, +o0].
x x
et — 67)\1 _efo
-SiA0, ——— ~p o — 4100 +00 donc n’est pas intégrable sur [1, +o00l.
x x
—x _ Az
-Si A >0, alors z +— C etz sont intégrables sur [1, +oo[ car o (I%) On en déduit que F' est définie
x x
sur |0, 4-o00].
- _ ,—AT

2: On suppose que 0 < a et A > a. Posons f (A, z) = € "%  La fonction f admet une dérivée partielle par

0 0
rapport a A égale a a—i\c (A, z) =e . Ona a—i (A, z)| < e ™ = p(x) qui est intégrable sur |0, +oo[ (la vérification
1

des autres hypothéses sont laissées au lecteur) donc F est de classe C* sur [a, +oo et F' (x) = 0+°° e Mdy = —.
3: Ce résultat étant vrai pour a > 0 quelconque, il s’étend a |0, +oo[ On en déduit qu’il existe C' € R tel que
VA >0, F(A\) =In(\)+C. Comme F (1) =0,ona C =0et F(A) =1In(\). Q3: Le changement de variable

—ax —bx — —2u

affine u = ax donne [ %daz = %du =F (E) =1In(b) — In (a).

1
VnZ + 2kn’

Exercice 19 (Ccinp) Déterminer la limite de la suite (u,) définie par u, =
k=1

12 1 b—
Solution de ’exercice :S5, = — > a
n

n b—a
= f<a+k—)aveca20,b:1etf:x»—>
k=1 /14 2k/n n kz::1 n
1

1
Niewa D’aprés le cours sur les sommes de Riemann, S,, —,_ 1 fol ——dt=2V2-2

vV1+t

n
Exercice 20 (mines) Déterminer la limite de la suite de terme général S, = )

k=11
S1n .
(& ().,

. Détermaner la limite de

11



n 1 12 1 b—a 2
Solution de I’exercice: 1: On a S, = =5,=— = a+k%=2) avec a = 1,
kz::ﬂl‘i‘k n,§11+§ n kZ::lf( +)

b=2et f(z) = % La fonction f est continue donc (théoréme sur les sommes de Riemann ot méthode des

1
rectangles) (5,,) converge vers ff Edm = In (2).
/
La fonction f : z +— sin (z) est de classe C® sur R donc (Taylor-Lagrange) |sin (z) — z| = ‘f () — (f (0)+ f(0)z + s
M3 |.T - 0|3
3!

Ona |S, —S,| =

avec M3 = supg | f"].

,{Z:Sin(nj—k>_(nik‘)'§

1
— donc (S!)) converge aussi vers In (2).

1
6= (n+k)?°  (n+k)?® " nd iZin+k)? T nd

Exercice 21 (Mines ponts)

1. .Montrer que la fonction x +— cos (z) admet un unique point fize ¢ dans R et donner la partie entiére de c.

2. Montrer qu’il n’existe aucune fonction f : R — R dérivable telle que f o f = cos. (On s’intéressera a la

valeur de f (c)).

3. Montrer qu’il n’existe aucune fonction f : R — R continue telle que f o f = cos.

Solution de ’exercice:

1: Soit h : R — R définie par h(x) = x — cos(z). h est dérivable sur R et A/(z) = 1 + sin(z) > 0 donc, comme
R est un intervalle, h est croissante sur R. Si elle n’était pas strictement croissante, il existerait deux réels a < b
tels que h(a) = h(b) et on aurait Va € [a;b],h'(x) = 0, ce qui est impossible car ' ne s’annule qu’en les réels de
la forme —7 4 2k7(k € Z). Ainsi, h est strictement croissante sur R et on a h(0) = —1 et h(1) = 1 — cos(1) > 0.
Par le théoréme de la bijection, il existe un unique réel ¢ €]0; 1] tel que h(c) = 0 donc un unique point fixe ¢ de
cos sur R.

( On trouve numériquement ¢ ~ 0, 74.

2: Supposons qu’il existe une fonction f : R — R dérivable telle que f o f = cos. En appliquant f, on obtient
fofof={focos donc cosof = focos ce qui, en ¢, devient f(c) = cos(f(c)). D’apreés I'unicité montrée a la question
a., on en déduit que f(c) = c¢. Si on dérive f o f = cos, on obtient f’ x (f'o f) = —sin ce qui, en ¢, devient
f’(c)? = —sin(c) < 0 car, comme c €]0;1[C]0; 7|, on a sin(c) > 0. NON ! Par I’absurde, on a donc montré qu’il
n’existait aucune fonction f : R — R dérivable telle que f o f = cos.

3: Supposons qu’il existe une fonction f : R — R continue telle que f o f = cos. Comme en b., on a f(c¢) = c. Si
f n’était pas injective sur [0; 1], alors il existerait deux réels x et y tels que 0 < z <y < 1 et f(z) = f(y) et on
aurait fo f(x) = fo f(y) = cos(z) = cos(y) et la fonction cos ne serait pas injective sur [0; 1]. NON !

Ainsi, f est injective sur [0; 1] donc, par continuité, elle y est strictement croissante ou strictement décroissante.
Comme f est continue en ¢, il existe a > 0 tel que Vo € [¢c — ;¢ + a],0 < f(z) < 1 (il suffit de prendre
e = Min(¢,1 —¢) ~ 0,26 > 0 dans |f(z) — f(c¢)| < €). On aurait donc, comme f est strictement monotone sur
lc — a;c+ a] et que f([c — a;¢+ a]) C [0;1], intervalle sur lequel f est aussi strictement monotone (la méme
monotonie) et, par composée, la fonction f o f = cos serait strictement croissante sur [¢ — a; ¢+ a]. NON ! Par
I’absurde, on a donc montré qu’il n’existait aucune fonction f : R — R continue telle que f o f = cos.
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