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+oo et _ef)\x

Exercice 1 (Cep 2018): Soit F': X +— dx.

xz

1. Déterminer l’ensemble de définition de F'.

2. Soit a > 0. Montrer que F est de classe C' sur [a,+oc[. Calculer F ()).

—ax —bx
+OO € — €
—dx.

T

3. En déduire, pour a,b > 0, la valeur de

Solution de 1’exercice: ATTENTION: x est la variable d’intégration et \ est le paramétre.

—x _ =\
1: Soit A € R. La fonction # — —— < est continue sur I = 10, +o0.
x
ona et — oA _ l1—z4+ 0,0 (.’E) — (1 —Ar 4+ 040 (37)) _ (—1 + )\)$ + 0,0 (iL’) ~o—1+ A\
x x x
et — e—)\w ) o

donc x — ——— admet un prolongement par continuité en 0.

x

—x -z

—e 1
-SiA=0, ——— ~,_ 10 — donc n’est pas intégrable sur [1, +o0].

x x

) et — 6—)\50 _e—Ax o

-SIA0, — ~p i — 4100 +00 donc n’est pas intégrable sur [1, +o0l.

x x

—x Az
-Si A >0, alors z — C eta sont intégrables sur [1, 400 car 0 (%) On en déduit que F est définie
x
sur A =)0, 4o0].
- _ AT
2: On suppose que 0 < a et A > a. Posons f (A z) = €~ ¢ . La fonction f admet une dérivée partielle par
x
0 0

rapport a A égale a 8_§ (A, z) =e*. Ona 8§ (A, z)| < e ™ = p(x) qui est intégrable sur |0, +oo[ (la vérification

00 1
des autres hypothéses sont laissées au lecteur) donc F' est de classe C* sur [a, +oo] et F' (z) = 0+ e Ndy = —.
Ce résultat étant vrai pour a > 0 quelconque, il s’étend a |0, +oo[ On en déduit qu’il existe C' € R tel que VA > 0,
F(A)=In(\)+C. Comme F'(1)=0,onaC =0et F(\) =1In(A).

4o € —ar __ e—br oo e~ U
—dx =

by,
L F(E) _
T u a

Q3: Le changement de variable affine v = ax donne f

In (b) — In (a).

Exercice 2 (Ccinp) Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiére Y (3n + 1)2 x
n>0

Solution de ’exercice:

S a,x™ et > na,x™ ont méme rayon de convergence donc Y n?z™ a méme rayon de convergence que ™.
n>0

Si ay ~ptoo by alors > a,z™ et Y b,x™ ont méme rayon de convergence et (3n + 1)2 ~n—to00 IN? donc le rayon
de convergence est R = 1.
On a (3n +1)* = 9n? +6n+1 =9n(n—1)+ 15n+ 1 donc

f(z)= +2:(37’L+ ) —92 (n—l)x”+15§onx"+§ox":9§o (n—1)x" —|—15an —|—Zx
n=0 n= n=2 n O
soitf(:v):9x2§0n(n—1) " 2+15x2nx —i—Zx = 92%¢" (z) + 15z¢' () + g (x) avec g (x) = Zx”:—
(A finir). i -
n ]

Exercice 3 Soit n € N*. On pose H, = ) —
i=1 Z 1



1. Montrer que pour tout 1 € N, lintégrale généralisée fol u'ln (u)2 du converge et vaut T 1)3.
v+

2. Montrer que In(n+1) < H, <In(n)+ 1. En déduire que la série Y, -, — est convergente.
“tn

1 n
3. Montrer que la série Y, -, ACEs) et a pour somme —.
“k(n n

4. Montrer que l'intégrale généralisée fol 2" 1In (1 — z) dz converge.

H,
5. Montrer que fol " In(1 —z)de = ——.
n
. T~ H, 11In(1— x)2 Too ]
. En déd LS [ Sl A [V .
6. En déduire que n;l — 0 - x P

Solution de ’exercice:

1: Effectuons sous réserve de Convergence deux IPP
it

Jo uiIn (u)? du = [Hl } — —
:—2([gﬁ”2mnwﬂo_ﬁ)@+l ) > [} 2

(u) du = foi+121n(u)du

(i+1) G+ 1 (1)
Justification: Les limites des crochets existent et sont ﬁmes donc toutes les intégrales sont de méme nature et la
derniéere est convergente donc la premiere aussi..

1 it1 1 1
2: Par croissance de l'intégrale, 1S < [; a dt < - donc In(i+1)—In() < 7 et donc In(n+1) —In(1) =
n 1
>In(i+1)—In(i) < H,etsii>2 - < ln(z) —ln(z— 1) donc Z—, <In(n)doncln(n+1) < H, <In(n+1)
=1 7 =2 1

In (n)

H, 1 1 1 1 1
Donc 0 < — < n(n) + —. Or n?_ _ n (n) — 100 0 donc n(n) = On—too ( ) donc par comparaison

n n? n? 1 N n? n3/2
7
In (n) Hn
avec une SATP convergente, > o, converge absolument donc > —, converge.
n n
3 ! ! donc la séri
. —————— ~p—1o00 75 donc la série converge.
k(n+k) e g vere
1 1/1 1
Deplus, ——=—(-——+ | d
CPUS T k) n(k (n+m) one
N 1 14 /1 1 1 /81 N1 1 /21 ntN ] H,
by ) (BB e
imtk(n+k) niZ\k (n+k) n\iz1k =k n\i=1k  k=Np1k n
(%:gf 1< 0. On a d Z 1 _ A
car — < — S pNtoo nadonc  —— = —
e Fn kTN YT “k(n+k) n

4: x — 2" 'ln(1 — z) est continue sur [0, 1[. Le changement de variable © = 1 — = donne, sous réserve de
convergence, fol " 1In (1l —2)dr = fol (1—w)" "In(u)du et et (1 —u)"""In(u) ~yu_o In(u) et u — In(u) est
intégrable sur |0, 1] donc fol (1 —u)""In (u) du converge donc fol "~1n (1 — x) do converge.

o0 1k k-1
5: Pour z € [0,1[, z" ' In (1 — z) = —2" 12 —Z— P
k=1 -
Posons uy, (x) = — z

xn—l—k 1

1
On a uy (z)] dx = =

Jo () [k(nwc)h k(n+k)
(les deux autres hypothéses du th d’interversion série in&égrale sur I quelconque sont & vérifier), on a

1
Nhtoo 73 donc la série ) fol |ug (z)| dx est convergente donc



+0 +0 1 " .
[ia 1t n (1 — x)de = fo 71 ug (z) de = — Z Sy wp (@) de = — 231 CFYS Y d’apres la question 3.
+oo H —1
6: Onadonc — —Z—fo " tn (1 —2) dx—Zfovn r)dr avec v, (x) = —2" 1In (1 — x).
-1 N n
In(l—2z) —a L. In(1—x)°
On a pour z € ]0,1[ v, (x) = X donc la série Y v, (x) converge et a pour somme —————
T n T

Appliquons le théoréme d’interversion série intégrale sur |0, 1[.
- vy, est intégrable sur [0, 1] et fol vy, ()] dz = fo vy (2) do =
n?

In(1—x)°

- la série de fonctions ) v,, converge simplement sur |0, 1] et a pour somme z — qui est continue par

morceaux car continue.
- La série ) fo |v, ()| dz converge (d’apreés la deuxiéme question).

In(1 - z)* In(1— )
In(1=2) est intégrable sur |0, 1] et 1 n(1—a) 5
T T n=1 1

_p (Zu In ( ))du.

(premiére question) donc la série ) fol |u" In (u)Q‘ du converge

On en déduit que x —

or Jp L=tk

2
et u"In(u)’|du = ——
e T
donc d’apres le theoreme d’interversion série intégrale,
+o00 H 1 1I1 +oo 1
3

=/, ;g(folu"ln(u)zdu> :22171

1111 11nu
= Jo

n1n2

+o0
Exercice 4 On pose, pour z réel, f(z) =Y. Arctan(n)

="
1. Montrer que f est définie et continue sur R.
2. Montrer que f est de classe C* sur R*.
3. Trouver un équivalent de f'(x) quand x tend vers 0. La fonction f est-elle dérivable en 0¢
4. Trouwver un équivalent de f(x) quand x tend vers 0F.
5

. Tracer la courbe représentative de f.

Solution de 1’exercice:
.1: Pour n € N*, soit f,, : R — R définie par f,(z) = M Alors | f,(2)| < 5z donc, par comparaison et
critere de RIEMANN; la série 2@1 fn(z) converge pour tout réel x. Ainsi, 2@1 fn converge simplement sur R :
[ est définie sur R. La majoration précédente montre méme que f, est bornée sur R et que || fu| ,z < 55z (on a
meéme égalité car lim, . o fn(2) = 50z ) et lasérie Y~ 57 converge donc la série ) | _, f, converge normalement
sur R. Comme toutes les fonctions f, sont continues sur R, par théoréme, la fonction somme f est aussi continue
sur R.
2: Utilisons le théoréme de dérivation des séries de fonctions :
(Hy) On vient de voir que ), ., f, converge simplement sur R* (et méme sur R ).
(H,) Pour tout entier n > 1, f,, est de classe C' sur R avec f/(z) = m

(H3) Soit a > 0, posons J, = [a;+00[, on a Vo € J,,Vn > 1, [fi(x)| < fi(a) donc ||f} ]| 5, = fula) ~

. , . . ,
par comparaison, Y || f]l,. ;. converge ce qui justifie que la série de fonctions ), ., f;, converge normalement
sur J, et a > 0 est quelconque.

ol ngaz donc,

“+oo

Ainsi, f est de classe C! sur R* et Vo #0, f'(z) = Y m

On fait de méme sur |—oo, al



3: On effectue une comparaison série-intégrale. Si x > 0 est fixé, la fonction g, : t — est continue

1
t(1+t222)

et décroissante sur R* donc, pour n > 2, on a f L(O)dt < go(n) = fi(z) < [, g.(t)dt. On somme pour
n allant de 1 & p pour l’inégalité de gauche et pour n allant de 2 a p pour celle de droite et on obtient par
CHASLES [P g,( 2 f1(@) < fi(@) + [T gu(t)dt.
o 1 (1+t2 2) — t2 21 t:c2

r S

Tt(14t222) (1 —i—t2x2) ot 141222
Poury > 1, ona [ g,(t)dt = [/ (1 m) dt = [In(t) — $In (1 +2%?)]Y = 1In(1+ %) — §In (ﬁ#) donc

limy oo [} go(t)dt = % + z?)—In(z). Ainsi, en passant & la limite quand p tend vers +oo dans I’encadrement

(
ci-dessus, on parvient & $1In(1+2?) — In(z) < f/(z) < ﬁ + 3In(1+2?) — In(z). Par encadrement, on en
déduit I'équivalent f'(z) o~ —In(x).
—0
donc lim, .o+ f'(z) = +oo
D’autre part f est continue en 0 donc (th limite de la dérivée), le graphe de f admet donc en 0Tune tangente
verticale et f n’est pas dérivable en 0.

4 1’idée de cette question est de montrer, en s’inspirant de la question précédente que f (z) ~ fo
Pour z > 0, comme f(x) = )+ f f'(t)dt pour a > 0 par le theoreme fondamental de l’mtegratlon en
faisant tendre a vers 0 , par contmulte de fen 0, ona f(z) = [ f(t)dt. Comme f'(t) ~ —1In((¢), on a

f'(t) + In(t) = o(ln( )). Pour ¢ > 0, il existe donc o > 0 tel que Yz €]0;a, [f'(t) + In(t)| < ¢|In(t)|. Ainsi,

|f (f/(t) + In(t)) dt| < e [ (—In(t))dt. 11 vient donc |f(z) + zIn(z) — z| < elzIn(z) — 2|, ce qui garantit que
f(z) + zln(x ) — 2 = 0(zIn(z) — x), ou encore que f(z) ~ —z1In(z) + . Mais comme —zIn(z) + ~ —xIn(z),
on a enfin I’équivalent f(z) > —zIn(x).

5: a: Comme toutes les f,, sont croissantes comme la fonction Arctan, la fonction f est croissante sur R. On
pouvait aussi utiliser la continuité de f sur R et I’expression de sa dérivée positive vue précédemment.

b. en +00 : Appliquons le th de la double limite:
> n>1 fn converge normalement sur R. Or les fonctions f, admettent des limites finies en +o00. Par le théoréme

+oo 2
de la double limite, lim,_, » f(z) = > (lim, 400 fn(x)) = Z 503 = 5 X 7. Comme f est impaire car toutes les

n=1
7T3

E.
Conclusion: La fonction f est impaire, croissante et on a lim, ., f(z) = % ~ 2,58 et lim,_, o f(z) =

fonctions f,, le sont, on a aussi lim, ,_, f(z) = —

3
—iz
Son graphe ressemble donc & celui de la fonction Arctan, avec deux asymptotes horizontales d’équation y = +T

12°
mais avec une tangente verticale en 0.

ch(x)—1
Exercice 5 Ccinp: Montrer que la fonction de la variable réelle définie par f(x) = # admet un pro-
x
longement de classe C™ sur R.
400 $2n +00 I.Qn +00 l.2n+2
) ) ch(x)—1 nz_:g (2n)! ! nz_:l (2n)! nz_:g (2n +2)!
Solution de 1’exercice: Pour x # 0, 5 = — 3 = — = — 5
h +00 2n . 400 xZn v v
donc W = > ¥ La fonction z > T est une somme de série entiere de rayon de
x n=o (2n + 2)! n=o (2n + 3)!
sh(x) —x
convergence +00 donc est de classe C™ sur R et prolonge z — —————.
x
too 1— e—:ct2
Exercice 6 (Ccinp psi) Pour x > 0, on pose F (z) = | t—zdt'

1. Montrer que F' est bien définie sur [0, +00].



2. Montrer que F est de classe C* sur |0, +oo|

3. Déterminer F (x) sachant que f0+°° e P dt = g

_ —xt?

1
e et I =10, +o0]

1—e 1 L—e  1—(1—xt>+ 0,0 (1?))

Solution de ’exercice: 1:0n pose f (z,t) =

Siz > 0, alors

v Niotoo 33 donct — f (z,t) est intégrable sur [1, +oo[ et v = "

x donc t — f (z,t) est prolongeable par continuité en 0 donc intégrable sur |0, 1] donc sur I donc F' (z) existe.
2: Appliquons le théoreme de dérivation sous le signe [.

(Hy) : Six >0, la fonction t — f (z,t) est continue par morceaux et intégrable sur ]0, 4o00].

0
H,) : La fonction t +— f (x,t) admet une dérivée partielle o (z,1) = e ",
x

0
: Siz >0, la fonction ¢ — d—f (x,t) est continue par morceaux sur |0, +o00[.e
T

0
:Sit >0, la fonction x — of (x,t) est continue |0, +oo[ (d’apreés les th usuels sur la continuité).

H,y

dz
H,) : Domination pour z € [a,+o00[ avec a > 0
of

ZL(z,t)| < e ™ = p () et ¢ est continue par morceaux et intégrable sur |0, +-0o[ donc F est de classe C sur

+00 42
= [, etdt

2
2: Siz > 0alors F' (z) = f0+°° e (VA gy = L [0 o0 gy = % (t — +/xt est affine donc une bijection
T

la, +oo[ avec a > 0 quelconque donc sur |0; +oof et F” ()

vz Jo

stricement monotone de classe C! de ]0; 400 sur ]0; +00[). On en déduit que F (z) = \/7z + C.

Pour déterminer ', on va chercher & étendre la définition et la continuité de F' a [0, +oo| pour exploiter I’égalité
F(0) = 0. On a bien F définie en 0 et F'(0) = 0. Montrons que F' est continue sur [0, +oo[. Si z > 0, la fonction
t — f(z,t) est continue par morceaux sur |0, 4oo| et si ¢ > 0, la fonction x — f (z,t) est continue [0, +o0].

L’inégalité e* > 1 4 u entraine que 0 < 1 — e ** < 22 donc |f (x,t)| < z. Par ailleurs |f (z,t)] < 2 Supposons

2
x € [0,1] et posons ¢ (t) = 1sit € [0,1] et ¢(t) = 2 si t > 1. La fonction ¢ est continue par morceaux et
intégrable sur |0, +oo[ donc F' est continue sur [0, 1]. On en déduit que lim, o F' () = F(0) = 0 donc C' = 0 et

donc F (z) = /7x.

Exercice 7 Soit p € N*. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Zn>p(
somme.

n

p):}:” et calculer sa

— 1) %X +-- X — 1 D
Solution de l’exercice: Posons u, = (7)2" = nin=1) ' (n=p+ )x = I—' xn(mn—1)x - x
D: p:

(n—p+1)amP.
On reconnait la dérivée p®™® de la série géométrique > 2.
1

P = - = 1 —_— 71.
osons f (x) T (1—x)
+oo
D’une part, en dérivant p fois terme & terme la série entiere f® (z) =Y n(n—1)x---x (n —p+1)z"?
n=~k
|
On montrer par récurrence que f% (z) = p! x (1 — x)*Pfl _ i p.)p—O—l
-z
+o00o P p|
On a donc Mgt = 2 ) () = — 2
nz::p(p) P!f (=) (1— )"

Exercice 8 (Mines ponts) Soit E un ensemble non vide.
Une partition de E est un ensemble P non vide de parties de E telle que si j est le cardinal de P et que
P ={A1,As,..., A;} alors P vérifie les trois conditionss'



- pour tout i € [[1,]]], A; est non vide

- pour tout (i,i") € [[1,j]]2 tel que i #14', ona A;N Ay =10,

CE=A UAyU--- U A,

On pose Ty = 1. Pour n € N*, on note T,, le nombre de partitions d’un ensemble de [[1,n]].

n

1. Montrer que Vn € N, T, 11 = > (Z)Tk

k=0
g- . oo Tn T _q
2. Montrer qu’il existe R > 0 tel que Vz € |=R, R[, }, —a" =e" .
n=0 T

3. En déduire queVn € N, T, = * ) k—
“i=o k!

Solution de 1’exercice:

1: On admet que le nombre de partitions d’un ensemble fini £ ne dépend que du cardinal de E.
Soit £ I'ensemble des partitions de [[1,n + 1]] et P € £.
Soit A la partie [[1,n + 1]] appartenant & contenant n + 1. On a donc P = {A} U P’ ou P’ est une partition de
[[1,n+ 1]] \A.
- Soit k € [[0,n]] fixé. Sicard(A) =k+1,0 <k < n, alors card ([[1,n + 1]]\A) = n — k donc il existe T,,_j,
différentes valeurs de P’. La valeur de k étant fixé, il existe (Z) valeurs de A: en effet, la partie A, de cardinal
k + 1 et contenant n + 1, est déterminée par A N [[1,n]], partie quelconque de [[1,n]] de cardinal k. Il y a donc

(7)T—x partitions p avec card (A) = k.

- Comme k peut varier de 0 a n, on en déduit (cardinal d’une union disjointe) que Ty = Y. () Tk =

5 (T = 32 ()T ear (%) = (7).

T, T, . :
2: a Soit R le rayon de convergence de ) —'a:”. Montrons que — < 1. Cette relation est vraie pour n = 0.
n!

Supposons la vraie pour k € [[0,n]], montrons la pour n + 1:.
n

T r W, 1 T, & 1

- n 1
k=0 . )
— = LN < =1 d’ou le résultat.
(m+1)! (n+1)! kzzo(n+1)(n—k)!k!_kz::()(n—l—l)(n—k)!_,;)(n—l—l)
T, . . T,
La série entiere ) 1a™ est de rayon 1 et - < 1 donc la série entiére > —‘:U” est de rayon R > 1.
n! n!
n 1 n
b: Posons a, = —T: On a d’apres le calcul précédent (n+1)a,1 = >, jar = > agbn_r = ¢, avec
. n. i=o (n —k)! k=0
b, = —.
n!
+00
La série > b,x™ est de rayon R’ = +o00. Pour |z| < min (R, R'), la série ) ¢, 2™ converge absolument et > c¢,z" =
n=0

+o00 +0o0
ST apx™ > by = et f (x).
n=0 n=0

+oo
Par ailleurs si [z] < 1, > (n+ 1) ap12” = f' () donc [/ (x) = e f (2).
n=0

- 1
On en déduit qu’il existe A € R tel que Vo € |(R, R], f(xz) = Ae®, A € R. Comme f(0) = 1, donc A = — donc
e

1 x x
f(x)=—e =L,
e
9 < cs4 2 P SN T'n f(n)(())
3: D’apreés les propriétés des séries entiéres, f est de classe C® sur |—R, R[ et Vn € N, a, = — =

donc
n! n!
F™(0) =T,




1 . 1 +oo z\k kx
Ona f(z) = gee' = gkzzo%. Posons uy, (z) = ek_!‘
L kx
- Pout tout k£ € N, uy, est de classe C* sur |—1, 1]. et u,(cn) (x) = ke'
IATIRS S R Ll grek ek ek ,
- On a donc Hu,(\C ) N < o Or k" = e O (ek) donc . o = Ohmroo (ﬁ) et Y i SATP qui converge

(série exponentielle en e?)

donc la série de fonctions > u,(gn) converge normalement donc uniformément sur |—1, 1] donc f est de classe C*°

(n) 1 <X (n) | I ket (n) | R
o [=1,1] et £ (2) = £ 5% o () = £ 55 20 done 1, = p0 ) = 2 5 1
k=0 =0 k! k=0 k!



