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Exercice 1 (Ccinp) Résoudre l�équation di¤érentielle (E) : xy0 + y =
1

1� x
sur l�intervalle ]�1; 1[.

Solution de l�exercice:
1a: Sur ]0; 1[, (E), y0 +

1

x
y =

1

1� x
.

Equation homogène: y0 +
1

x
y = 0 de solutions x 7! �e� ln(x) = �

x
. Idem sur ]�1; 0[.

Variation de la constante: y (x) = z (x) y0 (x) avec y0 (x) =
1

x
.

Après calcul, y véri�e (E), z0 (x) =
1

1� x
, z (x) = � ln (1� x) + �.

1b Idem sur ]�1; 0[ On obtient de même méthode sur ]�1; 0[.
Sur ]�1; 0[ les solutions sont les fonctions x 7! �

x
� 1

x
ln (1� x).

2: Recollement des solutions

Sur ]0; 1[ les solutions sont les fonctions x 7! �

x
� ln (1� x)

x
.

Sur ]�1; 0[ les solutions sont les fonctions x 7! �
x
� 1

x
ln (1� x).

Prolongement par continuité en 0 :

Or limx!0
ln (1� x)

x
= �1 donc si � 6= 0, limx!0� y (x) = �1.et on en déduit que � = 0 et limx!0� y (x) = 1.

On obtient de même que � = 0.

Conclusion: une solution sur ]�1; 0[ est de la forme x 7! � ln (1� x)

x
.

Dérivabilité en, 0.

La fonction dé�nie par f (x) =
� ln (1� x)

x
si x 6= 0 et f (0) = 1 est développable en série entière sur ]�1; 1[

(
� ln (1� x)

x
=

+1P
n=0

(�1)n xn

n+1
) donc de classe C1 sur ]�1; 1[ donc sur ]�1; 1[ et véri�e l�équation en x = 0:

0f 0 (0) + f (0) = f (0) = 1. La fonction f est donc l�unique solution sur ]�1; 1[.

Exercice 2 (IMT): On cherche les applications f : R! R de classe C1 véri�ant

8x 2 R; f 0 (x) + f (�x) = ex : (E)

1. Justi�er que si f véri�e (E) alors f est de classe C1 et véri�e une équation di¤érentielle linéaire d�ordre 2.

2. Déterminer les fonctions véri�ant (E).

Solution de l�exercice:
1: Soit f : R! R de classe C1 et véri�ant 8x 2 R, f 0 (x) + f (�x) = ex.
On a donc f 0 (x) = ex � f (�x) donc f 0 est de classe C1 comme somme de fonctions C1 donc f de classe C2
On montre de même que si f est Cn alors f est Cn+1 donc f est C1.
De plus, f 00 (x) = ex + f 0 (�x) or f 0 (�x) = e�x � f (x) donc f véri�e l�équation di¤érentielle y" + y = ex + e�x.
2: On remarque que x 7! ch (x) est une solution particulière donc f (x) = � cos (x) + � sin (x) + ch (x), (�; �) 2
R2.Synthèse: Soit f la fonction dé�nie par f (x) = � cos (x)+� sin (x)+ch (x). On a f 0 (x)+f (�x) = �� sin (x)+
� cos (x)+ sh (x)+� cos (x)�� sin (x)+ ch (x) donc f 0 (x)+ f (�x) = (�+ �) cos (x)� (�+ �) sin (x)+ ex. Donc
f est solution du problème si et seulement si � = �� (prendre par exemple x = 0). L�ensemble des fonctions
solutions est donc l�ensemble des fonctions x 7! � (cos (x)� sin (x)) + ch (x), (�; �) 2 R.

Exercice 3 (CCINP): Soit E l�ensemble des fonctions f : [0; 1] ! R de classe C2 véri�ant f (0) = 0. Pour
f 2 E, on pose kfk1 = supx2[0;1] jf (x)j
N1 (f) = kfk1 + kf 0k1 et N2 (f) = kf + f 0k1. 1



1. Montrer que N1 et N2 sont des normes de E.

2. Soit f 2 E. Montrer que pour tout x 2 [0; 1] exf (x) =
R x
0
et (f (t) + f 0 (t)) dt.

3. En déduire que les normes N1 et N2 sont équivalentes.

Solution de l�exercice: On admet que E est un espace vectoriel (véri�cation immédiate)

1: On sait que la norme in�nie est une norme:

8<:
k�fk1 = j�j kfk1 : (1)

kf + gk1 � kfk1 kgk1 : (2)
kfk1 � 0 et kfk1 = 0) f = 0 : (3)

. Il en découle

facilement que (1), (2) et (3) sont véri�ées par N1 et N2.
Seul N2 (f) = 0) f = 0 n�en découle pas directement.
Soit f 2 E. Supposons N2 (f) = 0. On a kf + f 0k1 = 0 donc f 0 + f = 0 donc 9� 2 R, 8x 2 [0; 1] ; f (x) = �e�x.
Or f 2 E donc f (0) = 0 donc � = 0 donc f = 0.

2: Soit f 2 E. Posons g (x) = exf (x). La fonction g est dérivable (car f l�est) et
�
g0 (x) = ex (f (x) + f 0 (x))

g (0) = 0

donc g (x) =
R x
0
et (f (t) + f 0 (t)) dt = [g (t)]x0 .

3: Il s�agit de montrer l�existence de (�; �) 2 ]0;+1[2 véri�ant: 8f 2 F , �N2 (f) � N1 (f) � �N2 (f).
Soit f 2 E. On a N2 (f) = kf + f 0k1 � kfk1 + kf 0k1 = N1 (f). On peut donc prendre � = 1.
On a jexf (x)j =

��R x
0
et (f (t) + f 0 (t)) dt

�� � R x
0
jet (f (t) + f 0 (t))j dt �

R x
0
ex kf + f 0k1 dt

donc jexf (x)j � xex kf + f 0k1 � ex kf + f 0k1.
On en déduit que 8x 2 [0; 1] jf (x)j � kf + f 0k1 donc kfk1 � e kf + f 0k1.
De plus kf 0k1 = kf + f 0 � fk1 � kf + f 0k1 + kfk1 � 2 kf + f 0k1. On peut donc prendre � = 3.

Exercice 4 (ccp 2018) On considère l�équation di¤érentielle x2y00 + 4xy0 + 2y = 1 : (E).

1. Trouver une solution de (E) sur ]0;+1[.

2. Avec le changement de variable x = et, résoudre l�équation (E)sur ]0;+1[.

Solution de l�exercice:
1: On remarque que x 7! 1

2
est solution de (E)sur ]0;+1[.

2: Soit z la fonction dé�nie par z (t) = y (et). On a z0 (t) = ety0 (et) et z00 (t) = ety0 (et) + (et)
2
y00 (et) donc

z00 (t) + 3z0 (t) + 2z (t) = (et)
2
y00 (et) + 4ety0 (et) + 2y (et) donc y véri�e (E) : x2y00 + 4xy0 + 2y = 1 sur ]0;+1[ si

et seulement si z véri�e (E 0) : z00 + 3z0 + 2z = 1 sur R
L�équation caractéristique de admet deux racines �1 et �2 donc a pour solutions z : t 7! �e�t + �e�2t, avec
(�; �) 2 R2. Or Or 8x 2 ]0;+1[, y (x) = z (ln (x)) donc y véri�e (H) si et seulement si il existe (�; �) 2 R2 tel
que 8x > 0, y (x) = �

x
+
�

x2
+ 1

2
.

Exercice 5 (Mines ponts 2018) On considère l�équation di¤érentielle (E) : y00 + a (t) y0 + b (t) y = 0 où a et b
désignent des fonctions continues de R dans R.

1. Calculez pour deux solutions f et g de (E) la quantité W = fg0 � f 0g.

2. On suppose a impaire et b paire. Montrez que la fonction f solution de (E) avec les conditions initiales
f (0) = 1 et f 0 (0) = 0 est paire. Montrez de même que la fonction g solution de (E) avec les conditions
initiales g (0) = 0 et g0 (0) = 1 est impaire. En déduire qu�il existe une base de l�espace des solutions de (E)
constituée d�une fonction paire et impaire.

3. On suppose qu�il existe une base de l�espace des solutions de (E) constituée d�une fonction paire et d�une
fonction impaire. Montrez que a est impaire et b paire.
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Solution de l�exercice: Q1: On a W 0 = f 0g0 + fg00 � f 00g� f 0g0 = fg00 � f 00g = �f (ag0 + bg) + (af 0 + bf) g.
Donc X 0 = �aW . On en déduit qu�il existe un réel � tel que 8t 2 R, W (t) = �e�A(t) avec A (t) =

R t
0
a (u) du. En

prenant la valeur en t = 0, on obtient que W (t) =W (0) e�
R t
0 a(u)du .

Q2: On pose ' (t) = f (�t). La fonction ' est deux fois dérivable et '0 (t) = �f (�t) et '00 (t) = f 00 (�t) donc
'00 (t)+a (t)'0 (t) y0+b (t)' (t) = f 00 (�t)�a (t) f 0 (�t) y0+b (t) f (�t) = f 00 (�t)+a (�t) f 0 (�t) y0+b (�t) f (�t) =
0 donc ' véri�e (E). De plus, ' (0) = 1 et '0 (0) = 0. Les fonctions a et b étant continues, le théorème de Cauchy
permet de dire que ' = f donc f est paire. On montre de même, en introduisant  (x) = �g (�t) que g est
impaire.
La famille (f; g) est libre (prendre la valeur en 0 de �f + �g) et l�ensemble des solution de l�ED homogène du
deuxième ordre (E) est de dimension 2 donc admet (f; g) comme base.
Q3: Supposons que (f; g) est une base de solutions de (E) et que f soit paire et g est impaire. Alors W est une
fonction paire (car la dérivée change la parité).
Or W (0) = f (0) g

0
(0) 6= 0 car g0 (0) = 0 ) (g (0) ; g0 (0)) = (0; 0) donc par le théorème de Cauchy, g = 0 (car

l�équation étannt homogène, la fonction nulle est solution)
et de même, f (0) = 0 ) (f (0) ; f 0 (0)) = (0; 0) donc f = 0. On a donc W (0) 6= 0. On en déduit que
t 7!

R t
0
a (u) du est paire donc, par dérivation, a est impaire.

De plus f (t) 6= 0) b (t) = �f
00 (t) + a (t) f 0 (t)

f (t)
et b (�t) = �f

00 (�t) + a (�t) f 0 (�t)
f (�t) donc b (�t) = b (t).

Soit t 2 R tel que f (t) = 0. Montrons qu�il existe tn 2
�
t� 1

n
; t� 1

n

�
tel que f (tn) 6= 0.

Sinon f est nulle sur
�
t� 1

n
; t� 1

n

�
donc f 0 (t) = 0 donc (f (t) ; f 0 (t)) = (0; 0) donc f = 0.

On a donc lim
n!+1

tn = t et b (tn) = b (�tn). La fonction b est continue donc b (t) = b (�t). On en déduit que b est
paire.

Exercice 6 (Centrale) Pour n � 1, on pose En l�ensemble des polynômes unitaires de degré n à coe¢ cients réels.
Montrer que inf

P2En

�R 1
0
jP (t)j dt

�
> 0.

Solution de l�exercice:
nR 1

0
jP (t)j dt; P 2 En

o
est non vide minoré par 0 donc inf

P2En

�R 1
0
jP (t)j dt

�
existe

et inf
P2En

�R 1
0
jP (t)j dt

�
� 0

Première méthode: Supposons inf
P2En

�R 1
0
jP (t)j dt

�
= 0. Par la caractérisation de la borne inférieure avec les suites

(fait dans une autre feuille de révision),

il existe une suite (Pk) véri�ant

( 8k 2 N�, Pk 2 EnR 1
0
jPk (t)j dt �

1

n

.

L�égalite N (P ) =
R 1
0
jP (t)j dt dé�nit une des normes équivalentes de Rn[X] donc N (Pk � 0) !k!+1 0 donc la

suite (Pk) tend vers le polynôme nul.

Posons Pk =
nP
i=0

ai;kX
k avec an;k = 1. La convergence dans Rn[X] équivaut à la convergence "coordonnée par

coordonée". Or 0 =
nP
i=0

0Xk donc 8i 2 [[0; n]], lim
k!+1

ai;k = 0, ce qui n�est pas possible pour i = n donc

inf
P2En

�R 1
0
jP (t)j dt

�
> 0

Deuxième méthode: On cherche à appliquer le th des bornes atteintes mais En n�est pas borné.
On a

R 1
0
jtnj dt = 1

n+1
� 1.

Soit E 0n l�ensemble des polynômes unitaires de degré n à coe¢ cients réels véri�ant
R 1
0
jP (t)j dt � 1.

Les bornes inférieures de
R 1
0
jP (t)j dt sur les ensembles En et E 0n sont égales car si P 2 EnnE 0n

R 1
0
jP (t)j dt > 1.

Montrons que E 0n est fermé et borné.
L�égalite N (P ) =

R 1
0
jP (t)j dt dé�nit une des norme équivalente de Rn[X] et 8P 2 E 0n N (P ) � 1 donc E 0n est

borné.
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Soit (Pk) une suite de E 0n qui converge vers P .
On a donc N (Pk) !k!+1 N (P ) donc N (P ) � 1 car la fonction étant une norme, elle est lipschitzienne donc
continue.
De plus les suites des coordonnées de (Pk) dans la base canonique convergent vers les coordonnées de P donc P
est aussi unitaire donc P 2 E 0n donc E 0n est fermé. La fonction N admet donc un minimum N (P0) sur E 0n et ce
minimum N (P0) est non nul car P0 6= 0 car P0 2 En.

Exercice 7 (Mines ponts) On dé�nit, pour P 2 R [X], N1 (P ) =
+1P
k=0

��P (k) (0)�� et N2 (P ) = supt2[0;1] jP (t)j.
1. Montrer que N1 et N2 sont des norme de R [X].

2. Les normes N1 et N2 sont elles équivalentes?

Solution de l�exercice: Q1: La dé�nition de N1 est assurée car la somme est �nie et la dé�nition de N2
est assurée car un polynôme est continu donc borné sur le segment [0; 1]. De plus, N est une norme de E si et

seulement si

8<:
8P 2 E, N (P ) � 0 : (i) et N (P ) = 0, P = 0 : (ii)
8P 2 E; 8� 2 R, N (�P ) = j�jN (P ) : (iii)
8 (P;Q) 2 EZ , N (P +Q) � N (P ) +N (Q) : (iv)

. Le point (i) est véri�é pour N1 et N2. Si

N1 (P ) = 0, alors 8k, P (k) (0) = k!ak = 0 donc P est nul. Si N2 (P ) = 0, alors P admet une in�nité de racines
donc est nul. Les points (iii) et (iv) pour N1 découlent des point (iii) et (iv) pour la valeur absolue. Les points
(iii) et (iv) pour N2 (idem cours sur la norme in�nie). Q2: Posons Pn = Xn. On a P (k)n (0) = 0 P (n) = n! donc
N2 (Pn) = n! !

n!+1
+1 et N1 (Pn) = 1

Il n�existe donc par de réel C tel que 8n 2 N, .N2 (Pn) � N1 (Pn)

Exercice 8 (Mines ponts): Soit n 2 N�. Résoudre sur R l�équation di¤érentielle xy0 � ny = 0 : (E).

Solution de l�exercice: Sur ]0;+1[, (E), y0 � n

x
y = 0 dont les solutions sont les fonctions:

x 7! � exp (n ln (x)) = �xn, � 2 R

De même, les solutions sur ]�1; 0[ sont les fonctions x 7! �xn, � 2 R.

Recollement des solutions sur R: Soit f une solutions sur R. On a donc
�
f (x) = �xn si x > 0
f (x) = �xn si x < 0

.

- Continuité en 0: On a lim
x!0�

f (x) = 0 et lim
x!0+

f (x) = 0 donc on pose f (0) = 0 et f est continue en 0.

- Dérivablité en 0: On a f 0 (x) = n�xn�1 si x > 0 donc lim
x!0+

f (x) = 0 si n � 2 et lim
x!0+

f (x) = n� si n = 1. La

fonction f est continue en 0 donc on peut appliquer le théorème "limite de la dérivée sur R+ en 0: f est dérivable

à droite en 0 et f 0d (0) =
�
n� si n = 1
0 si n � 2 . On obtient de même que f 0g (0) =

�
n� si n = 1
0 si n � 2 . On en déduit que

- si n � 2, f est dérivable en 0 si et seulement si � = �.
- si n � 2, f est dérivable en 0 pour toute valeur (�; �)
Les solutions pour n = 1 sont donc les fonctions x 7! �x, � 2 R
Les solutions pour n = 2 sont donc les fonctions x 7!

�
f (x) = �xn si x � 0
f (x) = �xn si x < 0

, (�; �) 2 R2.

(Ces fonctions véri�ent bien l�équation (E) en x = 0).
Remarque: Si n � 2, l�ensemble des solutions sur R est un espace vectoriel de dimension 2 bien que l�équation
soit du premier ordre).

Exercice 9 Soit E un espace normé et C une partie convexe de E.
4



1. Montrer que l�adhérence de C est une partie convexe de E qui contient C.

2. On appelle intérieur de C l�ensemble des points a 2 E qui sont intérieurs à C c�est-à-dire véri�ant :
9r > 0;8x 2 E; kx� ak < r =) x 2 C.
Montrer que l�intérieur de C est une partie convexe de E contenue dans C.

Solution de l�exercice:
1: Notons A l�adhérence de C.
a: si a 2 C alors a est limite de la suite de C constante égale à a donc a 2 A conc C � A.
b: Soit (a; b) 2 A2. de sorte qu�il existe deux suites (xn) et (yn) de C qui convergent respectivement vers a et.b
Soit � 2 [0; 1], posons c = �a+ (1� �)b et zn = �xn + (1� �)yn.
- 8n, zn 2 C car xn et yn le sont et C est convexe.
- lim
n!+1

zn = c donc C 2 A.
On en déduit que A est convexe.
2: Notons B l�ensemble des points intérieurs de C et Bo les boules ouvertes.
Soit (a; b) 2 B2. Il existe ra > 0 tel que Bo (a; ra) � C et Il existe rb > 0 tel que Bo (b; rb) � C.
en posant r = min (ra; rb), on a Bo (a; r) � C et Bo (b; r) � C.
Soit � 2 [0; 1], posons c = �a+ (1� �)b
Soit x véri�ant kxk < r. On a c + x = �a + (1 � �)b + x = �a + (1 � �)b + (�+ (1� �))xb donc c + x =
� (a+ x) + (1� �) (b+ x) 2 C car a+ x 2 C et b+ x 2 C et C est convexe.
On en déduit que Bo (c; r) � C donc c 2 B donc B est convexe.

Exercice 10 (ccinp)

1. Déterminer les solutions développables en série entière de l�équation 4xy00 � 2y0 + 9x2y = 0 : (E).

2. Existe-t-il des solutions sur ]�1; 0[ non développables en série entière?

Solution de l�exercice: 1: On suppose que la fonction la série entière
P
anx

n est de rayon R > 0 et on pose,

pour x 2 ]�R;R[ ;.y (x) =
+1P
n=0

anx
n La fonction y est solution de (E) si et seulement si 4x

+1P
n=2

n (n� 1) anxn�2 �

2
+1P
n=1

nanx
n�1+9x2

+1P
n=0

anx
n = 0 soit

+1P
n=1

(4n (n� 1)� 2n) anxn�1+
+1P
n=0

9anx
n+2 = 0 c�est-à-dire

+1P
n=0

(4 (n+ 1)n� 2 (n+ 1)) an+1xn+
+1P
n=2

9an�2x
n = 0 soit �2a1 + 4a2x +

+1P
n=2

((2 (n+ 1) (2n� 1)) an+1 + 9an�2)xn = 0, c�est-à-dire a1 = a2 = 0

et 8n � 2, ((2 (n+ 1) (2n� 1)) an+1 + 9an�2) soit 8n � 0, an+3 =
�9an

2 (n+ 3) (2n+ 3)
. On a donc par récur-

rence a3k+1 = a3k+2 = 0 et a3k = � 9

(6k � 3)� (6k)a3(k�1) = � 1

2k � (2k � 1)a3(k�1) =
(�1)k

(2k)!
a0 donc donc

y (x) =
+1P
k=0

(�1)k

(2k)!
x3k.

Si x � 0, alors y (x) =
+1P
k=0

(�1)k

(2k)!

�
x
3
2

�2k
= cos

�
x
3
2

�
et

si x < 0,
�
x
p
�x
�2k

= (x)2k (�x)k = (�1)k x3k donc y (x) =
+1P
k=0

�
x
p
�x
�2k

(2k)!
= ch

�
x
p
�x
�
(il est inutile de déter-

miner le rayon de convergence car on retombe sur des séries entières connues).

2: Sur l�intervalle ]0;+1[, (E), y00� 1

2x
y0+

9

4
xy = 0 et on en déduit que l�ensemble des solutions est un espace

vectoriel de dimension 2.
Les solutions développables en série entières sont les fonctions colinéaires à x 7! cos

�
x
3
2

�
dont l�ensemble est un

espace vectoriel de dimension 1.
Conclusion: Il existe d�autres solutions.
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Exercice 11 (ccinp) On se propose de déterminer des fonctions f : R� ! R dérivables véri�ant (E) : 8x 2 R�;
f 0
�
� 1
x

�
= f (x).

1. On suppose que f véri�e (E). Déterminer une équation di¤érentielle du second ordre (E 0) véri�ée par f .

2. Quelles sont les fonctions de la forme x 7! xa solutions de (E 0) sur ]0;+1[. Résoudre (E 0) sur ]0;+1[ et
sur ]�1; 0[

3. Conclure.

Solution de l�exercice:

1: On a 8x 2 R�; f 0
�
� 1
x

�
= f (x) donc 8x 2 R�; f 0 (x) = f

�
�1
x

�
donc f 0 est dérivable comme composée de

fonctions dérivable.

En dérivant l�égalité, f 00 (x) =
1

x2
f 0
�
�1
x

�
=
1

x2
f 0 (x) donc f véri�e (E 0) : y00 � 1

x2
y = 0.

2. Remarque: Si � et � sont deux réels disctincts, les fonctions dé�nies sur ]0;+1[ par x 7! x� et x 7! x� ne

sont pas colinéaires car le quotient
x�

x�
= x��� n�est pas constant sur ]0;+1[.

Sur ]0;+1[ :
En prenant u : x 7! xa, on trouve que u véri�eeE 0 si et seulement si (a (a� 1)� 1)xa�2 = 0 soit (a (a� 1)� 1) = 0
soit a2�a� 1 = 0.
On trouve a =

1�
p
5

2
= r1 et a =

1 +
p
5

2
= r2.

On en déduit que fi : x 7! xri est solution de (E 0) pour i 2 f1; 2g.
Or (f1; f2) est libre (remarque) et on peut appliquer le th de structure des équations linéaires homogènes d�ordre
2: l�ensemble des solutions de (E 0) est un espace vectoriel de dimension 2 donc est égal à vect (f1; f2).
Sur ]�1; 0[ :
En prenant u : x 7! (�x)a, on trouve que u véri�eeE 0 si et seulement si (a (a� 1)� 1)xa�2 = 0 soit (a (a� 1)� 1) =
0 soit a2�a� 1 = 0.
On trouve a =

1�
p
5

2
= r1 et a =

1 +
p
5

2
= r2.

On en déduit que gi : x 7! (�x)ri est solution de (E 0) pour i 2 f1; 2g.
Or (g1; g2) est libre et on peut appliquer le th de structure des équations linéaires homogènes d�ordre 2: l�ensemble
des solutions de (E 0) est un espace vectoriel de dimension 2 donc est égal à vect (g1; g2).
3 Si f véri�e (E) alors f véri�e (E 0) sur
donc 9 (�1; �2) 2 R2 tels que 8x > 0, f (x) = �1f1 (x) + �2f2 (x) et 9 (�1; �2) 2 R2 tels que 8x > 0, f (x) =
�1g1 (x) + �2g2 (x).

Si x > 0, alors f 0 (x) = �1r1x
r1�1+�2r2x

r2�1 = �1r1x
�r2+�2r2x

�r1 car r1+r2 = 1 et f
�
�1
x

�
= �1x

�r1+�2x
�r2.

En utilisant la remarque, 8x > 0, f 0 (x) = f

�
1

x

�
,
�
�1r1 = �2
�2r2 = �1

.

On trouve la même condition pour x < 0.

Exercice 12 (ccinp) Soit la suite réelle (an) dé�nie par a0 = a1 = 1 et 8n � 1; an+1 = an +
2

n+ 1
an�1.

1. Montrer que pour tout n 2 N�, 1 � an � n2.

2. Déterminer le rayon de convergence de la série entière
P
anx

n.

3. En déduire une équation di¤érentielle d�ordre 1 véri�ée par la somme S.de cette série entière et calculer
S (x).
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Solution de l�exercice:
1: On a 1 � an � n2 pour n = 1 et n = 2. Soit n � 1 véri�ant 1 � an�1 � (n� 1)2 et 1 � an � n2. On a alors

1 � an � an +
2

n+ 1
an�1 � n2 +

2 (n� 1)2

n+ 1
� n2 + 2 (n� 1) � n2 + 2n+ 1 = (n+ 1)2 donc 8n, 1 � an � n2.

2: On sait que si 0 � bn � cn, le rayon de convergence de
P
bnx

n est supérieur ou égal à celui de
P
cnx

n De
plus

P
xn et

P
n2xn ont même rayon de convergence égal à 1 (la multiplication par n ne change pas le rayon de

convergence) donc le rayon de convergence de
P
anx

n est 1.
3: Pour n � 0, (n+ 2) an+2 = (n+ 2) an+1 + 2an. Si jxj < 1, les séries

P
anx

n et
P
nanx

n convergent et
(n+ 2) an+2x

n+1 = (n+ 2) an+1x
n+1 + 2anx

n+1

On en déduit que
+1P
n=0

(n+ 2) an+2x
n+1 �

+1P
n=0

(n+ 2) an+1x
n+1 � 2

+1P
n=0

anx
n+1 = 0.

On peut dériver terme à terme sur ]�1; 1[ et S 0 (x) =
+1P
n=1

nanx
n�1 =

+1P
n=0

(n+ 1) an+1x
n donc

+1P
n=0

(n+ 2) an+2x
n+1 =

S 0 (x)� a1 et
+1P
n=0

(n+ 1) an+1x
n+1 = xS 0 (x) et

+1P
n=0

an+1x
n+1 = S (x)� a0 donc les séries entières convergent pour

x 2 ]�1; 1[ et S 0 (x) � a1 � (xS 0 (x) + (S (x)� a0)) � 2xS (x) = 0 soit (1� x)S 0 (x) � (2x+ 1)S (x) = 0. Une

primitive de a (x) =
�2x� 1
1� x

=
�2x+ 2
1� x

� 3

1� x
= �2 � 3

1� x
est �2x � 3 ln (1� x). On en déduit que

S (x) = �e�2xe�3 ln(1�x) = �
e�2x

(1� x)3
. Comme S (0) = a0 = 1, S (x) =

e�2x

(1� x)3
.

Commentaire: On pourrait tirer une expression de an en développant l�expression obtenue (avec un produit de
Cauchy).

Exercice 13 (IMT) Soit � > 0 et (E) l�équation di¤érentielle xy0 + �y =
1

1 + x
.

1. Exprimer à l�aide d�une intégrale les solutions de (E) sur ]0;+1[.

2. Montrer qu�il existe une unique solution bornée au voisinage de 0+.

Solution de l�exercice:
1: Soit (H) : xy0 + �y = 0, y0 +

�

x
y = 0 l�équation homogène associée à l�équation linéaire (E) sur ]0;+1[.

Les solutions de (H) sont les fonctions de la forme x 7! �e�� ln(x) = �x��. Posons y (x) = z (x)x�� (variation de

la constante). On a xy0 (x) + �y (x) =
1

1 + x
, xx��z0 (x) =

1

1 + x
, z0 (x) =

x��1

(1 + x)
. Une solution particulière

est obtenue avec z (x) =
R x
1

1

t1�� (1 + t)
dt soit yp (x) = x��

R x
1

1

t1�� (1 + t)
dt donc les solutions de (E) sur ]0;+1[

sont les fonctions dé�nies par y (x) = x��
�R x

1

1

t1�� (1 + t)
dt+ �

�
avec � 2 R �xé:

2: On a � > 0 donc 1� � < 1 et l�intégrale
R 1
0

1

t1��
dt est convergente. De plus,

1

t1�� (1 + t)
�t!0+

1

t1��
> 0 donc

l�intégrale
R 1
0

1

t1�� (1 + t)
dt est convergente. et la fonction x 7!

R x
1

1

t1�� (1 + t)
dt a pour limite �

R 1
0

1

t1�� (1 + t)
dt

lorsque x tend vers 0+.

Si � 6=
R 1
0

1

t1�� (1 + t)
dt alors lim

x!0+

�R x
1

1

t1�� (1 + t)
dt+ �

�
6= 0 et donc lim

n!+1
y (x) = �1.

Si � =
R 1
0

1

t1�� (1 + t)
dt alors y (x) = x��

R x
0

1

t1�� (1 + t)
dt � x��

R x
0

1

t1��
dt. Or

R x
0

1

t1��
dt =

R x
0
t��1dt =�

1

�
t�
�x
0

=
1

�
x� donc 0 � y (x) � 1

�
et est donc une fonction bornée.

Exercice 14 (ccinp 2018) On considère l�équation di¤érentielle t (t2 � 1)x0 (t) + 2x (t) = t2 : (E)
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1. Trouver a; b; c 2 R tels que 1

t (t2 � 1) =
a

t
+

b

t� 1 +
c

t+ 1
.

2. Résoudre (E) sur ]1;+1[.

3. Soit la fonction f : t!

8<: ln (t)

t� 1 si t 6= 1
1 si t = 1

dé�nie sur ]0;+1[ et g : h!
(
ln (1 + h)

h
si h 6= 0

1 si h = 0
.dé�nie sur

]�1;+1[ Montrer que les fonctions f et g sont de classe C1

4. Résoudre (E) sur ]0;+1[.

5. Résoudre (E) sur R.

Solution de l�exercice: Q1:
a

t
+

b

t� 1 +
c

t+ 1
=
(a+ b+ c) t2 + (b� c) t� a

t (t2 � 1) . Le triplet (a; b; c) =
�
�1; 1

2
; 1
2

�
convient.

Q2: Sur ]1;+1[, (E) , x0 (t) +
2

t (t2 � 1)x (t) =
t2

t (t2 � 1) . Une primitive de t 7!
2

t (t2 � 1) est t 7! �2 ln (t) +

ln (t� 1) + ln (t+ 1) donc l�équation homogène a pour solution t 7! �e2 ln(t)�ln(t�1)�ln(t+2) = �
t2

t2 � 1 , � 2 R. En

posant y (t) = z (t)
t2

t2 � 1 , y véri�e (E) , z0 (t)
t2

t2 � 1 =
t2

t (t2 � 1) , z0 =
1

t
. On en déduit que les solutions de

(E) sur ]1;+1[ sont les fonctions t 7! (ln (t) + �) t2

(t2 � 1) .

Q3: g (h) =
ln (1 + h)

h
= �

+1P
n=1

(�1)n�1

n
hn

h
=

+1P
n=1

(�1)n�1

n
hn�1 =

+1P
n=0

(�1)n

n+ 1
hn donc g est développable en série

entière sur ]�1; 1[ donc est de classe C1 sur ]�1; 1[. On a f (t) = g (t� 1) donc f est aussi de classe C1.

Q4: En procédant de même, les solutions de (E) sur ]0; 1[ sont les fonctions t 7! (ln (t) + �) t2

(t2 � 1) .

D�après Q3, la fonction t 7!- t
2 ln (t)

(t2 � 1) =
ln (t)

t� 1 �
t2

t+ 1
admet une limite réelle en t = 1 donc le recollement par

continuité en 1 donne � = � = 1.

On a donc x (t) =

8><>:
t2 ln (t)

(t2 � 1) si t 6= 1
1

2
si t = 1

et cette fonction est C1 donc de classe C1 d�après Q3.

Q5: Soit x : ]�1; 0[! R. Posons z (t) = x (�t).
La fonction x véri�e (E) sur ]�1; 0[ si et seulement si
8t 2 ]�1; 0[ t (t2 � 1)x0 (t) + 2x (t) = t2 soit 8t 2 ]0;+1[ (�t)

�
(�t)2 � 1

�
x0 (�t) + 2x (�t) = (�t)2 c�est-à-dire

8t 2 ]0;+1[ ; t (t2 � 1) z0 (t)+2z (t) = t2. soit z (t) =

8><>:
t2 ln (t)

(t2 � 1) si t 6= 1
1

2
si t = 1

c�est-à-dire x (t) =

8><>:
t2 ln (�t)
(t2 � 1) si t 6= �1

1

2
si t = 1

.

Il reste à étudier le recollement en 0.
On a bien lim

t!0+
t2 ln (t) = 0 et on peut donc poser x (0) = 0.

En posant u (t) = t2 ln (t), on a u0 (t) = 2t ln (t)+ t donc lim
t!0+

u0 (t) = 0 On en déduit, à l�aide du théorème limite

de la dérivée, que x est de classe C1 sur [0;+1[. On montre de même que x est de classe C1 sur ]�1; 0] ( la
fonction x est paire)

Exercice 15 Soit � 2 R et f : x 7! cos (�� arcsin (x)).

1. Déterminer une équation di¤érentielle d�ordre 2 véri�ée par la fontion f sur un intervalle à préciser.
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2. En déduire un développement en série entière de f .

3. Pour quelles valeurs de � la fonction f est-elle polynômiale?

Solution de l�exercice: 1: On a, pour x 2 ]�1; 1[, f 0 (x) = �� sin(� arcsinx)p
1�x2 et f 00 (x) = ��2 cos(� arcsinx)

1�x2 �
x� sin(� arcsinx)

(1�x2)
3
2

donc la fonction f est solution de (E) : (1� x2) y00 � xy0 + �2y = 0.

2: La fonction f est solution de (E) et véri�e f (0) = 1 et f 0 (0) = 0. D�après le théorème de Cauchy, f
est l�unique solution de (E) sur ]�1; 1[ véri�ant y (0) = 1 et y0 (0) = 0. Cherchons des fonctions dévelop-

pables en séries entières sur ]�R;R[ avec R > 0, y (x) =
+1P
n=0

anx
n solutions de (E) et véri�ant a0 = 1 et

a1 = 0. Posons h (x) = (1� x2) y00 � xy0 + �2y = (1� x2)
+1P
n=2

n (n� 1) anxn�2 � x
+1P
n=1

nanx
n�1 + �2

+1P
n=0

anx
n d�où

h (x) =
+1P
n=2

n (n� 1) anxn�2 �
+1P
n=0

n (n� 1) anxn �
+1P
n=1

nanx
n + �2

+1P
n=0

anx
n

h (x) =
+1P
n=0

(n+ 1) (n+ 2) an+2x
n +

+1P
n=0

(�2 � n2) anx
n =

�
+1P
n=0

(n+ 1) (n+ 2) an+2 � (�2 � n2) an

�
xn. La fonc-

tion y est solution de (E) si et seulement si 8n 2 N, an+2 =
n2 � �2

(n+ 2) (n+ 1)
an d�où 8p 2 N, a2p+1 = 0 et

a2p =

n�1Q
k=0

(k2 � �2)

(2p)!
. Véri�ons que y est bien dé�nie: on

����an+2xn+2anxn

���� = ���� n2 � �2

(n+ 2) (n+ 1)
x2
���� !n!+1 jx2j donc la

série converge si jxj < 1 et diverge si jxj > 1 donc R = 1.
On en déduit que y et f véri�ent la mémé équation avec les mêmes conditions de Cauchy donc y = f .

8x 2 ]�1; 1[, f (x) =
+1P
p=0

a2px
2p avec a2p =

p�1Q
k=1

�
(2k)2 � �2

�
(2p)!

:

beningno

Exercice 16 Soit les équations (E0) : x2y00 � 2y = 0 et (E) : x2y00 � 2y = x3.

1. Trouver une solution polynomiale u de (E0).

2. Trouver une fonction v solution de (E0), indépendante de u, écrite sous la forme v(x) = u(x)z(x) avec z de
classe C2 sur R�+ ou R��.

3. Déduire de la question précédente les solutions de (E) sur R�+ ou R��.

4. Trouver toutes les solutions de (E) sur R.

Solution de l�exercice:
1: On remarque que y : x 7! x2 est une solution polynomiale de (E0).
(Si on ne la voit pas, en notant n le degré d�une solution polynomiale y : x 7!

Pn
k=0 akx

k de (E0) avec an 6= 0, en
identi�ant les termes en xn dans (E0), on a n(n � 1)an � 2an = 0 donc, comme an 6= 0, il vient n(n � 1) � 2 =
n2 � n � 2 = (n � 2)(n + 1) = 0 donc n = 2 car n 2 N. Ainsi, s�il existe une solution polynomiale de (
E0), elle est forcément de degré 2 . Ensuite, en notant y(x) = ax2 + bx + c et en reportant dans (E0), il reste
8x 2 R; 2ax2 � 2 (ax2 + bx+ c) = �2bx� c = 0 donc b = c = 0 et on a bien y(x) = ax2):
2: Si on se donne une fonction v de classe C2 sur R�+ ou R��, en posant z(x) =

v(x)
x2
, la fonction z est aussi de

classe C2 et v(x) = x2z(x) donc v0(x) = 2xz(x) + x2z0(x) puis v00(x) = 2z(x) + 4xz0(x) + x2z00(x). Ainsi, v est
solution de (E0) sur I = R�+ ou I = R�� si et seulement si 8x 2 I; 2x2z(x) + 4x3z0(x) + x4z00(x)� 2x2z(x) = 0 ou
encore (F ) : xz00(x) + 4z0(x) = 0 ce qui équivaut au fait que z0 véri�e (G) : xw0 + 4w = 0 sur I soit à:
il existe � 2 R tel que 8x 2 I; z0(x) = �

x4
et les solutions de (F ) sont donc les fonctions z : x 7! �

x3
+ � avec
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(�; �) 2 R2. En prenant � = 1 et � = 0, on trouve donc z(x) = 1
x3
donc v : x 7! 1

x
est une solution de (E0) sur

R�+ ou R�� et elle est bien indépendante de u.
3: Comme l�équation (E0) est linéaire, homogène et normalisée, l�ensemble de ses solutions sur R�+ ou R�� est un
espace vectoriel de dimension 2 , il est donc engendrée par u et v d�après les deux questions précédentes. Les
solutions de (E0) sur R�+ ou R�� sont donc les fonctions y : x 7! �

x
+ �x2 avec (�; �) 2 R2.

On constate comme en a. que yp : x 7!
x3

4
est solution de (E) sur R.

Les solutions de (E) sur R�+ ou R�� sont les fonctions y : x 7! �
x
+ �x2 + x3

4
avec (�; �) 2 R2.

4: - Analyse : soit y : R! R une solution de (E) sur R, ainsi y est deux fois dérivable sur R. Les restrictions de y
à R�+ et R�� sont les solutions vues en c. donc il existe (�1; �2; �1; �2) 2 R4 tel que 8x < 0; y(x) = �1

x
+ �1x

2+ x3

4

et 8x > 0; y(x) = �2
x
+ �2x

2 + x3

4
. En prenant x = 0 dans (E), on a y(0) = 0. La continuité de y en 0 implique

que �1 = �2 = 0. Alors on a y0d(0) = 2�2 � 0 = 0 = y0g (0) donc y est dérivable en 0 et 8x � 0; y0(x) = 2�1x+ 3x2

4

et 8x � 0; y0(x) = 2�2x+ 3x2

4
.

On a alors y00d(0) = 2�2 et y
00
d(0) = 2�1 donc �1 = �2.

- Synthèse : Soit � 2 R et y : R ! R dé�nie par y(x) = �x2 + x3

4
, alors y est de classe C1 sur R� et y véri�er

aussi (E) en x = 0 (tous les termes s�annulent en 0).
Conclusion : les solutions réelles sur R de (E) sont les y : x 7! �x2 + x3

4
avec � 2 R.

Exercice 17 (Mines ponts) Soit a 2 ]0; 1[ et f : R! R dérivable telle que 8x 2 R; f 0(x) = f(ax).

1. Montrer que f est de classe C1 sur R. Exprimer f (n)(x) pour n 2 N et x 2 R à l�aide de f .

2. En déduire que f est développable en série entière sur R.

3. Déterminer toutes les fonctions g : R! R dérivables telles que 8x 2 R; g0(x) = g(ax).

Solution de l�exercice: 1a:Comme f est dérivable sur R, elle y est continue. Ainsi, par composition,
x 7! f(ax) est continue sur R donc f 0 aussi ce qui montre que f est de classe C1 sur R.
Si on suppose que f est de classe Cn sur R pour un entier n > 1, alors x 7! f(ax) est aussi de classe Cn sur R
donc f 0 l�est encore et f est donc de classe Cn+1 sur R. Par principe de récurrence, f est de classe Cn pour tout
n 2 N sur R donc f est de classe C1 sur R.
1b: Pour x 2 R, on af 0(x) = f(ax) donc f 00(x) = af 0(ax) = af (a2x).
On continue: f 000(x) = a� a2f 0 (a2x) = a1+2f (a3x) et f (4)(x) = a1+2a3f 0 (a3x) = a1+2+3f (a4x).
Supposons, pour n 2 N, qu�on ait 8x 2 R; f (n)(x) = a

n(n�1)
2 f (anx). Alors, en dérivant cette relation, on a

f (n+1)(x) = a
n(n�1)

2 � anf 0 (anx) = a
n(n+1)

2 f (an+1x). Comme on a f (0)(x) = f(x) = a
0(0�1)

2 f (a0x), on a montré pa
récurrence que 8n 2 N;8x 2 R; f (n)(x) = a

n(n�1)
2 f (anx).

2: Soit x 2 R. La fonction; f étant continue sur le segment [0; x] (ou [x; 0]) elle y est bornée et on peut poser
M = kfk[0;x]1 et Mn+1 = kf (n+1)k[0;x]1

Pour n 2 N, on a
����f(x)� nP

k=0

f (k)(0)xk

k!

���� � Mn+1jx�0jn+1
(n+1)!

(Taylor Lagrange)

Or f (n+1)(t) = a
n(n+1)

2 f (an+1t) et ant 2 [�b; b] si t 2 [0; x] car jaj < 1, on a
��f (n+1)(t)�� 6 a

n(n+1)
2 M .

Par inégalité triangulaire, on a
���R x0 (x�t)nf (n+1)(t)

n!
dt
��� 6 jxjn+1an(n+1)2 M

n!
et, comme limn!+1

xn+1

n!
= limn!+1 a

n(n+1)
2 =

0 car jaj < 1 donc lim
n!+1

����f(x)� nP
k=0

f (k)(0)xk

k!

���� = 0
donc 8x 2 R; f(x) =

+1P
k=0

f (k)(0)xk

k!
.et comme f (k)(0) = a

k(k�1)
2 f(0), 8x 2 R; f(x) = f(0)

+1P
k=0

a
k(k�1)

2 xk

k!
.

c. Soit � 2 R et la fonction g� : R ! R dé�nie par g�(x) = �
+1P
k=0

a
k(k�1)

2 xk

k!
. Si on pose ak = a

k(k�1)
2

k!
> 0, on a

ak+1
ak

= ak

k+1
donc, comme 0 < a < 1; limk!+1

ak+1
ak

= 0 donc, par D�ALEMBERT, le rayon de convergence de la
10



série
P

k>0 akx
k vaut R = +1 ce qui justi�e que la fonction g� est bien dé�nie et de classe C1 sur R. De plus,

8x 2 R; g0�(x) = �
+1P
k=1

a
k(k�1)

2 xk�1

(k�1)! = �
+1P
k=0

a
k(k+1)

2 xk

k!
= �

+1P
k=1

a
k(k�1)

2 (ax)k

k!
= g�(ax). Avec ce qui précède, les fonctions

g : R! R dérivables telles que 8x 2 R; g0(x) = g(ax) sont les fonctions proportionnelles à g1 : x 7!
+1P
k=0

a
k(k�1)

2 xk

k!
,

elles constituent donc une droite vectorielle Vect (g1).
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