mercredi 4 juin 2025

Exercice 1 (Ccinp) Résoudre ’équation différentielle (£) : xy' +y = | sur lintervalle | —oo, 1[.
—x

Solution de l’exercicle: 1
la: Sur |0,1[, (&) ey +-y=—0:.
T 1—2z

1
Equation homogeéne: 4’ + —y = 0 de solutions z +— le™ () = % Idem sur |—o0, 0.
x

SHE

Variation de la constante: y (z) = z (x) yo () avec yo (x) =

1
Apres calcul, y vérifie (£) < 2/ (x) = Il () =—In(1—2)+ A

1b Idem sur |—oo, 0] On obtient de méme méthode sur |—oo, 0].

Sur |—oo, 0[ les solutions sont les fonctions z — £ — L1n (1 — z).

2: Recollement des solutions
. _ A In(l—ux)
Sur ]0, 1] les solutions sont les fonctions z — — — ——=.
T

T
Sur |—o0, 0[ les solutions sont les fonctions z +— £ — L1n (1 — z).
Prolongement par continuité en 0 :

In(1—
Or lim, o Il =) = —1 donc si A # 0, lim, ,o- y () = £oo.et on en déduit que A = 0 et lim, ,o- y (z) = 1.
x

On obtient de méme que p = 0.

. _ In(1-—2)
Conclusion: une solution sur |—oo, 0[ est de la forme z +— ———=.

x
Dérivabilité en, 0.
—In(1-—
La fonction définie par f(x) = (-2 siz # 0et f(0) =1 est développable en série entiere sur |—1,1]
x

_1 1 - oo n
(M = >, (-=1)" ;%5) donc de classe C* sur |—1,1[ donc sur |—oo, 1 et vérifie I'équation en = = 0:
X n=0

0f"(0) + f(0) = f(0) = 1. La fonction f est donc I'unique solution sur |—oo, 1].

Exercice 2 (IMT): On cherche les applications f : R — R de classe C' vérifiant
VeeR, f'(x)+ f(—x)=¢€": ()
1. Justifier que si f vérifie (£) alors f est de classe C™ et vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 2.

2. Déterminer les fonctions vérifiant (£).

Solution de I’exercice:
1: Soit f: R — R de classe C! et vérifiant Vo € R, [/ (z) + f (—z) = €*.
On a donc f'(z) = e® — f (—x) donc f’ est de classe C' comme somme de fonctions C* donc f de classe C?
On montre de méme que si f est C™ alors f est C"*! donc f est C*°.
De plus, f" (z) = e* 4+ f'(—z) or f'(—x) =e " — f(x) donc f vérifie 'équation différentielle y” + y = e + e .
2: On remarque que x — ch () est une solution particuliere donc f (z) = Acos (z) + psin (z) + ch (z), (A, u) €
R%.Synthese: Soit f la fonction définie par f (z) = Acos (z)+psin (z)+ch (z). Ona f' (z)+ f (—z) = —Asin (z)+
pecos (x) 4 sh(x) + Acos () — psin (z) 4+ ch (z) donc f' () + f (—x) = (u+ A) cos (x) — (A + p) sin (x) + €®. Donc
f est solution du probléme si et seulement si A = —pu (prendre par exemple x = 0). L’ensemble des fonctions
solutions est donc I’ensemble des fonctions z — A (cos (x) —sin (z)) + ch (z), (A, p) € R.

Exercice 3 (CCINP): Soit E l’ensemble des fonctions f : [0,1] — R de classe C? vérifiant f (0) = 0. Pour

f € E, on pose || f|| ., = sup,epo [/ (z)]
Ni(f) = Iflle + 1l et N2 (f) = 1 + Fll -



1. Montrer que N1 et Ny sont des normes de E.
2. Soit f € E. Montrer que pour tout x € [0,1] = [ é )+ (1)) dt

3. En déduire que les normes Ny et Ny sont équivalentes.

Solution de ’exercice: On admet que E est un espace vectoriel (vérification immeédiate)

ANl = T[T Ao = (1)
1: On sait que la norme infinie est une norme: Nf+ 9l < Ifllo 9]l = (2) . Il en découle
[flle =06t [[fllo=0=f=0:(3)
facilement que (1), (2) et (3) sont vérifices par Ny et Ns.
Seul Ny (f) =0 = f =0 n’en découle pas directement.
Soit f € E. Supposons Ny (f) =0. On a ||f + f'|| ., =0 donc f' + f =0 donc 3IX € R, Vo € [0,1], f (x) = e ™.
Or f € F donc f(0) =0 donc A =0 donc f = 0.
z) + [ (x))

/ — T
2: Soit f € E. Posons g (x) = €” f (x). La fonction g est dérivable (car f l'est) et { g (x) = eg (E]];( 0

done g (v) = [y e" (f (1) + f' () dt = [g ()];-
3: 1l ’agit de montrer P'existence de (a, 8) € ]0, +oo[* vérifiant: Vf € F, aN, (f) < Ny (f) < BN, (f).

Soit f € E. On a Nz( ) = Hf+f’|\ <[ fllo + Hf oo = N1( ). On peut donc prendre o = 1.
On a |e*f (x |—} —i—f’ dt|<f0 let (f (t) + f' (1) |dt§f0xefo—|—f’Hoodt
donc |e* f (z)] < re” Hf+f’|| <eIf + 'l

On en déduit que Vo € [0,1] [f (2)] < |If + f'], done [If], < elf + L.
De plus || £/, = 1 + 5"~ flle < 1 + £l +1flle < 2]F + £l On peut donc prendre § = 3

Exercice 4 (ccp 2018) On considére 'équation différentielle 2y + 4xy’ + 2y = 1: (£).

1. Trouver une solution de (£) sur |0, +00].

2. Avec le changement de variable x = e, résoudre ’équation (£)sur |0, 4o00].

Solution de P’exercice:
1: On remarque que x +— 5 est solution de (&)sur |0, +o0|.

2: Soit z la fonction définie par z (t) = y(ef). On a 2/ (t) = efy/ (e!) et 27 (t) = €'y () + (e!)*y” (¢!) donc
2 (1) + 32 () 4+ 22 (1) = (')’ (ef) + dety/ (e!) + 2y () donc y vérifie (€) : 22y” + 4xy + 2y = 1 sur |0, +o0] si
et seulement si z vérifie (£') : 2" + 32" + 2z = 1 sur R

[’équation caractéristique de admet deux racines —1 et —2 donc a pour solutions z : t +— Xe™! + pe2!, avec
(A, 1) € R% Or Or Vx € ]0,+o0|, y (r) = z(In (z)) donc y vérifie (H) si et seulement si il existe (A, u) € R? tel

A
quer>0,y(x):;+§+%.

Exercice 5 (Mines ponts 2018) On considére l’équation différentielle (£) : y" +a(t)y +b(t)y =0 o a et b
désignent des fonctions continues de R dans R.

1. Calculez pour deuz solutions f et g de (€) la quantité¢ W = fq' — f'g.

2. On suppose a impaire et b paire. Montrez que la fonction f solution de (£) avec les conditions initiales
f(0)=1¢et f(0) =0 est paire. Montrez de méme que la fonction g solution de () avec les conditions
initiales g (0) = 0 et ¢’ (0) = 1 est impaire. En déduire qu’il existe une base de l’espace des solutions de (E)
constituée d’une fonction paire et impaire.

3. On suppose qu’il existe une base de l’espace des solutions de (E) constituée d’une fonction paire et d’une
fonction impaire. Montrez que a est impaire et b paire.
2



Solution de ’exercice: Ql: Ona W' = f'g'+ f¢" — f"g— f'g = fg" — f”g = —f (ag’ 4+ bg) + (af' + bf) g.
Donc X’ = —aW. On en déduit qu’il existe un réel X tel que V¢ € R, W () = Xe™4®) avec A (t) = ft a(u) du. En
prenant la valeur en ¢ = 0, on obtient que W (¢) = W (0) e~ Jo atwdu
Q2: On pose ¢ (t) = f(—t). La fonction ¢ est deux fois dérivable et ¢’ (t) = —f (—t) et ¢" (t) = f”(—t) donc
" () +a () Oy +b(t) e @) = f"(=t)—a(t) [ (=) y'+b(t) f (=) = [" (=t)+a(=t) [ (=) y'+b(=1) [ (1) =
0 donc ¢ vérifie (£). De plus, ¢ (0) = 1 et ¢' (0) = 0. Les fonctions a et b étant continues, le théoréme de Cauchy
permet de dire que ¢ = f donc f est paire. On montre de méme, en introduisant ¢ (z) = —g (—t) que g est
impaire.

La famille (f,g) est libre (prendre la valeur en 0 de A\f + pg) et Pensemble des solution de 'ED homogene du
deuxieéme ordre (€) est de dimension 2 donc admet (f,g) comme base.
Q3: Supposons que (f, g) est une base de solutions de (£) et que f soit paire et g est impaire. Alors W est une
fonction paire (car la dérivée change la parité).
Or W (0) = f(0)g (0) # 0 car ¢’ (0) =0 = (g(0),¢'(0)) = (0,0) donc par le théoréme de Cauchy, g = 0 (car
I'équation étannt homogene, la fonction nulle est solution)
et de meme f(0) =0= (f(0),f(0)) = (0,0) donc f = 0. On a donc W (0) # 0. On en déduit que
t— fo u) du est paire donc, par dérivation, a est impaire.

1 !/ 1 /
Deplusf(#o;»b(t):—f (®) f(t())f () et b(—t) = —L (V) *}‘Z(t)t)f (= done b(—t) = b ().
Soit ¢ € R tel que f (t) = 0. Montrons qu’il existe ¢, € |t — 2.t — L] tel que f (¢,) # 0.
Sinon f est nulle sur |t — 1, ¢ — L[ donc f'(t) =0 donc (f (¢ ) f'(t)) = (0,0) donc f = 0.
On a donc lim ¢, =tet b(t,) = b(—t,). La fonction b est continue donc b (t) = b (—t). On en déduit que b est

n—-+o0o

paire.

Exercice 6 (Centrale) Pourn > 1, on pose E,, 'ensemble des polynomes unitaires de degré n a coefficients réels.
Montrer que mf (fo |P(t |dt> > 0.

Solution de ’exercice: { fo |P (¢)|dt, P € E, } est non vide minoré par 0 donc mf ( fo |P (¢ |dt> existe
et inf (fo Pt |dt) >0

Premiére méthode: Supposons Pinbi ( fo |P (1) dt) = (. Par la caractérisation de la borne inférieure avec les suites
€Ey

(fait dans une autre feuille de révision),
Vk e N*, P, € I,

il existe une suite (F) vérifian { fo | Py (t ]dt<—

L’égalite N fo |P (t)| dt définit une des normes équivalentes de R,[X] donc N (P, — 0) —4_ 0 0 donc la
suite (Py) tend vers le polynoéme nul.

Posons P, = > a;x X" avec a,; = 1. La convergence dans R, [X] équivaut & la convergence "coordonnée par
i=0

coordonée". Or 0 = > 0X* donc Vi € [[0,n]], lim a;; = 0, ce qui n'est pas possible pour i = n donc

i=0 k—o0

mf <f0 |P(t |dt> >0

Deux1eme méthode: On cherche & appliquer le th des bornes atteintes mais F,, n’est pas borné.
Ona [j|t"|dt = 15 < 1.

Soit E! ’ensemble des polyndmes unitaires de degré n & coefficients réels vérifiant fol |P(t)|dt < 1.

Les bornes inférieures de fol |P (t)|dt sur les ensembles E,, et E! sont égales car si P € E,\E, fo |P(t)] dt > 1.
Montrons que E’ est fermé et borné.

L’égalite N fo |P(t)| dt définit une des norme équivalente de R, [X] et VP € E/ N (P) < 1 donc E!, est
borné. 3



Soit (Py) une suite de £, qui converge vers P.

On a donc N (Py) —k—100 N (P) donc N (P) < 1 car la fonction étant une norme, elle est lipschitzienne donc
continue.

De plus les suites des coordonnées de (Fy) dans la base canonique convergent vers les coordonnées de P donc P
est aussi unitaire donc P € E/ donc E, est fermé. La fonction N admet donc un minimum N (Fp) sur E! et ce
minimum N (FP,) est non nul car Py # 0 car P € E,,.

+o00
Exercice 7 (Mines ponts) On définit, pour P € R[X], Ny (P) = Y |P®(0)| et Na (P) = SUPyefo) |12 ()]
k=0

1. Montrer que Ny et Ny sont des norme de R [X].

2. Les normes Ny et Ny sont elles équivalentes?

Solution de I’exercice: Q1: La définition de N; est assurée car la somme est finie et la définition de Ny

est assurée car un polynome est continu donc borné sur le segment [0, 1]. De plus, N est une norme de E si et
VPe E,N(P)>0:(i) et N(P)=0«< P =0: (i)

seulement si ¢ VP € E,VA € R, N (AP) = |\ N (P) : (dii) . Le point (i) est vérifie pour Ny et Ny. Si
V(P,Q) € E?, N(P+Q) < N(P)+ N (Q) : (iv)

Ny (P) = 0, alors Yk, P®) (0) = klak = 0 donc P est nul. Si N, (P) = 0, alors P admet une infinité de racines

donc est nul. Les points (iii) et (iv) pour N; découlent des point (iii) et (iv) pour la valeur absolue. Les points

(i) et (iv) pour Ny (idem cours sur la norme infinie). Q2: Posons P, = X". On a p (0) = 0 P = n! donc

Ny (P,) =n! W, T et Ny (P,) =1

Il n’existe donc par de réel C tel que Vn € N, .Ny (P,) < N; (P,)

Exercice 8 (Mines ponts): Soit n € N*. Résoudre sur R [’équation différentielle xy' —ny = 0: (£).
Solution de I’exercice: Sur |0, +o0], (£) < ' — Ey = 0 dont les solutions sont les fonctions:
x

z+— Aexp(nln(z)) =Az", A €R

De méme, les solutions sur |—oo, 0 sont les fonctions x — pz™, A € R.
fx)=Xz"siz>0

Recollement des solutions sur R: Soit f une solutions sur R. On a donc . .
f(x)=pa"siz<0

- Continuité en 0: On alim f(z) =0et lim f(x) =0 donc on pose f (0) =0 et f est continue en 0.

z—0~ z—0t+
- Dérivablité en 0: On a f'(z) = nAz" ! siz > 0 donc lim f(z) =0sin > 2 et hm f(x)=nAsin=1. La
x—07t —0+
fonction f est continue en 0 donc on peut appliquer le théoréme "limite de la derlvee sur R, en 0: f est dérivable
. ) | nAsin=1 ) R , _f nusin=1 L.
a droite en 0 et f(0) = Osin>2 ° On obtient de méme que f; (0) = { Osin>2 - On en déduit que
-sin > 2, f est dérivable en 0 si et seulement si A = p.
-sin > 2, f est dérivable en 0 pour toute valeur (A, u)
Les solutions pour n = 1 sont donc les fonctions z +— Ax, A € R
- iz >
Les solutions pour n = 2 sont donc les fonctions z — flz)=Xa"siz >0 , (A, ) € R
fx)=px"siz<0

(Ces fonctions vérifient bien ’équation (£) en z = 0).
Remarque: Sin > 2, 'ensemble des solutions sur R est un espace vectoriel de dimension 2 bien que 1’équation
soit du premier ordre).

Exercice 9 Soit E un espace normé et C' une partie copeze de E.



1. Montrer que l’adhérence de C' est une partie convexe de E qui contient C'.

2. On appelle intérieur de C' l’ensemble des points a € E qui sont intérieurs a C' c’est-a-dire vérifiant :
Ir>0Vee B, |z —a|| <r=zeC.
Montrer que lintérieur de C' est une partie convexe de E contenue dans C'.

Solution de I’exercice:
1: Notons A I'adhérence de C.
a: si a € C alors a est limite de la suite de C' constante égale & a donc a € A conc C' C A.
b: Soit (a,b) € A% de sorte qu'il existe deux suites (x,,) et (y,) de C' qui convergent respectivement vers a et.b
Soit A € [0;1], posons ¢ = Aa+ (1 — A\)b et 2z, = Az, + (1 — A)yn.
-Vn, z, € C car z, et y, le sont et C' est convexe.
- lim z, =cdonc C € A.

n—-+00
On en déduit que A est convexe.

2: Notons B I’ensemble des points intérieurs de C' et B, les boules ouvertes.

Soit (a,b) € B2 1l existe r, > 0 tel que B, (a,7,) C C et Il existe 1, > 0 tel que B, (b,13,) C C.

en posant r = min (r,, 1), on a B, (a,r) C C et B, (b,r) C C.

Soit A € [0;1], posons ¢ = Aa+ (1 — A\)b

Soit x veérifiant ||z < 7. Onac+xz =Xa+ (1= Nb+2 =Xa+ (1 —ANb+ A+ (1 —A))zb donc ¢+ x =
AMa+z2)+ (1 =N (b+z)eCcara+zeCetb+xeCetC est convexe.

On en déduit que B, (¢,r) C C donc ¢ € B donc B est convexe.

Exercice 10 (ccinp)
1. Déterminer les solutions développables en série entiére de I'équation 4xy” — 2y’ + 92%y =0 : (E).
2. Existe-t-il des solutions sur]—oo,0[ non développables en série entiére?

Solution de I’exercice: 1: On suppose que la fonction la série entiére »  a,x™ est de rayon R > 0 et on pose,

+o00 +00
pour z € |-R, R[,.y (r) = >_ a,z" La fonction y est solution de (E) si et seulement si 4z > n(n — 1) a,z" 2 —
n=0 n=2
+oo +o00 400 400 +00
25" na,z" 14922 3" a,x" = 0so0it Y. (4n(n —1) — 2n) @,z '+ > 9a,2" = 0 c’est-a-dire > (4(n+1)n — 2 (n 1
n=1 n=0 n=1 n=0 n=0
+00 too
> 9an_o92™ = 0 soit —2a; + 4asx + Y. ((2(n+1)(2n — 1)) apt1 + 9a,2) 2" = 0, clest-a-dire a; = as = 0
n=2 n=2
—9a,
et Vn > 2, (2(n+1)(2n —1)) aps1 + 9a,_2) soit Yn > 0, a,u3 = 213 6(12n+ 3) On a donc par récur-
9 1 _(=D”

rence aggr1 = Gzpr2 = 0 et ag = — az(p-1) = —

(6k — 3) x (6k)

+00 (_1)k a

i=o (2k)! .
. +o0 (_1) 3\ 2k 3
> = 2 = 2
Six >0, alors y (z) kz::() )] (cc ) cos (x ) et
2k
: 2% 2k ko k sk 7+°°($ —z)” . L. )
siz <0, (zv/=2)" = ()" (—2)" = (-1)"2* donc y (z) = Y = ch (zy/=x) (il est inutile de déter-

im0 (2R)!

miner le rayon de convergence car on retombe sur des séries entiéres connues).

1 9

2: Sur lintervalle ]0, +o00[, (E) © y" — 2—3/ +ooY = 0 et on en déduit que I'ensemble des solutions est un espace
T

vectoriel de dimension 2.

Les solutions développables en série entiéres sont les fonctions colinéaires & x +— cos <332> dont I’ensemble est un

espace vectoriel de dimension 1.
Conclusion: Il existe d’autres solutions.



Exercice 11 (ccinp) On se propose de déterminer des fonctions f : R* — R dérivables vérifiant (F) : Vx € R,

f'(=3) = f(2)
1. On suppose que f vérifie (E). Déterminer une équation différentielle du second ordre (E') vérifiée par f.

2. Quelles sont les fonctions de la forme x — x® solutions de (E') sur ]0,+oc[. Résoudre (E') sur]0,+o00| et
sur ]—o0, 0]

3. Conclure.

Solution de 1’exercice: )
1: Ona Ve € R, f'(—1) = f(z) donc Vz € R*, f'(z) = f (——) donc f’ est dérivable comme composée de
T

fonctions dérivable.

1 1 1 1
En dérivant I'égalite, f” (v) = — f' ——) = — ['(z) donc f vérifie (E') : y" — —y = 0.
T T T T

2. Remarque: Si « et § sont deux réels disctincts, les fonctions définies sur |0, +oo[ par x +— z® et x +— 2% ne
(0%

x
sont pas colinéaires car le quotient 5= P n’est pas constant sur 10, +o0l.
x
Sur |0, 4-o00[ :
En prenant u :  — 2%, on trouve que u vérifiee E’ si et seulement si (a (a — 1) — 1) 2% 2 = 0 soit (a(a — 1) — 1) =0
soit a*a —1=0.

1-+5 1+5
2

On trouve a =

=reta= =T7s.

On en déduit que f; : x — 2" est solution de (E’) pour i € {1,2}.

Or (f1, f2) est libre (remarque) et on peut appliquer le th de structure des équations linéaires homogenes d’ordre
2: ensemble des solutions de (E’) est un espace vectoriel de dimension 2 donc est égal a vect (f1, f2).

Sur |—o0, 0] :

En prenant u : z — (—x)", on trouve que u vérifiee £ si et seulement si (a (a — 1) — 1) 2*2 = O soit (a(a — 1) — 1) =
0 soit a®*~a — 1 = 0.

1-+5 1++5
9

On trouve a = =rieta=

=Ta.

On en déduit que g; : © — (—x)"" est solution de (E') pour i € {1,2}.

Or (g1, g2) est libre et on peut appliquer le th de structure des équations linéaires homogenes d’ordre 2: ’ensemble
des solutions de (E’) est un espace vectoriel de dimension 2 donc est égal a vect (g1, g2).

3 Si f verifie (E) alors f vérifie (E’) sur

donc 3 (A1, A2) € R? tels que Vo > 0, f(z) = Mfi(z) + Xafo (z) et I (g, py) € R? tels que Vo > 0, f(z) =
f191 () + page ().

1
Siz >0, alors f/(x) = \ria™  + Xoroz™ = \jra "2+ Moz car ry +1rp = 1t f (——) = " por T2
T

1 =
En utilisant la remarque, Vo > 0, f'(x) = f (—) & { AT = fy .
x Aoy = [y
On trouve la méme condition pour x < 0.

2
Exercice 12 (ccinp) Soit la suite réelle (a,) définie par ag =a; =1 etVn > 1, apy1 = ap + ?an_l.
n

1. Montrer que pour tout n € N*, 1 < a,, < n?.
2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y a,x".

3. En déduire une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par la somme S.de cette série entiére et calculer

S (x).



Solution de I’exercice:
1: Onal<a, <n?pourn=1etn=2. Soitn>1vérifiant 1 < a,_; < (n—l)2 et 1 < a, <n? On a alors

2(n—1)°

1%—1 §n2+% <n?+2(n—-1)<n?+2n+1= (n+1)2 donc Vn, 1 < a,, < n?.
n

2: On sait que si 0 < b, < ¢,, le rayon de convergence de ) b,x" est supérieur ou égal a celui de > ¢,z™ De

plus > 2™ et Y n22™ ont méme rayon de convergence égal & 1 (la multiplication par n ne change pas le rayon de
convergence) donc le rayon de convergence de > a,z" est 1.

3: Pour n > 0, (n+2)ani2 = (n+2)ans1 + 2a,. Si|z| < 1, les séries > a,z™ et Y na,z™ convergent et
(n+2) an+2x"+1 (n +2) api12" ™ + 20,2t

2
1<a, <a,+
n +

+o00
On en déduit que Z (n+2)ay 02" — > (n+2) gz — 2 E az™t = 0.
n=0 n=0
+oo +oo +o0o
On peut dériver terme a terme sur |—1,1[ et 5" (x) = Z na,z" ' =3 (n+ 1) app2” done Y. (n+ 2) appoz™ ™t =
n=0 n=0

+oo
S'(z) —ay et > (n+1)a,z"™ =28 (z) et Z an12" T = S (x) — ay donc les séries entieres convergent pour

€]-1,1] etn§9(x) —a; — (28" (x) + (S (x) — a(:):)) —2z8 (z) = 0 soit (1 —x)5" () — (2x+1)S (z) = 0. Une

—2r —1 —2 2
primitive de a (z) = v = rte_ - _9 _ est —22 — 3In(1 — ). On en déduit que
1—x L 1—2z 1—2z — L
(1—2x) (1—x)

Commentaire: On pourrait tirer une expression de a,, en développant I’expression obtenue (avec un produit de

Cauchy).

1
Exercice 13 (IMT) Soit A > 0 et (E) l’équation différentielle xy' + Ay = 1ta

1. Ezxprimer o laide d’une intégrale les solutions de (E) sur )0, +o0].

2. Montrer qu’il existe une unique solution bornée au voisinage de 0.

Solution de ’exercice:

A
1: Soit (H) : xy' + Ay = 0 & ¢ + —y = 0 ’équation homogene associée a ’équation linéaire (E) sur |0, +o0].
x

Les solutions de (H) sont les fonctions de la forme z +— pe @) = px=*. Posons y (r) = z (z) 2~ (variation de
1 1 -
la constante). On a xy' (x) + Ay (a:) =112 &z (x) = 172 &2 (x) = (133_'_ D Une solution particuliere
x 1 :
est obtenue avec z (z) = [/ ey )dt soit y, (z) = 27 [ mdt donc les solutions de (E) sur |0, +00|

T 1
sont les fonctions définies par y (z) = 2= ( /i mdt + u) avec p € R fixé.

! d
m ~t 0+ tl—_)\ > 0 donc
1

Y]

1
2: Ona XA >0donc1— X\ <1 et 'intégrale fol tl—_)\dt est convergente. De plus,

1
'intégrale fol e dt a pour limite — dt

A1+t

lorsque x tend vers 0.

. 1 1 T 1 .
Sin# Jy v Tyt elors lim (fl YD +t)dt+u) # 0 et donc lim y(z) = +o0.
: 1 1 -\ [z e L 2 1 T a—1
St = Jo g ® e vl@) = o o g ® S T o et O Jy st = v =

dt est convergente. et la fonction x — flm m

1,17 1 1
[Xt)‘] = Xx)‘ donc 0 <y (x) < Tet est donc une fonction bornée.
0

Exercice 14 (ccinp 2018) On considére 'équation différentielle t (1> — 1) 2’ (t) + 2z (t) = t* : (€)
7



1 b
1. Trouver a,b,c € R tels que m_%ﬂTﬂjr
2. Résoudre (£) sur |1, +00].
In(t) . In(1+h) |
3. Soit la fonction f:t —< t_1 ° t#1 définie sur]0,+o00| et g : h — { h sih#0 .définie sur
1lsit=1 1sth=0

|—1,400] Montrer que les fonctions f et g sont de classe C*
4. Résoudre (£) sur]0,+o0].
5. Résoudre (£) sur R.

b b+e)t? +(b—c)t—
Solution de ’exercice: Q1: %+t — +IHC— o= (a+b+ Ct)(t;;(l) c) ¢ 1. triplet (a,b, ) = (1,2, 1)
convient. ) ) )
t
Q2: Sur |1, +o0[, (€) & 2/ (t) + mx (t) = EEE Une primitive de t — A est t — —21In () +

t2
In(t — 1) 4+ In (¢t + 1) donc I’équation homogéne a pour solution ¢ s \e2™M®~In(t=1)=In(t+2) — /\t2 o A €R. En
t2 2 t2
L. / _
TR y verifie () < 2/ (t) Pl i

(In (¢) + \) ¢2

!/

1
posant y (t) = 2 (t) &= On en déduit que les solutions de

(&) sur |1, 4+o0[ sont les fonctions ¢ +—

(t* —1)
oo (1)
Z h" n—1 n
In(1+h = oo (—1 oo (—1
Q3: g(h) = n(l+h) — om0 = (=1) 1l = uh” donc g est développable en série
h h +1
1 n=0 T

"z n

entiére sur |—1, 1] donc est de classe C*° sur |[—1,1[. On a f(t) = g (t — 1) donc f est aussi de classe C*°.
In (¢ t?

Q4: En procédant de méme, les solutions de (€) sur |0, 1] sont les fonctions ¢ — %

?In(t)  In(t) t2

= X
-1 t—1 t+1
continuité en 1 donne A = p = 1.

D’apres Q3, la fonction t +—- admet une limite réelle en ¢ = 1 donc le recollement par

t2In (t) .
5 sit#1
On a donc z (t) = (t N 1) et cette fonction est C*° donc de classe C'! d’apres Q3.

Q5: Soit x : |—00,0[ — R. Posons z (t) = z (—t).
La fonction z vérifie (£) sur |—oo, 0] si et seulement si
Vt € ]—00,0[ t(t* — 1) 2’ () + 2z (t) = ¢ soit Vt € ]0, +o00[ (—t) ((—t)2 — 1)@ (—t)+ 2z (—t) = (—t)? cest-a-dire

21 21 _
tznisit#l wsit%—l
Vt €0, +oo[, t(t* — 1) 2’ (t)+22 (t) = 2. soit z (t) = (t N 1) c’est-a-dire z (t) = (t 1 1)

Il reste a étudier le recollement en 0.
On a bien lim t?1In (t) = 0 et on peut donc poser z (0) = 0.
t—0

En posant u (t) = t*In (t), on a « (t) = 2t In (t) + ¢ donc lim v (t) =0 On en déduit, a 'aide du théoréme limite
t—0

de la dérivée, que = est de classe C' sur [0, +0o[. On montre de méme que z est de classe C' sur |—o0,0] ( la

fonction = est paire)

Exercice 15 Soit a« € R et f: x + cos(a x arcsin (z)).

1. Déterminer une équation différentielle d’ordre 2 Utfgriﬁée par la fontion f sur un intervalle & préciser.



2. En déduire un développement en série entiére de f.

3. Pour quelles valeurs de « la fonction f est-elle polynomiale?

sin(o arcsin z ___2cos(aarcsin )

.Soluti.on de l’exercice: 1: On a, pour z € |—-1,1[, f'(x) = —QWZ) et f"(z) = =T —
xam((fa;f;;r) donc la fonction f est solution de (£) : (1 — 2?)y” — 2y’ + oy = 0.
—22)2
2: La fonction f est solution de (&) et vérifie f(0) 1L et f/(0) = 0. D’apres le théoréme de Cauchy, f
est I'unique solution de (&) sur |—1,1] vérifiant y (0) = 1 et ¢’ (0) = 0. Cherchons des fonctions dévelop-

+o00o
pables en séries entiéres sur |-R, R[ avec R > 0, y(z) = >_ a,z" solutions de (£) et vérifiant ayp = 1 et
n=0
+00 “+00 “+o0o
a; =0. Posons h(x) = (1 -2y —zy +ly=1—-2*) > n(n—1)a,z"? -2 > na,z" ' +a® 3 a,z" dou
n=2 n=1 n=0
+o0o +00 +00 +o0o
h(z)=>Ynn—1)a2"2—= > nn—1)a2" — > na,z"+a? > a,a™
n=2 n=0 n=1 n=0
+oo +oo +oo
h(z) = (n+1)(n+2) a2+ > (o —n?)a,a™ = (Z (n+1)(n+2)api2 — (a® — n?) an) z™. La fonc-
n=0 n=0 n=0
n® — o?

tion y est solution de (£) si et seulement si Vn € N, a,,2 = a, d'ou Vp € N, ag,y; = 0 et

(n+2)(n+1)

n—1
1:[ (k* —a?) s o2 n? — o2
agp = 0 Vérifions que y est bien définie: on |—F = 3| =, too |72 donc la
(2p)! Apx™ (n+2)(n+1)

série converge si |z| < 1 et diverge si |x| > 1 donc R = 1.
On en déduit que y et f vérifient la mémé équation avec les mémes conditions de Cauchy donc y = f.
p—1
2
oo 2 T ((2k)° — a?)
Ve e |—-1,1[, f(z) = > a9z avec agy = — .
p=0 i Y <2p)‘

beningno

Exercice 16 Soit les équations (Fy) : 2%y" — 2y =0 et (E) : 2%y" — 2y = 23.
1. Trouver une solution polynomiale u de (Ey).

2. Trouver une fonction v solution de (Ey), indépendante de u, écrite sous la forme v(z) = u(x)z(z) avec z de
classe C? sur R% ou R*.

3. Déduire de la question précédente les solutions de (E) sur RY ou R* .

4. Trouver toutes les solutions de (E) sur R.

Solution de I’exercice:
1: On remarque que y : x — x? est une solution polynomiale de (Ej).
(Si on ne la voit pas, en notant n le degré d’une solution polynomiale y : z — >, axz* de (Ey) avec a,, # 0, en
identifiant les termes en z™ dans (Ep), on a n(n — 1)a,, — 2a,, = 0 donc, comme a,, # 0, il vient n(n — 1) — 2 =
n?—n—2=(n-2)(n+1) = 0doncn =2 car n € N. Ainsi, ¢'il existe une solution polynomiale de (
Ey), elle est forcément de degré 2 . Ensuite, en notant y(x) = az? + bz + ¢ et en reportant dans (Ejp), il reste
Vz € R, 2az* — 2 (ax? + bx + ¢) = —2bx — ¢ = 0 donc b = ¢ = 0 et on a bien y(r) = ax?).

2: Si on se donne une fonction v de classe C? sur R% ou R*, en posant z(x) = ”9(032”), la fonction z est aussi de

classe C? et v(z) = 2%2(z) donc v'(z) = 2x2(z) + 222/ (x) puis v"(z) = 22(x) + 4x2'(x) + 222" (x). Ainsi, v est
solution de (Ep) sur I = R* ou I =R* si et seulement si Vz € I,22%z(x) + 4232/ (x) + 2*2" () — 22%2(x) = 0 ou
encore (F): zz"(x) + 42'(z) = 0 ce qui équivaut au fait que 2’ vérifie (G) : zw’ + 4w = 0 sur [ soit a:

il existe A € R tel que Vo € I,2/(z) = 2 et les Solutigns de (F') sont donc les fonctions 2z : x + 5 + 3 avec




(a, 8) € R%. En prenant o = 1 et 3 = 0, on trouve donc z(z) = 25 donc v : z + 1 est une solution de (Ep) sur
R% ou R* et elle est bien indépendante de w.

3: Comme I'équation (Ejp) est linéaire, homogene et normalisée, 'ensemble de ses solutions sur R ou R* est un
espace vectoriel de dimension 2 , il est donc engendrée par u et v d’apres les deux questions précédentes. Les

solutions de (£p) sur R* ou R* sont donc les fonctions y : x — < + Bx? avec (a, 3) € R2.
3

x
On constate comme en a. que y, : T — T est solution de (£) sur R.

Les solutions de (E) sur R*% ou R* sont les fonctions y : x — 2 + 2 + L avec (o, §) € R%

4: - Analyse : soit y : R — R une solution de (F) sur R, ainsi y est deux f01s dérivable sur R. Les restrictions de y
a R% et R* sont les solutions vues en c. donc il existe (ay, a2, 1, B5) € R* tel que Vz < 0,y(z) = & + 3,2° + %
et Vo > 0,y(z) = 22 + 3y2° + %3. En prenant z = 0 dans (£), on a y(0) = 0. La continuité de y en 0 implique
que a; = ag = 0. Alors on a y)(0) =28, x 0 =0 =y, (0) donc y est dérivable en 0 et Vxr < 0,y'(v) = 28,7 + %
et Vo > 0,y (x) = 26,2 + %

On a alors y/;(0) = 23, et y7(0) = 23, donc 5; = [3,.

- Synthese : Soit § € R et y : R — R définie par y(x) = fz? 4+ %, alors y est de classe C*° sur R* et y vérifier
aussi (E) en = 0 (tous les termes s’annulent en 0).

Conclusion : les solutions réelles sur R de (E) sont les y : « — fa* + Z- avec 3 € R.

Exercice 17 (Mines ponts) Soit a € 10;1[ et f : R — R dérivable telle que Yz € R, f'(x) = f(az).

1. Montrer que f est de classe C*° sur R. Exprimer f(z) pourn € N et + € R & laide de f.
2. En déduire que f est développable en série entiére sur R.

3. Déterminer toutes les fonctions g : R — R dérivables telles que Yz € R, ¢'(x) = g(ax).

Solution de l’exercice: la:Comme f est dérivable sur R, elle y est continue. Ainsi, par composition,
x +— f(ax) est continue sur R donc f’ aussi ce qui montre que f est de classe C! sur R.
Si on suppose que f est de classe C™ sur R pour un entier n > 1, alors z +— f(az) est aussi de classe C" sur R
donc f’ I’est encore et f est donc de classe O™ sur R. Par principe de récurrence, f est de classe C™ pour tout
n € N sur R donc f est de classe C* sur R.
1b: Pour z € R, on af’(z) = f(ax) donc f"(z) = af'(ax) = af (a*x).

On continue: f"(x) = a x a®f' (a’r) = a'*2f (a®x) et fW(2) = a' 23 f' (aPx) = a'?T3f (a2).
n(n—1)

Supposons, pour n € N, quon ait Vo € R, f(™(2) = a~ 2 f(a"x). Alors, en dérivant cette relation, on a
fO(z) = o™ x af (a"z) = an(n;l)f (a"*'z). Comme on a fO(z) = f(r) = ao(ogl)f (ax), on a montré pa

n(n—1)

récurrence que Vn € N,Vz € R, f)(z) =a~ 7 f (a"z).

2: Soit x € R. La fonction, f étant continue sur le segment [0, x] (ou [z,0]) elle y est bornée et on peut poser
05z n 0;x

M = [ FIRT et My = ||

fla) - 3 o

Mn+1|x—0\”+1

Pour n € N, on a (Taylor Lagrange)

— (n+1)!
Or frD(t) = ™% f (a"t) et a™t € [b;b] si t € [0,2] car |a| < 1, on a | f™HD (1) < a™ % M.
n+1 n(n+1)

Par inégalité triangulaire, on a ‘ fox Wdt’ < i ‘ : et, comme lim,,_, | HTH =lim, .10 a o

0 car |a| < 1 donc lim flx)—>" S0 =0
—+00 k=0 ]{7'
F®(0)z* k(k—1) +o0 kk 1)
donc Vx € R, f(z) = Z k, etcommef )(0) =a" = f(0),Vz €R, f(x) = ()Z“ w.
oo k(k=1) | k(k—1)
c. Soit A € R et la fonction gy : R — R définie par gy(z) = A Z ¢ 2% Sion pose a = “—F— >0, on a

Ak+1
ag

= 0 donc, par D’ALEMBERT le rayon de convergence de la
10

= k+1 donc, comme 0 < a < 1,limy_, o % o



série Y, axz” vaut R = 400 ce qui justifie que la fonction gy est bien définie et de classe C™ sur R. De plus,
400  k(k—1) 400 k(k+1) 400 k(k 1)

Ve e R, ¢g\(z) = A Z e — L 2 xk S = Z e 2T =)\ Z ( )" — gxa(ax). Avec ce qui précede, les fonctions

+ k(k—1
o k( ):pk

g : R — R dérivables telles que Vo € R, ¢’(z) = g(ax) sont les fonctions proportionnelles & ¢; : x +— Z e =,

elles constituent donc une droite vectorielle Vect (g1).
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