Vendredi 6 juin 2025

Exercice 1 Déterminer les extrémums de (z,y) — y (22 + (In (y))Q) sur R x RY.

Solution de I’exercice: Posons f (z,y) =y (z* + (In (y))Z)
1 appliquation du théoreme sur les points critiques.
a: La fonction f est de classe C' sur R x R,
b: ensemble R x RY est une partie ouverte de R?%: on pose g (z,y) = y alors R x R* = {(z,y) € R? g (z,y) > 0}
avec g fonction continue donc R x R est une partie ouverte de R?.
Un extrémum local de f est donc nécessairement atteint en un point critique de f.

%(my):%:y 8f y)=0 0

Oz = donc o v (z,y) = (0,1) ou
) = )+ 2m) %y( v) =0 Lint T2 =0 = 9
(z,y) = (0,e7?).

2: Etude des poionts critiques

a: Etude du point (0,1): On a f(0,1) =0 et f(z,y) > 0 donc f admet un minimum global en (0, 1).
b: Etude du point (0, e?):

Premiére méthode: Utilisation de la Hessienne:

2y 2z 2¢O
H; (z,y) = o 21n(y)+1 donc Hy (0,€?) = 0 -2
Y e
-2
Onasp(Hy) = < 2%, } donc Hy admet une valeur propre strictement négative et une valeur propre strictement
€2

positive donc n’admet pas d’extremémum local en (0, e™?).

Autre méthode: Posons A (h, k) = f (h,e > +k) — f(0,e7%) = (e ? + k) (h2 + (In(e 2 + /4:))2> — e 2(In(e72))*
On a A (h,0) = e™2 <h2 + (In (6_2))2) —e2(In(e2))* = e 2h% > 0si h # 0.

k2 4
et A0, k) = (e 24+ k) (In(e 24 k)’ —4e72. Orln (e 2 + k) = In (e72)+1n (1 + ke?) = —2+4ke? — 5 Tok—0 (k%)
donc A (0,k) = (e72 + k) (4 — 4ke?® + 2k%e* + oo (K?)) — de 2
soit A (0, k) = —2k%e? + oo (k*) < 0 pour h # 0 sufffisamment petit.
On en déduit que f n’admet pas d’extrémum local en (0,e72) (point selle).

Exercice 2 (ccinp): Soit ¢ une fonction de R dans R de classe C*. Soit F la fonction définie sur R x R* par

T
F(z,y)=¢ <§)
O*F O*F
Déterminer les fonctions ¢ pour lesquelles la fonction F vérifie l’équation —— 92 (x,y) + 07 (x,y) =0:(&).

Solution de I’exercice: La fonction ¢ étant de classe C?, z +— ¢ (f) est dérivable de dérivée e (x,y) =
x

1 7 T

_(p — .

Y (?J) 2
O*F z\ OF x x O*F 2 x x x

236 () 30 (Bt 500+ G )
02( )= y 6’@/( ) v \y 8y2( ) v \y y? y

82 0’F x x x 7\ > x
On en déduit que 2< x ) =" (—) + 2= '(—) + (—) ’ (—) et que F vérifie (€) si
n en déduit que y* | = (2,y) + aQ(y) 5 v ) 9 q (&)

A
et seulement si Vi € R, (1 + %) " (t) +2t¢’ (t) = 0 s0it IN € R, Vt € R, ¢ (¢) = A (1) — e et donc si

ml’_‘

et seulement si 3 (\, p) € R?, Vt € R, ¢ (t) = Aarctan (¢) + p.
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Exercice 3 (ccinp 2018) Soit f la fonction définie sur R? par f (z,y) = 2 + 2%y + ¢*
1. Montrer que f admet un point critique mais n’y atteint pas d’extremum local.
2. Soit D = {(z,y) € R?, 2* +y* < 1}. Justifier que D est une partie fermée de R2.

3. Montrer qu’il existe (xo,yo0) et(x1,y1) appartenant o D tel que ¥ (x,y) € D, f(xo,y0) < f(z,y) < f (21,y1).
Donner la valeur de f (xg,y0) et f(x1,y1). (on pourra considérer ¢ : t — f (cos (t),sin(t))).

Solution de I’exercice:
1: La fonction f est définie et de classe C' sur 'ouvert R? donc si f admet un extremum en (z,y) alors (x,y) est

un point critique de f. On a % =2z + 2zy et g—i = 12 4 3y%. On a donc (%, g—?jj) =(0,0) < (z,y) = (0,0).
Remarque: le passage par la hessienne ne permet pas de conclure car 0 € sp (H; (0,0))

Or f(x,y) = 2> (y+1) + > donc f(0,y) — f(0,0) = y* qui change de signe en y = 0 donc f n’admet pas
d’extrémum local en (0,0).

2: L’ensemble D est fermé car D = {(z,y) € R?, h(z,y) < 0} avec h(z,y) = 2> + y* — 1 qui est continue.

3 Soit g la restriction de f & D.

L’ensemble D est borné.(c’est la boule unité pour la norme usuelle) et fermé et g est continue donc g admet un
maximum et un minimum, ce qui répond & la premiére partie de la question.

Posons O = {(z,y) € R?, 2> +y* < 1} = {(z,y) € R?, h(z,y) < 0}.

a: recherche des extrémum locaux dans O:

L’ensemble O est ouvert car h est continue donc, g admet un extremum local en (z,y) € O alors (z,y) est un
point critique. La premiére question entraine que f n’admet pas d’extremum local dans O.

On en déduit que le maximum et le minimum de g sont atteint sur C' = {(z,y) € R? 2% + y? = 1}.

Recherche des extrémum Soit (z,y) € C. 1l existe t € R tel que (z,y) = (cos(t),sin(t)). On a g(x,y) =
224y (2% + y?) = 2% +y = cos® (t) +sin (t) = ¢ (t). Ona ¢ (1) = —2sin () cos () +cos (t) = cos (t) (1 — 2sin (t)).

. . T . T ) m™ o L om 3T
La fonction ¢ est croissante sur [0, 6] , décroissante sur [6, 5} , croissante sur 36 décroissante sur 57

et croissante sur [%,QW} Son maximum est dans {cp <%) , (%) } Or <go (%) , P (%)) = <Z, Z) donc
\/§ 1 L. T 3T
t <7, 5 Son minimum est dans {cp <§> , P (7> } Or

3
((p <g> P (;)) = (1,—1) donc m =1 et il est atteint au point (0, —1).

5 . : . 1
M = -et il est atteint aux points | —, =
4 2°2

Exercice 4 (Ccinp) On s’intéresse auz fonctions f de R* dans R de classe C* vérifiant

% (x,y) + ng—;; (x,y) = 0.

(E) :V (v,y) € R?,
z(u,v) =u

Pour (u,v) € R?, on pose { Y () = u? + v et F (u,v) = f(x(u,v),y (u,v)).

OF
1. Montrer que f vérifie (E) si et seulement si ¥V (u,v) € R?, — (u,v) =
0
u

2. Déterminer les solutions de (E).

Solution de ’exercice: 1: Les fonctions (u,v) — x (u,v) et (u,v) — y (u,v) sont de classe C' donc si f est
de classe C! alors F est de classe C! et (regle de la Chalne)

8F _Ofox dfoy _Of of  of of of of OF
2ut = 2L 4 927 qone 2L 2 (z.y) =0 T =0.
6u " Oz 0u oy oy ou Oz + (9y T ox + Iy one G (z,y) + xay (r,y) =0& 5
2: donc f verifie (E) si et seulement si il existe une fonction C' de classe C! telle que F (u,v) = C (v) soit

fx,y)=Cy—a?).



Exercice 5 (Ccinp) On s’intéresse auz fonctions f de R? dans R de classe C' vérifiant

0 0
,a—i (x,y) + 2x8—‘£ (xz,y) =0.

(E):¥(x,y) € R?
z(u,v) =u

y(u,v):u2+v etF(u’U) :f(ZB(U,U),y(u,v)).

Pour (u,v) € R?, on pose {

or (u,v) = 0.

1. Montrer que f vérifie (E) si et seulement si V (u,v) € R?, 5
u

2. Déterminer les solutions de (E).

Solution de ’exercice: 1: Les fonctions (u,v) — x (u,v) et (u,v) — y (u,v) sont de classe C' donc si f est

de classe C! alors F est de classe C! et (régle de la Chame)
of OF

OF 0fdrx Ofdy Of of _of of of _ _
a5 8x8u+8y8u 8x+2u8y (9x+2 9 donca (x,y)+2xay(a:,y)—0<:>au = 0.

2: donc f verifie (E) si et seulement si il existe une fonctlon ¢ de classe C! telle que F (u,v) = ¢ (v) soit
fle,y)=¢ly—a?).

Exercice 6 (CCINP PSI 21) On cherche une fonction f de R dans R continue vérifiant la condition:

V(x,y) € R? f / f@)dt: (F)
1. Résoudre, suivant la valeur du réel ¢ l’équation y" — cy = 0.
2. Soit f une fonction f de R dans R de classe C'. Soit F : fxeryyf t)dt. Montrer que F est de
0?F  O’°F

classe C? et préciser 9z o
3. Soit f une fonction f de R dans R continue vérifiant (F). Déterminer f (0). Justifier que f est de classe
C? sur R et calculer f" (x) f (y) — f(x) f" (y). En déduire les solutions de (E).

Solution de ’exercice:
1: Les solutions sont les fonctions

At pzsic=0
T Acosh (y/ex) + psinh (y/cz) sic >0
A €os (\/—cx) + psin ( —cx) sic>0
ol A et u sont des réels quelconques.

2: Soit u une primitive de f. On a F (z,y) = u(z +y) — u (z — y). La fonction f est C' donc g est C? donc F
est C? et

%(%y)zgl(f+y)—gl($—y)Zf(:ichy)—f(:v—y). On en déduit que

PF
oz = @ty = fz—y).

. OF o’r , PF  0°F
Dememea—y—f(x+y)+f(x— )GtW ffz+y)—f(z—vy )doncw—ay = 0.

3: En prenant x = y = 0 dans (E), on obtlent f(0) =0.
Si f est la fonction nulle, alors f est de classe C%. Sinon, il existe y € R, f(y) # 0 et Vo € R, f(z) =

Smt u une primitive de f. On a f“yf (t)dt = u(x —iéy) —u(r —y) donc x f“yf( t)dt est dérivable de



dérivée x — v/ (z+vy) —u' (x—y) f(r+y) — f(x —y) qui est continue donc f est de classe C! et f'(x) =

1
—— (f(z+y) — f(x —y)) donc f’ est de classe C' donc f est de classe C2.

f )
PF  O°F

L’égalité F (x,y) = f (z) f (y) permet un deuxiéme calcul de prie 83/2 qui donne f" (x) f (y) — f (x) f" (y). On

en déduit que

V(z,y) € R [ (2) f(y) = f (@) f" (y) = 0.

[ (y)
W) On a

La fonction nulle est solution de (£). Supposons f # 0. Soit y € R tel que f (y) # 0. Posons ¢ =

Ve e R, f" () —cf (£) =0

En utilisant Q1 et le fait que f (0) = 0, on obtient les fonctions de la forme f = 2+ px ou f: x — psin (ax) ou
f :x — psinh (ax) avec p et « réels quelconques.

Syntheése:

f =0 est solution. Dans la suite, on suppose f # 0 donc u # 0 et a # 0.

2
Pour f :x+ pux,ona f(x) f (y) = p?zy et f;fyy ft)dt = @ty (@-y)

2 2
si et seulement si pu? = 2u soit p = 2.

2
) = 2puxy donc  f est solution

Pour f : x — psin(az)ona f (z) f (y) = p?sin (ax) sin (ay) = 'u;(cos (a(x—y)) —cos(a(x+y)))et f psin (a

B (—cos(a(x+y))+cos(a(x—1y))).

N oo

donc f est solution si et seulement si 7= soit @ = —
o

o
Pour f:x — psinh (az) on a f () f (y) = p?sinh (ax) sinh (ay) =

el — o0 Gb _ efb €a+b + efafb eafb + efaer 1

%2 (cosh (e (z 4 y)) — cos (a (x — y))) car

sinh (a) sinh (b) = 5 5= 1 — 1 =3 (cosh (a + b) — cosh (a — b)) 2
et f;fyy psinh (ax) dt = K (cosh (o (x +y)) — cosh (o (z — y))).donc f est solution si et seulement si % = 2 soit
o) o)
2
a=—.
I

Exercice 7 (Navale 2018) Soit S la surface d’équation x*> —y* — 2 = 1 et P le plan d’équation x + 2y — z = 0.
Déterminer l’ensemble des points M de S tels que le plan tangent a S en M soit paralléle o P.

Solution de ’exercice: Le plan tangent & S d’équation f (z,y,z) = 0 en un point régulier est normal au
gradient de f. Ici, grad (f) = (22,2y, —1). Un vecteur normal & P est 7 = (1,2, —1). Le plan tangent & S en M
de coordonnées (z,y, z) est parallele a P si et seulement si 7" et grad (f) sont colinéaires soit = 1 et y = 1. Or

MeSdmcz=a?-y*—1=-Tdoa M= (31,-1).

4

Exercice 8 (Mines Psi 2015) Soit H la fonction de R? dans R définie par H (x,y) = % si (z,y) # (0,0)
r Ty
et H (0,0) = 0. Montrer que la fonction H est continue sur R?. FEst-elle de classe C*?

Solution de I’exercice 1: Continuité: Les fonctions (z,y) — z et (z,y) — y sont continues donc la fonction
H est continue sur R?\ {0} d’apreés les théorémes sur les opérations sur fonctions continues. De plus, |H (z,y)| <
4
x
’—43/’ = |y| donc lim(, y)—(0,0) H (x,y) = 0 donc H est continue en 0.

2 Les fonctions (z,y) — z et (z,y) +— y sont de classe C! donc la fonction H est de classe C* sur R?\ {0} d’apres les
4



. . x3y3 OH zt — o
théorémes sur les opérations sur fonctions de classe C'. Ona — (z,y) = 4——— et — (2,y) = 2*——.
Oz (z*+y2)° Oy (z* +52)

3 Existence de dérivées partielles en (0,0): Si x # 0, = 0 donc lim,_,

H (x,0) — H (0,0)

OH OH

e (0,0) existe et vaut 0. De méme M (0,0) = 0. Montrons que la fonction m n’est pas continue en 0. On a
T Y Y

OH t OH 0 OH

En (t,0) = t4t—8 = 1. On a donc lim;_,g En (t,0) =1 # En (0,0). On en déduit que n n’est pas continue en 0

donc que H n’est pas de classe C*.

Z Z ()n l(l 0] 170 9 ) I - .CIZ‘y

1. Déterminer l’ensemble de définition D de la fonction f.

2. Montrer que f est de classe C* sur D et calculer ses dérivées partielles.

3. Déterminer la valeur de f.
Solution de ’exercice:

1. On a D = {(z,y) € R? zy # 1} (faire une figure). On remarque (admis) que D est la réunion de 3
ouverts convexes disjoints D; = {(:B,y) ER?2, x>0ety> %}, D, = {(x,y) ER%2,z<0ety< i} et Dy =

D\(D; U Dy).
2. Les théorémes sur les opérations sur les fonctions de classe C! entrainent que f est bien de classe C!
0 1 1 1—ay— 1 1+ 92
sur D et _f(%y): - 1o y(x2+y) _ - 2+y o
Ox 1+ 1+<x—|—y> (1— zy) I+22 (1—xy)"+ (v +vy)
1—ay

0 0
(1—2y)°+(z +y)° = 222 +2+y°+1 = (12 + 1) (22 + 1) donc a—f (z,y) = 0. On a de méme 8_f (x,y) =0.
Z Y
3. Soit i € {1,2,3}. L’ensemble D; est un ouvert (défini par inégalités stricts)
et Dy et Dy sont convexes (voir exercice dont 1’énoncé est en fin de feuille).et V (f) = 0 donc f est constante
sur D; et sur D,.

2
-Siz > 1, (z,z) € Dy, f(x,x) = 2arctan (z) — arctan ( $

1— 22

) —ioo mdone V(x,y) € Dy, f(x,y) = .

- De méme V (z,y) € D, f(z,y) = —m7.

- Pour Ds, il y a une difficulté supplémentaire car D3 n’est pas convexe.

Par contre, Va € D3 le segment [(0,0),a] est compris dans D3 et en adaptant la démonstration du cours,
on montre que f (a) = f((0,0)) donc f est constante sur Ds.

Or f(0,0) =0 donc V (x,y) € Ds, [ (x,y) = 0 (soit arctan (v) + arctan (y) = arctan (fj xyy> )

Exercice 10 (centrale) Soit la fonction f : R? — R définie par f(x,y) = %ﬁjﬁm(z) si (z,y) # (0,0) et
f(0,0) = 0.

1. f est-elle continue sur R? ?

2. Calculer les dérivées partielles de f sur R*\{(0,0)}. La fonction f est-elle de classe C* sur R*\{(0,0)} ?

3. La fonction f admet-elle des dérivées partielles en (0,0) ¢ Si oui, les calculer.

5



4. La fonction f est-elle de classe C' sur R? ?

Solution de ’exercice:

1: La fonction f est continue sur R?\ {(0,0)} (th opérations).
2

Utilisons l'inégalité de Taylor-Lagrange a 'ordre 1 en @ = 0: |sin (z) — x| < %

z(sin(y)—y) y(sin(z)—z)

x2 +y2

(sin(y) —y) —y(sin(z) —z)

x2+y2 <

On a |f(x,y) — f(070)| — zsin(y)—ysin(z)  zy—yz _

2 +y2 x2 +y2

+

wle |z + \yl‘

w2ry?

—|x| ; 9] est continue de limite 0 en (0,0) donc lim f(x,y) = f(0,0) donc f est continue

La fonction (z,y) —
(z,y)—0

en (0,0).

. af sin y—y cos rsiny—ysinx af sinz—x cos y rsiny—ysinx :
2: Si (z,y) # (0,0) alors g (,y) = =7 — 20 e o o (,y) = 25571 -2 ar )7 qui sont
continues sur R?\ {(0,0)} (th opérations) donc f est de classe C*! sur R?\ {(0,0)}.

3: On a f(z,0) = 0 donc /(2,0 = g (0.0) =0 —,-00. On en déduit que ? (0,0) = 0.
T — T

De méme g—ch (0,0) = 0.

4: Onasiny =y + O, (y*) et cosz =1+ O, (2%). On en déduit

8 : : ; N 3)— »—0 (22 x N 3 ) —y(x _ofa®
a_i (.fll',y) _ sm;/;—’g—/;zosw N 2xzs(1;127;—:52:s)12na: _ y+O0y O(y )mzi(;;‘o 0( )) — 9 (?J+Oy 0(9(22>+52()2+Oy 0( ))
af Oy—0(y?)—yOup_o(z? 20y _0(y®)—yOy_o(z3
% (x,y) == 0( :22+y2 0( ) — 2 . 0((x2>+y2)2y 0( ) H(x,y)H(O,O) 0
(par exemple, si z x y # 0, (2% + y2)2 = 2% + 222%y% + y* > 22%y? > 0 donc
220 o (4 220, o3 . .
(22;2(; ) ‘ < 02”12253’ ) = Oy—0 (Y) =(@y)—00) 0 et les autres termes s’étudient de la méme maniere).
of of of
On en déduit que i - =0 = —=(0,0) donc == est continue en (0,0) donc sur R2.
De méme pour (9_f donc f est de classe C* sur R2.
Y
Exercice 11 (IMT) Trouver les plans tangents & la surface d’équation 2* = xy et contenant la droite (D)

d’équations: v =2 ety + z = 1.

Solution de l’exercice:

Posons f (z,y,z) = 22— xy et () la surface d’équation f (x,vy, 2). Soit M = (0, yo, 20) € (S). Le point M est
un point régulier de (5) si et seulement si grad f (M) # 0. Dans ce cas le plan tangent a (S) en M est orthogonal
a grad f (M) = (—yo, —0,220) # (0,0,0) si M # (0,0,0). Un point P=(z,y, z) appartient au plan tangent si
et seulement si MP L grad f (M) < —yo (r — x0) — o (y — x0) + 220 (2 — 29) = 0 : (II). Un point de la droite

. T =2
droite (D) : { pe g1
Vy € R, —yo (2 — z0) — 0 (y — o) +220 (—y — 1 — 20) = 0 s0it (—x¢ — 220) Yy — 240+ Toyo + x5 — 220 — 222 = 0. Ceci

est de la forme P = (2,y,—y — 1), y € R. Le plan (II) contient (D) si et seulement si

—To — 22’0 =0 Ty = —2250
est réalisé si et seulement si { —2yo+ Toyo + T3 — 220 — 228 =0 & < 22 = —2zy0 soit 2 (20 +2yp) =0 &
22 =zoyo : M € (S) —2yg + @oyo + T2 — 220 — 222 =0
To = —220 Tog = —220
2 =0 20 = —2yo or —2yo + 4yg + 16y5 +4yo — 8yg = 0 & 2o + 12y = 0 &
yo =0 —2yo + 4yg + 16y5 + 4yo — 8y =0

1 2 11
Yo =0 ou yp = ~5 Le point (0,0, 0) n’étant pas régulier, 'unique solution est le point M = (_5 5 5)
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Exercice 12 Soit I un intervalle et f : I — R une fonction convere. On pose C' = {(x,y) € [ xR y > f(z)}.
Montrer que C' est conveze.



