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I Rappels de cours

I.1 Utilisation de bibliothéques de fonctions

import nom_bibliotheque #on importe toute la bibliothéque

#ou bien juste une fonction
from nom_bibliotheque import fonction #on peut remplace "fonction" par "x"
pour tout importer

#utilisation des fonctions importées

nom_bibliotheque.fonction(...)
Utilisation d’un alias :

import nom_bibliotheque as nb #alias

#utilisation des fonctions importées

nb.fonction(...)

Quelques bibliotheques tres usuelles (et alias usuel) :
e numpy (as np) : manipulations de matrices et fonctions mathématiques

matplotlib.pyplot (as plt) : graphismes mathématiques

random (as rd) : simulations aléatoires

math : (prononcer a 'anglaise) fonctions mathématiques

1.2 Lecture d’un fichier

alias=open(nom_fichier,'r') #ouverture en lecture ('r' pour read,
write, 'a' pour append, i.e. ajout en fin de fichier)
# (le fichier doit étre situé dans le répertoire d'exécution de pyzo)
# et attribution d'un nom (alias) pour le manipuler comme une variable
x=alias.readline() #lecture de la premiére ligne (de type string)
y=alias.readline() #lecture de la ligne suivante (de type string)

w' pour

#ou bien
L=alias.readlines () #lecture de toute les lignes (de type list of string)

alias.close() # fermeture pour éviter les pertes de données
I.3 Tracés de fonctions (avec pyplot)

Le tracé informatique du graphique d’une fonction consiste a tracer la ligne brisée passant par
un certain nombre, fini, de points de la courbe théorique. On obtient une « bonne » représentation
de la courbe théorique lorsque le nombre de points utilisés est suffisamment grand.

import matplotlib.pyplot as plt

#[...] #calcul de la liste des abscisses et des ordonnées des points a
afficher

#écriture dans la mémoire graphique

plt.plot(abscissesl,ordonneesl) # abscissesl et ordonneel de type list of
float

plt.plot (abscisses2 ,ordonnees2) # abscissesl et ordonneel de type list of
float

plt.show() #affichage de la mémoire graphique
#N.B. : fermer la fenétre graphique avant de relancer un nouvel affichage
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I.4 Rappels sur la complexité temporelle d’un algorithme

Mesurer la complexité d’un algorithme consiste a compter ou a majorer le nombre de fois ou
I'opération (ou le groupe d’opérations) la plus utilisée est réalisée, en fonction de la taille n de
la donnée traitée. Ce calcul permet notamment de prévoir ’évolution du temps d’exécution de
I’algorithme sur machine, en fonction de n.

Une complexité s’exprime sous la forme Olfonction des parameétres]). Par exemple un com-
plexité en O(n) signifie que le nombre d’opérations effectuées est (au plus) proportionnel a n.
Exemples classiques a connaitre :

#complexité en 0(n)
for i in range(n):

#idem pour une boucle interrompue --- dans une fonction

#complexité en 0(np)
for i in range(mn):
for j in range(p):

#complexité en 0(n(n-1)/2)=0(n"2)
for i in range(mn):
for j in range (i):

#complexité en 0(ln n) --- cf TD
[dichotomie sur une donnée de longueur n]

I.5 Algorithmes numériques classiques

e Calcul approché d’intégrale par la méthode des rectangles
Soit f une fonction continue définie sur un segment [a,b]. La formule d’approximation
de ff f par la méthode des trapezes a 'ordre n (ou somme de RIEMANN d’ordre n de f)
s’obtient a ’aide de la somme des aires des n rectangles de largeurs égales appuyés en bas
sur I'axe des abscisses et dont le sommet en haut a gauche s’appuie sur la courbe de f.

e Calcul approché d’intégrale par la méthode des trapeézes
Soit f une fonction continue définie sur un segment [a, b]. La formule d’approximation de
f; f par la méthode des trapézes a 'ordre n s’obtient en remplagant les rectangles de la
méthode précédente par des trapezes rectangles, appuyés sur ’axe des abscisses, et dont les
deux autres sommets s’appuient sur la courbe de f.

e Recherche par dichotomie d’un élément dans une liste, ou d’une valeur dans
un intervalle :
Elle consiste en une succession d’itérations qui consistent chacune a :

e diviser la liste/l'intervalle en deux parties, si possible égales, sinon & peu pres égales;
e tester dans quelle partie I’élément /la valeur recherché(e) se trouve;

e appliquer I’étape suivante sur la partie ou se trouve 1’élément /la valeur recherché(e).

1 debut,fin = [initialisation]
2 while condition d arrét: #ou "for", si nb d'étapes connu au départ
3 milieu = (debut + fin) / 2 #ou //2 pour un entier - attention a la

terminaison de 1l'algorithme

4 if test pour savoir quelle partie garder:
5 debut = milieu #fin inchangée

6 else:

7 fin = milieu #début inchangé
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II Exercices

Exercice 1. Affichages graphiques

Q1 Ecrire une fonction subdivistion(a,b,n), qui renvoie la liste dans [’ordre croissant des
abscisses des n + 1 points du segment [a,b] formant une subdivision a pas constant, c’est-d-
b—a

dire les ; tels que a = w9 <1 < -- < T, =0b el Ty —x; = =2,

Q2 FEcrire une fonction calcule(f,abscisses), ou f est une fonction et ot abscisses
est une liste de n abscisses a = xog < 1 < -+ < Tp_1 = b, qui renvoie la liste des

f(@o), f (1), s fTn1)

Q3 Ecrire une procédure (fonction sans résultat) affiche_graphique (abscisses, ordonnees),
ot abscisse est une liste de n abscisses a = xg < 11 < -+ < Tn_1 = b et ordonnees une
liste de n ordonnées vy, . .., Yn_1 qui provoque l’affichage de la ligne brisée passant par tous
les point (zo,Yo0), -+ (Tn_1,Yn_1)-

Q4 Ecrire les lignes de code permettant Uaffichage du graphique de la fonction cosinus sur

[—3.14,3.14].
Q5 Ecrire une procédure affiche_graphiques (abscisses,L), ol abscisse est une liste de n
abscissesa = xg < x1 < --- < x,_1 = b et L est une liste de p listes [ordonneel, ..., ordonneep]

de chacune n ordonnées, qui effectue l'affichage simultané de p courbes.

Q6 Ecrire une procédure affiche_graphique_simultane(f,abscisses,r,s), ol f(z,4) est
une fonction d’une variable = de type float et dépendant d’un parametre entier %, et ou

abscisses est une liste de n abscisses a = xog < 1 < --- < x,_1 = b, qui effectue
Uaffichage simultané des graphiques des fonctions x — f(x,i) sur [a,b], pour tout i € [r, s,
en utilisant les points d’abscisses xq, ..., Tp_1.

scerire une procédure affiche_famille_courbe(r,s), ot 7 et s sont des entiers naturels,
7 E d h il be(r,s) t td t turel
qui affiche la famille des courbes d’équations y = iz’ (1 — x) sur [0,1] pour tout i € [r, s[.

Q8 Un fichier texte fichier contient les données suivantes :
e sur la premiere ligne le nombre n ;
e puis une liste de n abscisses a = xg < 11 < -+ < Tp_1 = b (une valeur par ligne) ;
e puis une liste de n ordonnées Yo, .., Yyn—1 (une valeur par ligne).
Ecrire une fonction lecture(fichier) qui renvoie ces deux listes.

Q9 Ecrire une procédure affiche(fichier) qui lit n abscisses x; et les valeurs y; = f(x;)
d’une fonction f en ces abscisses, codées dans le fichier texte fichier comme dans la
question précédente, et qui affiche le graphique de f sur intervalle [a,b].

Exercice 2. Calculs approchés d’intégrale

Q10 Ecrire la formule donnant la somme de RIEMANN d’ordre n d’une fonction f continue sur
la,b]. Ecrire une fonction rectangle(f,a,b,n) qui renvoie la valeur approchée de f;’f
donnée par cette formule

Q11 En s’aidant si nécessaire d’un dessin, donner la formule de ’aire d’un trapeze rectangle.
Eerire la formule donnant Uapprozimation de ff f par la méthodes des trapézes a l’ordre n.
Ecrire une fonction trapeze(f,a,b,n) qui renvoie la valeur approchée de f;’f donnée par
cette formule.

Q12 Adapter la fonction précédente en une fonction trapeze2(fichier) lorsque la fonction
a intégrer est donnée comme aux questions Q8 et Q9 — ou les abscisses ne forment pas
forcément une subdivision réguliéere.
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Exercice 3. Recherches dichotomiques

Q13 Ecrire une fonction dichotomie(f,a,b,precision), ot a,b,precision sont des nombres,
et ou f est une fonction continue sur [a,b] telle que f(a)f(b) < 0, qui renvoie une va-
leur approchée a precision pres d’une solution x de l'équation f(x) = 0, obtenue par
dichotomie.

Q14 Ecrire une fonction recherche_ dichotomique(L,z), ou L est une liste de nombres réels
(float) rangés dans l'ordre croissant et ou z est un nombre réel, qui renvoie True si T est
élément de la liste L et False sinon, en procédant par dichotomie. On sera vigilant sur le
probleme de la terminaison de boucle et on testera sur [z-1,z] et [z,z+1] Quelle est la
complezité dans le pire des cas de cet algorithme en fonction de la longueur n de L.

Q15 Ecrire une fonction dichotomie2(L), ot L contient les valeurs f (0), f (1),..., f (p) d'une
fonction f telle que f(0) et f(p) sont de signes opposés, et qui renvoie deuz entiers
consécutifs i et i + 1 dont les images par f sont de signe opposés.

En faisant une interpolation linéaire de f entre i et i + 1 (remplacer la courbe de f par
une droite), écrire une fonction resolution(L) qui renvoie une solution approchée de
Iéquation f (x) = 0.

III Pour ceux qui ont déja fini

Exercice 4. Révisions sur les listes

Q16 Ecrire une fonction melange (L), ou L est une liste de longueur paire, qui renvoie la liste
obtenue en mélangeant L a la maniére d’un jeu de cartes : on coupe le jeu en deur tas
égaux puis on mélange les tas en intercalant une carte du second tas apres chaque carte du
premier tas. Par exemple : melange([1,2,3,4,5,6]) — [1,4,2,5,3,6]

Q17 Pour les 5/2 : Ecrire une deuziéme version de la fonction melange en utilisant uniquement
les manipulations de piles (méthodes append et pop) — i.e. sans utiliser d’extraction de
terme d’une liste (du type L[%] ou L[%:7]).

Q18 Ecrire une fonction est_liste(L,1), ot L et 1 sont des listes, qui renvoie True si les
éléments de 1 sont des éléments consécutifs de L et qui renvoie False sinon.
Par exemple : est_liste([1,3,5,7,9,11,13],[5,7,9]) — True
est_liste([1,3,5,7,9,11,13],[5,7,11]) — False

Q19 Ecrire une fonction est_liste2(L,1), ou L et 1 sont des listes, qui renvoie True si les
éléments de 1 sont des éléments de L, non nécessairement consécutifs, mais rangés dans le
méme ordre que celut de L, et qui renvoie False sinon.

Par exemple : est_liste2([1,3,5,7,9,11,13],[5,7,11]) — True
est_liste2([1,3,5,7,9,11,13],[5,1,7]) — False
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Corrigé
Q1
2 def subdivision(a,b,n):
3 pas = (b-a)/n #calcul fait une fois pour toutes
4 return [a+k*pas for k in range(n+1)]
5
6 # NB : fonction déja disponible dans numpy
7 # import numpy as np
8 # np.linspace(a,b,n) #mais resultat de type np.array
9 # voire, (mais il manque alors la derniére valeur)
10 # np.arange(a,b,n)
11
12 #ou

13 def subdivision2(a,b,n):

14 pas = (b-a)/n #calcul fait une fois pour toutes
15 X = a

16 sub = [x]

17 for k in range(n):

18 X = X t+ pas

19 sub . append (x)

20 return sub

Q2

23 def calcule(f,abscisses):

24 return [f(x) for x in abscisses]

25

26 #ou

27 def calcule2(f,abscisses):

28 ordonnees = []

29 for i in range(len(abscisses)):

30 ordonnees.append (f (abscisses[i]))
31 return ordonnees

Q3

3¢ import matplotlib.pyplot as plt

35

36 def affiche_graphique(abscisses,ordonnes):
37 plt.plot (abscisses ,ordonnes)

38 plt.show ()

Q4

41 from numpy import cos #ou from math import cos
42

43 n = 100

44 abscisses = subdivision(-3.14,3.14,n) #choix arbitraire d'une valeur de

n
45 ordonnees calcule (cos,abscisses)
46 affiche_graphique (abscisses,ordonnees)

Q5

19 def affiche_graphiques (abscisses,L):

50 for j in range(len(L))

51 plt.plot (abscisses,L[j])
52 plt.show ()

53

54

55 #ou
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56 def
57
58
59

Q6

62 def
63
64
65
66
67
68
69
70
71 #ou
72 def

73
74
75
76
s
78
79

Q7

g2 def
83
84
g5 def
86
87
88

Qs

91 def
92
93
94
95
96

97
98
99
100

Q9

103 def

104

Q10 S, =

affiche_graphiques (abscisses,L):
for ordonnees in L

plt.plot (abscisses ,ordonnees)
plt.show ()

affiche_graphique_simultane (f,abscisses,r,s):

L =[]
for i in range(r,s):
ordonnee=[]
for k in range(len(abscisses)):
ordonnee . append (f (abscisses[k],i))
L.append (ordonnee)
affiche_graphiques (abscisses,L)

affiche_graphique_simultane (f,abscisses,r,s):

L = []
for i in range(r,s):
ordonnee = []

for x in abscisses:
ordonnee . append (f(x,1i))

L.append (ordonnee)
affiche_graphiques (abscisses,L)

f(x,1i):
return i*x**xix*x(1-x)

affiche_famille_courbes(r,s):

n = 100 #choix d'une valeur de n arbitraire
abscisses = subdivision(0,1,n)
affiche_graphique_simultane (f,abscisses,r,s)

lecture(fichier):

donnees = open(fichier,'r')
n=int (donnees.readline ())
abscisses,ordonnees = [],[]
for i in range(n):

abscisses.append(float (donnees.readline())) #conversion des chai
nes de caractéres en flottants

for i in range(n):

ordonnees .append (float (donnees.readline ()))

donnees.close ()
return [abscisses,ordonnees]

affiche(fichier):
[abscisses ,ordonnees] = lecture(fichier)
affiche_graphique (abscisses ,ordonnees)

PSS (o M)
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108
109

110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121

Q11

124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137

Q12

140
141
142
143
144
145
146

Q13

149
150
151
152
153
154
155
156
157

def rectangle(f,a,b,n):

abscisses = subdivision(a,b,n) #NB : le dernier point ne sera pas
utiliseé
somme = 0

for i in range(n):
somme += f(abscisses[i])
return somme * (b-a)/n

#ou

def rectangle2(f,a,b,n):
abscisses = subdivision(a,b,n)
somme = 0

for x in abscisses:
somme += f(x)
return somme * (b-a)/n

Aire d’un trapeze rectangle de base h dont les c6té orthogonaux a la base sont de longueurs
respectives £ et ¢ :

/
py LEE
2
k(b— a) (k+1)(b—a)
b —a fla+ + f (a+ B0
D’ou la formule d’approximation : 7}, = > ;_ ¢ ( ) ( ) :

2

Soit encore : T;, = b-a (@ + @ + S (a + koo a)>) .
n
def trapeze(f,a,b,n):
abscisses = subdivision(a,b,n)
somme = 0
for i in range(n):
somme += (f(abscisses[i])+f(abscisses[i+1]))
return somme * (b-a)/(2*n)

#ou avec la formule réduite
def trapezeb(f,a,b,n):
abscisses=subdivision(a,b,n)
somme = (f(abscisses[0])+f(abscisses[n]))/2
for i in range(1l,n):
somme += f(abscisses[i])
return somme * (b-a)/n

def trapeze2(fichier):
[x,yl=1lecture(fichier)
somme = 0
for i in range(len(x)-1):
somme += (y[i]+y[i+1])/2*(x[i+1]1-x[i]) #/ prioritaire sur *
return somme

def dichotomie(f,a,b,precision):
debut ,fin = a,b
while fin-debut > precision:
milieu = (debut+fin) /2
if f(milieu)*f (debut) > O:
debut = milieu
else:
fin = milieu
return debut #ou fin, ou toute valeur entre les deux
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Q14

160 def recherche_dichotomique(L,x):

161 # debut (inclus) et fin (inclus) sont les indices entre lesquels on
recherche x

162 if L == []:

163 return False

164 else

165 debut ,fin = 0,len(L) -1

166 while fin-debut >= 0: #tant qu'il y a des coefficients a
comparer avec X; on peut aussi écrire fin-debut > 1

167 milieu = (debut+fin)//2

168 if L[milieu] == x:

169 return True

170 elif L[milieu] < x:

171 debut = milieu + 1

172 else:

173 fin = milieu - 1

174 return False

Calcul de la complexité : comme la liste a examiner est divisée, en longueur, par au moins
2 a chaque itération, le nombre d’itérations de la boucle est au maximum p tel que 2P = n,

soit p = 2 d’ott une complexité en | O(log, n) | ou aussi |O(Inn) |.
Q15

177 def dichotomie2(L):

178 debut ,fin = 0,len(L) -1

179 while debut+l < fin: #i.e. fin-debut >= 0
180 #print (debut ,fin)

181 milieu = (debut+fin)//2

182 if L[milieul]*L[fin] <= O:

183 debut = milieu

184 else:

185 fin = milieu

186 return debut, fin

187
188 def resolution(L):

189 debut ,fin = dichotomie2 (L)

190 #formule d'interpolation linéaire

191 #(intersection de la droite passant par les deux points avec 1'axe
des abscisses)

192 if L[fin] != L[debut]:

193 return debut-(fin-debut)/(L[fin]-L[debut])*L[debut]

194 #ou bien : resultat=debut+L[debut]/(L[fin]-L[debut]) puisque fin
=debut+1

195 else:

196 return L[debut]

Q16

199 def melange (L) :

200 m=len(L)//2 #n est pair donc les deux tas de cartes ont le méme
nombre de cartes

201 tasl = L[:m]

202 tas2 = L[m:]

203 M = []

204 for i in range(m):

205 M.append (tas1[i])

206 M. append (tas2[i])

207 return M

208
209
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210 #ou sans slicing
211 def melangeb (L) :

212 m=len(L)//2 #n est pair donc les deux tas de cartes ont le méme
nombre de cartes

213 M = []

214 for i in range(m):

215 M.append (L[i])

216 M.append (L[m+i])

217 return M

Q17

220 def melange2(L):

221 n = len(L)

222 m = len(L)//2 #n est pair donc les deux tas de cartes ont le méme
nombre de cartes

223 tasl,tas2 = []1,I[]

224 #constitution des tas

225 for i in range(n):

226 if i >= m:

227 tasl.append (L.pop())

228 ellisiel:

229 tas2.append (L.pop())

230 i +=1

231 #mélange des tas

232 M = []

233 for i in range(m):

234 M. append (tasl.pop())

235 M.append (tas2.pop())

236 return M

Q18

239 def est_liste(L,1):

240 '''L et 1 sont supposées non vides'''

241 present = recherche_dichotomique (L,1[0])
242 if not present:

243 return False

244 else:

245 N = len(L)

246 n = len(l)

247 for i in range(N-n+1):

248 if 1[0] == L[i] and L[i:i+n] == 1:
249 return True

250 return False
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Q19

253 def est_liste2(L,1):

254 '"'"'L et 1 sont supposées non vides'''

255 present = recherche_dichotomique(L,1[0])
256 if not present:

257 return False

258 else:

259 N = len(L)

260 n = len(l)

261 i=20

262 for x in 1:

263 j =i

264 xestdansL = False

265 while xestdansL == False and j < N:
266 if L[j] == x:

267 xestdansL = True

268 j =1

269 if xestdanslL == False:

270 return False

271 else:

272 i=3j

273 return True
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