DM 1

Premiere partie, pour le 6 septembre 2025

Exercice:

Soit un réel a et f une fonction définie et continue sur [a, +00[ a valeurs dans R.

On dit que l'intégrale généralisée (ou impropre) f:oo f (t) dt converge si et seulement si
[a, +oo[ = R
x— [T f(t)dt

Dans le cas contraire, on dit que cette intégrale généralisée diverge.
Si l'intégrale généralisée converge alors le réel xl_lgloo ( fax f(t) dt) est alors noté f;roo f(t)dt et appelé valeur de

la fonction F' : { a une limite réelle en +o0.

I'intégrale généralisée.

o 1 4
Q 1 Montrer que l'intégrale généralisée f1+ Edt est divergente.

1
Q 2 Montrer que l’intégrale généralisée f1+°° t_zdt est convergente et donner la valeur de cette intégrale généralisée.

1

3 Montrer que lUintégrale généralisée [T°° ——
Q 1 grate g L S T

dt est convergente et donner la valeur de cette intégrale
généralisée.

1

4 Mont Vintégrale généralisée [ —————
Q ONITET qUE [1niegrale generaiisee fO t2 +2t+5

dt est convergente et donner la valeur de cette intégrale
généralisée.
Exercice:

1
On pose, po € N, u, = arct —_— .
np pour n u arcan(n2+3n+3>

Q 5 Montrer que la série Y u, converge.

Soit x et y deux réels strictement positifs.

Q 6 On suppose que a,b et a + b sont des réel n’appartenant pas a {g +km, ke Z}, Ezprimer tan (a + b) a
l'aide de tan (a) et tan (b).

Q 7 Montrer que arctan (z) — arctan (y) € ] ——, =

Q 8 En déduire que arctan (x) — arctan (y) = arctan ( i )
1+2y

Q 9 A l'aide de la question précédente, exprimer la série Y u, comme série téléscopique et en déduire la valeur

+00
de > uy,.
n=0



Deuxieme partie, pour le 8 septembre 2025

Probléme:
Le but du probléme est de déterminer des fonctions f vérifiant une équation faisant intervenir f o f.
. . . . I —1
On suppose que I est un intervalle et on note id; la fonction identité de I : . : .

On pourra utiliser sans démonstration le résultat suivant (réciproque d’un théoréme vu en premiére année):

Théoréme 1 Soit I et J deux intervalles de R et f une application continue de I dans J. Si f est bijective alors
f est strictement monotone.

Des solutions de I’équation f o f = id pour une fonction de variable réelle & valeurs
dans R

Q 10 Soit f une fonction de I dans I distincte de id; vérifiant f o f = id.
Montrer qu’il existe (u,v) € I? vérifiant u < v et f (u) > f (v).

Q 11 Déterminer les fonctions croissantes de I dans I vérifiant f o f = id;.
Q 12 Pour z € R, on pose f (z) =z + (—1)). Déterminer f o f.
Q 13 Pour x € [0,1], on pose f (z) = /1 — 22. Déterminer f o f.
On suppose dans la suite que I = [0, 1]
Q 14 Déterminer les fonctions affines définies sur I vérifiant f o f = id;.
Q 15 Soit ¢ une bijection de I dans I. On suppose que fo f = id; et on pose g = ¢ o fow. Déterminer go g.

Q 16 On suppose que I = [0,1]. Déduire des deux questions précédentes de mnouveaux exemples de fonctions

f:I — I vérifiant f o f =1d;.

Q 17 A quelle condition sur le graphe d’une fonction f : I — I vérifie-t-elle f o f = id;. Pour I =10,1], tracer
le graphe d’une telle fonction (essayez de faire un graphe qui ne correspond a aucune fonction connue).

Remarque 1[I existe donc "énormément” de fonctions vérifiant cette condition f o f = id;.

Equation f o f = —idg pour une fonction continue de R dans R.

Q 18 Soit f : R — R une fonction continue vérifiant f o f = —idg.
Justifier que f est strictement monotone.

Q 19 En déduire qu’il n’existe pas de fonction f : R — R continue vérifiant f o f = —idg.



Equation fo f (z) = g + 3 pour une fonction de classe C' de R dans R

Soit f : R — R une fonction de classe C* vérifiant: Vz € R, fo f(z) = g + 3 (condition (C)).

Q 20 Montrer que Vx € R,

IO =5 (2+9).

Q 21 En déduire que Vx € R, f'(z) = f' (% + 3)

Ug =T

‘v’nEN,unH:%qLi%

. Rappeler le nom de d’une telle suite.

Q 22 Soit x € R. On pose {
o Justifier qu’il existe une et une seule valeur de x pour laquelle la suite (u,) est elle constante (on note xg
cette valeur).
e Pour tout n € N, exprimer u, en fonction de n. En déduire que la suite (u,) converge et préciser sa limite.
Q 23 Montrer que Vx € R, f'(x) = f'(x0). En déduire que f est une fonction affine.
Q 24 Déterminer les fonctions affines de R dans R vérifiant la condition (C').

Q 25 Conclure.

Equation f o f = idg pour une fonction f : ' — FE ou F est un ensemble fini
(facultatif)

Soit n € N*, F,, un ensemble fini de cardinal n. On note u,, le nombre d’applications f de FE, dans F, vérifiant
fof=1idg, et v, le nombre d’applications f de E, dans F, vérifiant fo f = idg, n’admettant pas de points fixe
(c’est-a-dire pour lesquels Vx € E,, f (x) # x).

Q 26 Déterminer uy, us, v1 et vs.

Q 27 Soit f de E,o dans E, 5 vérifiant fo f = idg, , n'admettant pas de points five. Soita € E, . etb= f (a).
Montrer que E, .2\ {a,b} est stable par f.

Q 28 Montrer que pour tout n € N*, v,.9 = (n+ 1) v,. (on pourra considérer un élément a de E, o et discuter
suwant la valeur de b = f (a)).

Q 29 En déduire la valeur de v,, lorsque n est impair.

Q 30 Donner une expression de vy, en fonction de n.

Q 31 Montrer que pour tout n € N*, w49 = tupq1 + (n+ 1) u,, (on adaptera le raisonnement de la question 28).
Q 32 Ecrire une fonction python de complexité O (n) qui renvoie la liste [uy,us, ..., uy].

Soit f une application de E,, dans E, vérifiant f o f = idg,. On note Iy I’ensemble des points fixes de f. On
adonc Iy ={x € E,, f(r)==x} et on pose J; = E,\I.

Q 33 Montrer que si x € Jy alors f(x) € Jr. En déduire que J; est de cardinal pair.

L&l op)!

Q 34 Déduire des questions précédentes (en en particulier de la question 30) que u, = > (27; ) o) (on pourra
p=0 D:
SV B Rl
considérer f { v f(2) ). ;



Correction DM 1

Exercice:

Soit un réel a et f une fonction définie et continue sur [a, +00[ a valeurs dans R.

On dit que l'intégrale généralisée (ou impropre) f:oo f (t) dt converge si et seulement si
[a, +oo[ = R
x— [T f(t)dt
Dans le cas contraire, on dit que cette intégrale généralisée diverge.

Si lintégrale généralisée converge alors le réel 1151_1 (7 f (t)dt) est alors noté f;roo f(t)dt et appelé valeur de

la fonction F' : { a une limite réelle en +o0.

I'intégrale généralisée.

R1 Ona gdt =[n()]] =In(x) — oo donc lintégrale généralisée f1+ gdt est divergente.

Tr—+00
R2 O fxldt il 1 doncl’intégral ”l"f+°°1dtt t1
na |, —dt=|—| =—— — oncl’intégrale généralisée —dt et vout 1.
1 t2 t 1 xT T—+00 g g 1 t2
1 1 1 1 z 1 1
R 3 Ona = = - donc [ ————dt =In v +In(2) —
24+3t+2  (t+1)(Et+2) (t+1) (t+2) 0 1243t +2 r+2 z—+00
In (2) donc
1
9. s, s, 2 -, —+o0
Vintégrale généralisée [ mdt et vaut In (2).
1 1 . 1 1 . 1
R4 On a = 5 donc fo —dl = —fo ————5——dt. Awvec le changement de
t2+2t+5  (t4+1)°+4 ?+20+5 4 e AN
2
t+1
variable u = %
Y 1 1 ee1 1 1 er1 ] el . m  arctan (1)
bararrs® =1l waptt s gl = garten () —mctan(3) 2 3735
0o arctan (5
On en déduit que f0+ mdt converge et vaut % — 7(2)
Exercice:
O €N t !
n pose, our n , Uy = arctan | —— |.
P n?+3n+3
R5 0 ¢ - 0 et arctan (z) d !
nau, =arctan | ———— | et lim ————— = 0 etarctan (z) ~,_o ¢ doncu, ~p— oo =
n2+3n+3) notoon?+3n+3 ‘ T 02430+ 3

done Uy, ~p_ioo el La série a terme positifs # converge donc la série > u, converge.

Soit x et y deux réels strictement positifs.

R 6 Les réels a,b et a + b n’appartiennent pas a {z + km, k € Z} donc ont un cosinus non nul.

On a tan (a +b) = sin (a +b) = (a) cos (b) + C(,)S (@) s%n (b) et en diwvisant le numérateur et le dénominateur
cos (a+b)  cos(a)cos(b) — sin (a)sin (b)

par cos (a) cos (b), tan (a +b) = fint(:rz (Jcrz)t?;ln(?g) '




R7 Onax>0= arctan (z) € }O,g[ donc 0 < arctan (z) < g et —g < —arctan (y) < 0 donc
T
arctan (z) — arctan (y) € ] 35 [

r—Yy
RS P = arct — arct t = arct :
osons aw = arctan (z) — arctan (y) et 8 = arctan (1 I my)

Par définition de la fonction arctangente, 3 € ];T 5[ et tan () = 1x+— i . D’aprés les questions précédentes,
Ty
tan (arctan (r)) — tan (arctan (y)) -y

T T
a € } 55 [ ettan (o) = (car tan est impaire). La fonction tangente

1 + tan (arctan (z)) tan (arctan (y)) 1+ xy

. . . T T
est injective car strictement croissante sur 39 donc a = 3.

R 9 La relation précédente avec x =n +2 ety =n+ 1 donne

1
arctan (n + 2) — arctan (n + 1) = arctan = Uy
( ) ( ) <1+(n+2)(n+1))

On en déduit que S, = > u; = Y arctan (n + 2) — arctan (1). Or lim arctan (z) = g et arctan (1) = % donc
i=0

i=0 T+eo

+
8
3

Probléme:

Des solutions de I’équation f o f = id pour une fonction de variable réelle & valeurs
dans R

R 10 Soit f une fonction de I dans I et vérifiant fo f =id;. On a f # id; donc il existe u € I tel que f (u) # u.
Posons v = f(u). Ona f(v) = f(f(u) =u. Siu<wv, onaf(u=v>u= f(). Siu>wv, i suffit

d’intervertir les roles de u et v pour conclure de méme.

R 11 On remarque que si f =idy, alors f o f =1idy et f est croissante.
St f # idy vérifie f o f = id; alors, d’aprés la question précédente, f n’est pas croissante.
donc f =id; est l'unique fonction croissante qui vérifie f o f = id;.
_1)l=] -
R 12 (-1)" € {=1,1} donc Lx + (—I)LIJJ et |x| sont de parité différente donc (—I)LH( R (=)t
_1)l=)
Dot fof(z)=x+ (—1)" + (—I)LH( D — g on fof=idg.

R 13 Pour x € [0,1], ona fo f(x)=4/1—f 1—:L‘2 =vVa2=ux carxz >0 donc fo f = idjo 1)

R 14 Soit (a,b) € R* et f : { xii:l'[—i-b

affine est monotone et continue donc f([0,1]) = [f(0), f(1)] ou f([0,1]) = [f (1), f(0)] donc (f(0) = 0 et
f@)=1)ou(f(1) =0et f(1) =0). On en déduit que { b=0 b=1

a+b=1 ""Lat+b=0"
firx—zxzouf:z—1—u2x.
Réciproquement ces deux fonctions sont affines de I dans I et vérifient f o f =1d;.

. Si fof=1id; alors f est une bijection de I dans I. Une fonction

On en déduit que

R 15 Soit ¢ une bijection de I dans I. On suppose que f o f = id; et on pose g = ¢ Lo fop. Déterminer
gog=(ptofoplo(ptofop)=¢tofofop=¢ptop=id.
5



R 16 Sia > 0, Les fonctions ¢, : © +— x* sont des bijections de I dans I. =1[0,1]. En prenant f =z +— 1—=x
1

et en appliquant la question précédente, on déduit que les fonctions fo, = ¢ Lo fop :x +— (1 —a%)= sont des

fonctions de I — I vérifiant f, o f, = id;.

R 17 Une fonction f : I — I vérifie f o f = id; si et seulement si c’est une bijection de I dans I vérifiant
f = f~1. Le graphe de la réciproque étant le symétrique orthogonal par rapport a la premicre bissectrice du graphe
de la fonction, on en déduit que f = f~1 si et seulement si le graphe de f est symétrique par rapport ¢ la premiére
bissectrice.

Pour obtenir un tracé "quelconque”, tracer une "moitié" de graphe (par exemple au dessus de la bissectrice) et
compléter ce graphe par symétrie.

Remarque 1[I existe donc "énormément” de fonctions vérifiant cette condition f o f = id;.

Equation f o f = —idr pour une fonction continue de R dans R.

Soit f : R — R une fonction continue vérifiant f o f = —idg.

R 18 Pour tout réel x, fo f(x) = —x donc (—f) o f(x) =x donc (—f)o f=idg et fo(—f)=fo—ido f =
fo(fof)of=(fof)o(fof)= (—idg)o (—idr) = idg donc [ est une bijection de R dans R continue (de
réciproque — f ) donc (résultat admis), [ est strictement monotone.

R 19 Si f est strictement monotone, alors f o f est strictement croissante donc f o f # —idgr. On déduit de la
premiére question qu’il n’existe pas de fonction f : R — R continue vérifiant f o f = —idg.

Equation fo f (z) = g + 3 pour une fonction de R dans R

R 20 Pour z € R, onafofof(a:):fof(f(:c)):M+3 et fofof(x)=f(fof(x)=[(£+3). On

2
en déduit que Vx € R, @—Fiizf(%—k?ﬁ.

R 21 La fonction f étant de classe C*, on en déduit, en dérivant I’égalité précédente que
!
1
Vo € R, / éx) = §f/ (£ +3) donc que f' (z) = f' (£ +3).

Ug =2

Vn €N, up = . 13 est une suite arithmético-géométrique

R 22 La suite définie par {

X .
e uy=u; & r=—-+4+3 < x=06. Par récurrence, si uy = 6, alors Vn, u, = 6.

2
Unp,
Un+1:7+3 Uy — Lo
e Posons xg =6 et v, = u, —x9. On a 6 donc en soustrayant, U, 1 — xo = donce la
Ty — —
‘ ) o 1 n 1 n 1 n
suite (v,) est géométrique et u, — 6 = v, = 5) w=13 (uop — 6). On a donc u, =6+ 3 (x —6).

On en déduit que lim wu, = 6.
n—-+00

R 23 OnaVteR, f'(t) = f' (L +3) doncVn €N, f'(u,) = ' (ups1) et donc¥n € N, f' (u,) = f' (uo) = f (z).
La fonction f' est continue et lim wu, = 6 donc lirf f (un) = f'(6). On en déduit que f'(x) = f'(6). La

n—+o0o
fonction f" est constante donc, par intégration, f est une fonction affine.

6



R 24 On suppose que f est une fonction affine. Soit (a,b) € R? tels que Vo € R, f(x) = ax +b. La fonction f
est de classe C*.
De plus fo f(x) = f(ax+b) = a(ar+b) +b = a®x + ab+ b donc [ vérifie (C) si et seulement si Vz € R,

1
2 Z 2 2 3
a’r +ab+b= z + 3, ce qui équivaut a ¢ 2 soit a a € i,—\/—_ et b= .
2 ab+b=3 2 2 a—+1
3

6 6
1+\/_§:2+\/§:3(2_\/§) etl_ﬁz2—\/§
2 2

3

Or :3(2—1—\/5).

2 2
R 25 [l y a donc exactement deux solutions: x +— \/T_I' +3 (2 — \/5) et x — —%x +3 (2 + \/5)

Equation f o f =idg pour une fonction f: £ — E ou E est un ensemble fini

R 26 Si By = {a}, a — a est Uunique fonction de Ey dans Ey. Elle admet un point fixe et vérifie fo f = id donc
up =1 etwv; =0.

Si By = {a, b}, cg : Z e { Z:ab sont les seules applications vérifiant f o f =1id donc us = 2 et vy = 1.

R 27 Soit f : E, 2 — E, 2 sans point fize et vérifiant f o f =id. Soit a € E, 5. Posonsb= f(a). Onab+#a
car [ est sans points fixes et f(b) = fo f(a) =a. Or fo f =id donc [ est bijective donc injective donc si
x ¢ {a,b}, f(x) ¢ {a,b}.

En+2\ {CL, b} = En+2\ {a7 b}
z— f(z)

Pour un b fizé, il existe v, applications f. Or il y a n+1 valeurs possible de b (car b # a) donc v,.2 = (n+ 1) vy,.

R 28 L’application f: { est sans points fixes et vérifie aussi fo f = id.

R 29 On a vy =0 et v3 =2v; donc v3 = 0. De méme, par récurrence immédiate, Vn € N, vy, 1 = 0.

R30 Onawvy, =2n—1)vg2=02n—1) X 2n—3)vgpg = --- = (2n—1) X (2n —3) X -+ X 3 X vy donc
Vo = (2n—1) x (2n —3) x -+ x 3.

R 31 Soit a € Fy,42. Posonsb= f(a).
Eni2\{a} — B\ {a}
x = f(x)

Premier cas: b= a. L’application f: { vérifie aussi fo f =1id. Il y a u, 1 possibilités

pour f donc pour f.

Eni2\{a,b} — Eni2\{a,b}
x> f(z)

Pour un b donné, il y a u, possibilités pour f donc pour f. Il y a n+ 1 valeurs de b donc il y a (n+ 1) u,

possibilités pour f.

On en déduit que, u, o2 = Upy1 + (N + 1) uy,.

Deuziéme cas: b # a. L’application f: { vérifie aussi f o f = id.

R 32 Version itérative:

def listun(n):

if n==1:
return [1]
L=[1,2]

for i in range(2,n+1):
u=i*L[i-2]+L[i-1]# attention L[i] est ui+l
L.append (u)

Version récursive:



def listun(n):
if n==1:
return [1]
if n==
return [1,2]
L=listun(n-1)
u=(n-2)*L[n-3]+L[n-2]# attention L[i] est ui+l
L.append(u)
return L

R 33 SizeJsety=f(x), alorsy+#x et f(y) =x doncy € Jy.

Si Jp # {z,y}, et z € J\{x,y}. En posantt = f(z), on at & {x,y} car f est injective, et de méme que
précédemment, t # z et t € Jy.

L’ensemble Jy étant fini, en continuant & adjoindre deux nouveaux éléments o ceuxr déja obtenus, on finira par
épuiser Jy et on obtiendra que card (Jy) est pair.

Jf — Jf
x> f(z)
Pour J; fizé, si card (Jy) = 2p, il y a vy, applications f possibles et donc Vg, appications f possibles (car f () =«
pourx & Jg). Il y a (27;) maniéres de choisir l’ensemble J; donc (27;) v9p applications f vérifiant fo f =id et dont
l’ensemble J; est de cardinal 2p.

13)

La valeur de p varie de 0 a {%J donc u, = Y (2’;) Vap.
0

p=

R 34 L’application f { n’‘admet pas de point fixe par définition de J; et vérifie f o f = id.

2p)! (2p)! 2] (2p)
OTvsz(QP—l)(zp—3)><"‘X3:(Qp)@p_(g)x...xgz 252! dOncu”:p;O(?P) 2102;9!



