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Exercice 1: Méthode de I'isomorphisme
Soit n € N*

Premiére partie

Soit ¢ 'application de R, [X] dans lui méme défini par ¢ (P) = XP' + P.

1. Montrer que ¢ est linéaire et préciser sa matrice dans la base canonique de R,, [X].
2. Justifier que ¢ est un isomorphisme.

3. Soit @@ € R, [X]. Montrer qu’il existe un et un seul polynome de R, [X] qui est solution de I’équation
différentielle zy’ (z) +y (z) = Q (x) sur R.

4. Résoudre 'équation zy’ +y = 2% + z sur ]0, +o0].
Deuxiéme partie: polynémes d’Hermite (généralise ’interpolation de Lagrange)

Soit ¢ I'application de Rs[X] dans R® par ¢ (P) = (P (1),P'(1),P(2),P' (2),P"(2),P(3))

1. Justifier que ¢ est un isomorphisme.

2. En déduire qu’il existe un et un seul P € Ry [X] vérifiant

3. Généraliser le résultat (facultatif)

k
(on pourra considérer (zy,...,x;) € R¥ et (oq,...,0p) € (N tels que S a; = n+1).
i=1

Remarque Dans cet exercice, on commence par introduire un isomorphisme a ['aide duquel on montre qu’un
certain probléme admet une solution unique.

Certains énoncés (plus délicats) demandent de prendre l'initiative d’introduire un endomorphisme pour obtenir
l’existence et l'unicité d’une solution a un probléme sans que cela soit précisé dans [’énoncé.

Exercice 2: oy
. 2 o -
Soit (a,b) € R” tel que a # b. et u,, = P Y

1. On suppose que a < b. Etudier la nature de la série > u,,.

2. On suppose que a > b.

(a) On suppose a < 0. Etudier la nature de la série > u,,.

(b) On suppose a > 0. Montrer que la série ) u,, converge si et seulement seulement si 2a — b > 1.
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Probléme: pans tout 1e probléme, (ay,), oy« st une suite de réels non nuls. On définit la suite (p,,) par:

Pn =

ag. Lorsque la suite (p,) converge, on note p sa limite.
k=1

Premiére partie

1.

2.

1
On suppose que a,, = 1+ —. Calculer p,. Etudier la limite de la suite (p,,).
n

On considére x € |0, 7r[ et on suppose dans cette question que a,, = cos (%)

T

(a) Justifier que sin (2%) X Pip1 = %sin (2) X D;.
sin ()

2™ sin (2%) '

(b) En déduire que p,, =
(c) Déterminer la limite de la suite (p,,).

Prouver que si la suite (p,,) converge vers p # 0, alors la suite (a,) converge vers 1. La réciproque de cette
propriété est-elle vraie?

On suppose dans cette question que, pour tout n, a, € |0, 1].

(a) Montrer que la suite (p,) converge vers un réel p.

(b) On suppose que la suite (a,) ne converge pas vers 1. Déterminer la valeur de p.

Dans cette question, a,, > 0 pour tout n. Montrer que la série ) In (a,) converge si et seulement si la suite
(pn) converge vers un réel p > 0.
Jusqu’a la fin du probléme, on pose a, = 1+ u,.

On suppose que pour tout n, u, > 0.
(a) Montrer que la suite (p,) converge vers un réel p > 0 si et seulement si la série ) u,, converge.

n 1
(b) Soit o € R. Etudier la convergence de la suite (H <1 + E)) .
k=1 neN*

Dans cette question, on suppose que la série » | u,, converge mais on ne suppose plus u, > 0.
(a) Montrer que, si série > u? converge, alors la suite (p,) converge vers p # 0 (on fera un développement
limité).

(b) Montrer que, si série > u? diverge, alors la suite (p,) converge vers p = 0.

Deuxiéme partie:

On suppose maintenant que pour tout n on a 1 + u, # 0 et on pose v, = —.

1.

2.

3.

Un
n

n
Pour n>2, exprimer v,, a ’aide de — et . En déduire une expression simple de ) vy.
Pn Pn—1 k=2

On suppose u,, > 0. Montrer que si la série ) u,, converge alors la série ) v, converge.

Montrer, & ’aide d’'une exemple, que la réciproque de la question précédente est fausse.



Exercice 1:

Premiére partie

L. Ona (AP +puQ) = X AP+ pQ)' + (AP + pQ) = AXP' + puXQ' + AP + puQ = Mg (P) + pp (Q). ¢ est
linéaire. On a, sii > 1, p(X) = X x i X"+ X' = (1 + 1) X* (et c’est encore vrai pour i = 0) donc la

1 0 --- 0
: . L 0 2
matrice de ¢ dans la base canonique de R,, [X] est la matrice diagonale D =
: . . 0
0 -+ 0 n+l1

2. La matrice D est diagonale donc triangulaire a coefficients diagonaux non nuls donc est inversible donc ¢
est un isomorphisme.

3. P € R, [X] est solution de I’équation différentielle zy' (x)+y () = Q () sur R si et seulement si ¢ (P) = Q.
Or ¢ est un isomorphisme donc il existe un et un seul P € R,, [X] vérifiant ¢ (P) = @ donc il existe un et
un seul P € R, [X] solution de I’équation différentielle xy' () + y (x) = @ (x) sur R.

4. L’équation xy’ +y = 23 + x sur |0, +oo| est linéaire.

(a) (H):2y'+y=0%y +a(x)y=0avec a(x) =+ qui a pour primitive z — A (x) avec A (z) = In (z).

A
Les solutions de (H) sur ]0,+oo[ sont les fonctions z — Ae™4@) = \e7™@) = = ou X est un réel
x
quelconque.
(b) D’aprés Q3, I'équation (E) : 2y’ +y = 2>+ admet une solution polynémiale de degré inférieur ou égal
a 3. Posons P (z) = ar®+bz*+cx+d. OnazP (x)+ P (z) = 3az®+ 2bx® + cx +ax® + br* +cx +d =
3

4az® + 3bx? + 2cx + 1d. On en déduit que = — % + g est solution de (E) sur R et donc que I'ensemble

?
est solution de (F) sur |0, +o0[ est ’ensemble des fonction x +— y + B + — ol A est un réel quelconque.
T

Deuxiéme partie

Soit ¢ lapplication de R; [X] dans RS par o (P) = (P (1),P'(1),P(2),P'(2),P"(2),P(3))

1. La linéarité de ¢ résulte de la linéarité de la dérivation et de I’évaluation.
De plus si P € ker (¢) alors deg (P) <5 et
P admet 1 comme racine de multiplicité au moins 2
P admet 2 comme racine de multiplicité au moins 3 et
P admet 3 comme racine de multiplicité au moins 1
donc la somme des multiplicités des racines de P est au moins 6 donc P =0
On en déduit que ker (¢) = {0}.
Or dim (Rs [X]) = dim (R%) donc ¢ est un isomorphisme.

P

P/

L P

2. P € R; [X] vérifiant P &= p(P)=1(9,8,7,6,5,4).
P//
P

(3) =

\

Or ¢ est un isomorphisme donc AP € R5 [X], ¢ (P) = (9,8,7,6,5,4) ce qui donne le résultat demandé.
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3. Généraliser le résultat (facultatif)
k
Soit (z1,...,2) € R¥ et (aq,...,0p) € (N tels que S a; = n +1).
i=1
On peut montrer que pour tout (b(l), S R v .. bz’“_l) € R"*! il existe un et un seul
polynoéme P € R,, [X] vérifiant:
Vi € [[1,k]], Vi € [[0, ar_1]], P9 (z;) = b} en utilisant o application de R, [X] dans R"* par
p(P) = (P(O)(ml), P () P(O)(xg), P () PO (g, . Pkt (xk))
On montre de méme que ¢ est un isomorphisme et on en déduit le résultat annoncé.
Exercice 2:
1. On suppose que a < b. On a donc alors n® = o (nb) donc u,, = i ~ ﬂ = 1 >0
’ ’ n—-+o0 " ope 4 (—l)n nb n—+oo (—l)n nb nb

1
donce ) u, et ) — sont de méme nature et convergent si et seulement si b > 1.
n

2. On suppose que a > b.

(—1)" (_1)"{ —(~1)" sia=0

S S A . donc la série » u
noe 4+ <_1)” nd notoc N8 non borné si a < 0 Z "

(a) On suppose a < 0. On a u, =
diverge grossiérement.

(b) On suppose a > 0.
(G O GO

ne+(=1)"nb  no (—=1)"  n—otoo mab

On a u, = = 0 donc en substituant dans

1
S
T :c—l—gggo(x)ona

(=" (=" 1 =" _ 1 1
Un = na 1= na—b + Onotoo n(a—b) - no - n2a—b + Ontoo n2a—b |’
N

bn

Comme a > 0 la série ) b, converge d’apres le CSSA.

-
Cn

Onac, ~y 0o > 0 donc la série ) ¢, converge si et seulement si 2a + b > 1 donc la série > u,

n2afb
converge si et seulement si 2a — b > 1.

Probléme:
n 1\ o k+1\ 2 3 n on+l ,
1.pn_k1;[1( k) 1;[( >doupn—1 5 Xn—lx " =n + 1. La suite (p,) a donc

pour limite +o0.

2. On considére x # 0 et on suppose que a,, = cos (2%)

r) H cos (&) orsin (a) cos (a) = 3 sin (2a)

)COS(

i+l
(a) Onasin (22+1)pi+1 = sin ( {il) cos (2%) = sin (

k=1 k=1
d’ot sin (2531) Div1 = 1 sin (%) Di.
(b) De proche en proche, sin () p, = 3 sin (557) pa-1 = Q%Sln((zsl%) Pn2 = -+ = gy sin (%) p; don
o i . sin (x
sin (ﬁ) P = 2n;,lsm (5) coS (5) = %sm( ). D’ou p,, = m
0 , d do sin () sin () 4 I _ sin ()
(¢) On a sin (t) ~;_o t donc sin (2n) ~n—too 55 dOU m ~n—too —— donc lim (pn) = —
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3. Pour n > 2, P _ :j = a,. la suite (p,) converge vers p # 0 donc la la suite (p,.1) converge aussi
k=1
vers p donc liril (p"H) = 1. La suite (a,) converge donc vers 1. La réciproque de cette propriété est
n—-+0oo pn
donc fausse: en prenant a,, = 1+ —, on a bien lim (a,) = 1 mais on a vu que la suite (p,) a pour limite
n n—-+oo
+00.
4. a, €]0,1]

(a) On a ppy1 = Gpi1Pn et ayeq € 10, 1] done p, 41 < p,. La suite (p,) est donc décroissante. Elle est aussi
minorée par 0 donc elle converge.

(b) La suite (a,) ne converge pas vers 1 donc la suite (p,) ne converge pas vers p # 0 d’aprés la question
3. Or la suite (p,) converge d’aprés 4a donc elle converge vers p = 0.

n n
5. Commengons par remarquer que In (p,) = In (H ak> = > In(ax). Sens réciproque: on suppose que la
k=1 k=1
n
suite (p,) converge vers un réel p > 0. La suite In (p,) converge vers In (p) donc la suite > In (ay) converge
k=1
n
donc la série Y In (a,) converge. Sens direct: idem en appliquant la fonction exp & > In (ay).
k=1

6. D’apres 5, la suite (p,) converge vers un réel p > 0 si et seulement si la série ) In(a,) converge. Or
In(a,) =In(1+u,) ~pioo Uy car la série Y In(a,) converge donc lim In(a,) = 0 donc lirf (a,) =1

n—-+00
donc lim (u,) =0. Or ) a, est une SATP donc la série ) In (a,) converge.si et seulement si la série ) u,
n——+00
converge.

7. on suppose que la série Y u,, converge.

(a) On suppose que la série Y u2 converge. On a lim (u,) = 0 donc In (a,) = In (1 + u,) = u, + O (u2).

n—-+4oo
la série > u? est une SATP convergente donc la série > O (u?) est absolument convergente. Or la série
> u,, converge donc la série Y In (a,) converge. On en déduit, d’aprés 5, que la suite (p,) converge
vers p # 0.

(b) On suppose que la série > u? diverge. Onaln(a,) = In (1 + u,) = u, —3u2+o(u2) donc In (a,) —u, =
—2u2 40 (u?) ~poyoo —3ul. Lasérie Y —1u? est une SATN divergente donc la série Y. (In (a,) — uy,)
est une SATN divergente. Or In(a,) = u, + (In(a,) — u,) et la série Y u, converge donc la série
> (In(ay)) diverge. De plus, lirf (Z In (ay) — uk) = —oo (SATN divergente) donc lirf <Z In (ak)> :
—o00. En reprenant le raisonnement 5b sens réciproque, on obtient que la suite (p,) converge vers

111_{1 e’ = 0.

Deuxiéme partie:

u
On suppose maintenant que pour tout n on a 1 + u,, # 0 et on pose v, = —.
n

n n 1+wu,) -1 1 1 n noo 1 1 1 1
1~Oﬂavn=u—= - “ :(n—i—u) = — —. Onadonc Y v = >, - =
Dn T (1 + ) TT (1 +up) Pn-1 Dn k=2 k=2Pk-1 Pk P1 DPn

k=1 k=1
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2. Swu, >0 et lasérie > u, converge alors la suite (p,) converge vers un réel p > 0 d’aprés Q6a de la premiére
n

. . 1 .
partie donc lim ) vy = — — — donc la série ) v, converge.
o0 k=g PP

3. Prenons u, = =. Onadonc p, = [] (1+ ) =n+1 (cf QI1) et donc lirf My =—= 3" La série Y v,
k=1 N0 k=2 b1

1
converge mais la série > u, = Y — diverge.
n



