Psi Semaines 1 et 2
Contenu:

Séries convergentes, séries a termes positif, séries absolument convergentes, critéres de comparaison, série de Riemann, critére
de D’Alembert, méthode et théoréme de comparaison séries intégrales, produit de Cauchy. Séries spéciales alternées.

Rappels d’algebre linéaire: familles libres, familles génératrices, noyau, image théoréme du rang, calcul matriciel, matrices
semblables, trace. hyperplans et formes linéaires.

Convergence des intégrales des fonctions continues sur [a,+oo], relation de Chasles, linéairité, cas des fonctions positives.
absolue convergence, critéres de comparaison, intégration par parties et de changement de variable de variable. Condition de
nullité de 'intégrale d’un continue positive.

ATTENTION POUR LES COLLEURS: Pour l'instant les fonctions dont on considére I'intégrale généralisée sont continues sur
un intervalle [a, +00[. On ne parle pas de fonction intégrable. Le théoréme de changement de variable se fait avec une bijection C!
strictement croissante entre des intervalles de la forme [a, +-o00[ (pour d’autres changements de variable, revenir a [;).

Questions de cours:

1.

=~ W

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.
19.
20.

Définition des relations de comparaison (suites ou fonctions).

Rappeler les croissances comparées vues en premiére année.

Développemments 1llimités de premiére année.

Que dire des exponentiels d’équivalents (justifier)? Montrer que In (z + 1) ~,— 400 In ().

Croissances comparées et interprétation a l’aide de la relation o.

Donner un équivalent en 0 des fonctions sin (x) + x cos (x) et sin (x) — x cos (x). Conclusion sur les équivalents de somme?

Déterminer la limite de la suite ((1 + %)n)neN*'

Convergence et somme de ) -, ,L(Tl_n

Enoncer les différents critéres de comparaison permettant de conclure & la convergence d’une série (<, O, ~) en précisant bien
les hypothese et la conclusion (SATP, convergence absolue). Prendre la contraposée d’un de ces énoncés.

Nature de >

1
nln(n) "

Enoncer et (*) démontrer la régle de d’Alembert dans le cas [ < 1.

Convergence de ﬁzn (a>0,b>0).

Etudier la nature de ) (ex0)..

1"
Soit a > 0. Montrer la convergence de la série de terme général u,, = %
n

n

Montrer la convergence de la série de terme général u,, = 5 _1_) T Donner un encadrement de sa somme S et donner un entier
n

no & partir duquel |S — S,,| <1072 (exo). (Attention a ne pas écrire d’équivalence fausse).
(="
i

Donner deux séries équivalentes de nature différentes.

Convergence de la série )

Donner la définition du produit de Cauchy de deux séries. Enoncer le théoréme a son sujet.
On suppose |z| < 1. Montrer que la série > (n + 1) ™ converge et déterminer sa somme (poser u, = v, = z").

() En utilisant le produit de Cauchy, montrer que exp(z + z’) = exp(z) X exp(z’).
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40.
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44.

Montrer que la famille est libre.
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On pose fqo (z) = e**. Montrer que pour tout famille a, ..., a, de scalaires deux a deux distincts, la famille de fonctions
<fab)1SZSn est libre.

0sij#i

Existence et unicité d’un polynome L; vérifiant deg (P) < n et Vj € [[0,n]], L; (a;) = { 1sij—i (les a; étant supposés deux

a deux distincts).
La famille (Lo, L1, ..., L) est une base de K,, [X]. Coordonnées d’un polyndome de degré < n dans cette base.

Comparer pour l'inclusion Im (g o f) avec Im (?) et ker (g o f) avec ker (7).
Montrer que go f = 0 si et seulement si Im (?) C ker (?).

Si f e L(E,F) et que E est de dimension finie.
Comment obtient-on une génératrice de Im (f). Comparer dim (Im (f)) avec dim (E).

L’image d’une famille libre par une application linéaire injective est libre.
En déduire que si f est injective alors dim (Im (f)) = dim (E).

Caractérisation des isomorphismes en dimension finie.

rg(gof) <rg(f)etrg(gof)<rg(g).

(x) Existence et unicité d’un polynome P vérifiant deg (P) < n et Vi € [[0,n]], P (a;) = b; en introduisant un isomorphisme..

0 1 o --- 0

Déterminer les puissances successives de la matrice 0 en considérant les images des vecteurs de la
: o1
0 v e e 0

n
base canonique par ’endomorphisme canoniquement associé.

Dimension de M,, ,, (K) et de £ (E, F).
Produit de matrices élémentaires.
Le produit de matrices triangulaires supérieures 'est aussi. Qu peut-on dire des coefficients diagonaux du produit? (exo)

T+ T4z, =0

o1+ 20+ -+, = 0 : a laide du théoréme du rang.

Déterminer la nature de ’ensemble des solutions de (S) : {

Résoudre le systéme(S) de la question précédente et donner une base de ’ev des solutions.

Montrer que A3 (R) est un sous-espace vectoriel de M3 (R) et préciser sa dimension.
0 0 1 01 0

Montrer que les matrices 1 0 0 Jetf| O O 1 sont semblables.
010 1 00

On suppose que B = P~ AP. Exprimer B" en fonction de A et P.

Relation tr (AB) = tr (BA). Définition de la trace d’une endomorphisme.

trace d’un projecteur.

Existe-t-il un couple (A, B) de matrices carrées de taille n vérifiant AB — BA = 1I,,7

Le noyau d’une forme linéaire non nulle d’un espace vectoriel E de dimension finie est un hyperplan de E.
Soit £ ={M € M,, (R)/ tr (M = 0)}. Montrer que £ est un espace vectoriel et préciser sa dimension.

1
Soit a un réel. L’intégrale généralisée f1+oo t—adt converge si et seulement si o > 1.

2



45.

46.
47.

48.

49.
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51.

En plus des question précédentes, une ou plusieurs questions prises dans la suite (en admettant éventuellement une partie des

0o 1
Etudier la nature de I’ intégrale généralisée f1+ %dw.
x

1

Justifier la convergence et calculer 1’ intégrale généralisée f0+oo mdt.

Justifier la convergence et calculer I’ intégrale généralisée f0+°°t x e~ tdt.

et

1+62tdt

. sz P P +o0
Justifier la convergence et calculer I'intégrale généralisée: [

e—t

2Vt

Montrer que l'intégrale converge f1+oo dt et est égale a f1+oo e du.

1
—dt
tvV1+ 2

Justifier la convergence et calculer I'intégrale généralisée | 1+oo

oo sin (u)

Montrer que l'intégrale généralisé f1+ du est convergente.

résultats):

Soit A = (

-1 2
-4 5

w=(1)

1.

2.

© »® N>

10.

Justifier que f (u1) = u;.

5 . T
Déterminer les vecteurs X = (

f (UQ) = 3UQ.

T2

Déterminer une matrice P € GLo (R) telle que P~1AP = < (1) g ) On pose D = ( (1) g )

Calculer P~1.

Calculer D™, puis calculer A™.

Dans la suite, on pose C (4) = {M € Mz (R), MA = AM}. Montrer que C (A) est un espace vectoriel.
Soit M € M3 (R) et N = P~1MP. Montrer que MA = AM < ND = DN.

Déterminer les matrices N € My (R) vérifiant ND = DN.

Déterminer une base et la dimension de C (A).

Montrer que C (A) est I'ensemble des combinaisons linéaires de I et A.

) et f Papplication linéaire canoniquement associée & A. Soit (e, e2) la base canonique de M 1 (R) On pose

) € R? vérifiant AX = 3X. En déduire qu’il existe & € R tel que us = e + ey vérifie



