PSI DS 1 (e mercredi 17 septembre 2025)

Le sujet comporte 4 pages

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et la concision de la rédaction.
St un candidat est amené a repérer ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et
devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.
| Les calculatrices sont interdites |

Lorsqu’un raisonnement utilise le résultat d’une question précédente, il est demandé au candidat
d’indiquer précisément le numéro de la question utilisée.

Questions proches du cours

1
Coursl: Montrer que la série ) ——— est absolument convergente.

()

1
Cours2: Etudier la convergence de la série ) n(n)

"=l ny/n

Cours 3: Montrer que I'image d’une famille libre par une application linéaire injective est libre.

en la comparant avec une série de Riemann.

Cours 4: Soit f une application linéaire de E dans F' et g une application linéaire de F' dans G.
Montrer que go f =0 < Im (f) C ker (g).

Exercice 1

1

Pour z > 2, on pose F (z) = [ mdt.
x In

Q 1 Calculer F (x).

1

—t 2 0 dt converge et préciser sa valeur.
x Iln

Q 2 En déduire que l'intégrale généralisée f;oo

Exercice 2

Q 3 Pour x € R*, on pose ¢ (x) = arctan () + arctan (1). Justifier que ¢ est dérivable et calculer ¢’ (x).
En déduire une expression simplifiée de ¢ (x).

Q 4 Justifier que la série H# est convergente.

+o00
On pose, pour n > 1, R, = > ﬁ On se propose de donner un équivalent de R,, en +o0.
k=n-+1

p
. +1
Q 5 Montrer que si p > n + 2 alors :+1 1J+t2dt < ) ZH ﬁ < S#dt.
=n

Q 6 En déduire que g —arctan (n+ 1) < R, < g — arctan (n).
1
Q 7 Montrer que R, ~, .1 e



Exercice 3

-1)" 1
Soit a > 0. Onposeun:sin((\/ﬁ) —1-5)

1
Q 8 On suppose a < 7" Déterminer la nature de la série Y u,,.

1
Q 9 On suppose a > 3" Déterminer la nature de la série y_ u,.

Exercice 4
2k
(k+1)(k+3)

]_ n
On pose, pour n € N, w,, = on >
k=0

Q 10 Ezprimer w, comme terme général du produit de Cauchy de deuz séries.

+o0o
Q 11 FEn déduire que la série Y w, converge et déterminer »_ w,.
n=0

Exercice 5
Soit E un espace vectoriel de dimension 4. On suppose que f? =0 et rg (f) = 2.

Q 12 Justifier que Im (f) = ker (f).

0010

vy 4 0001

Q 13 Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est 0000
0000

Probléme 1

On rappelle que les fonctions cosinus et sinus hyperboliques sont les fonctions définies sur R par

Vo € R, cosh(z) = % et sinh (x) = ce-°c

On rappelle que
Vo € R, cosh® (z) — sinh?® (z) = 1
1

+0o0
Pour tout n € N*, on note : Fn = /0 de

Q 14 Montrer que l’intégrale généralisé F}, est convergente.

inh
Q 15 Pour x € R, on pose v (x) = sinh (z) . Justifier que u est de classe C' sur R et que
h (z)
cosh (z
VreR, v (z) = !
’ ~ cosh?(z)

Q 16 FEn déduire que Fy = 1.



Q 17 A Uaide du changement de variable u = *, montrer que Fy = g

n
n+1

18 Pour tout n € N*, montrer que F,, .o =
q +

n-

Q 19 Etudier la monotonie de la suite (F),).
Q 20 Justifier que la suite (nF,1F,) est constante.

T
Q 21 Déduire des questions précédentes que F, 1 ~p 100 Fr, puis que Fy ~p, oo o
n

Q 22 FExprimer Fy,1 en fonction de n € N.

1

(n >2).

. . n"y/n
Pour tout entier n > 2, soient u,, = In _ >
2(n—1)

n+1
1
Q 23 Pour tout n € N*, calculer ’intégrale I,, = / (x—=n)(n+1—2x) x 5.2 dz.
n T

1 1
En déduire que : Yn € N*, 0 < <n+ 5) (In(n+1)—Inn) —1< oot
n

Q 24 Montrer que les suites (up)n>2 €t (Vn)n>2 Sont adjacentes.

n"/n
o

e

Q 25 FEn déduire la formule de STIRLING : n! ~, 1 V2T

Probléme 2:

Premieére partie: Etude d’une fonction
On considére un réel x > 0.

n

Q 26 Montrer que la série ) (
n

converge.

On pose S (z) = Jio (=1)"

n:0n+x

Q 27 Justifier que 0 < S (z) < %

Q 28 Etablir ’égalité (E) :

Etude de la fonction S:

Q 29 On considére y > 0. Montrer que S (y) — S (x) = (z —y) >

Q 30 En déduire le sens de variation de la fonction S.

Q 31 Soit a > 0. Montrer que la fonction S est lipschitzienne sur [a, +00|
(¢’est-a-dire qu’il existe un réel K tel que pour tout (x,y) € [a, 400>, |S (y) — S (z)| < K |y — z|).

Q 32 En déduire que la fonction S est continue sur |0, 4+00].



1
Q 33 Montrer que S (x) ~y—o —.
T

Q 34 Montrer que S () ~z—ioo 2 On pourra commencer par encadrer S (x) en utilisant l’égalité (£).
x

Deuxiéme partie: Calcul de S(1), somme de la série harmonique alternée
1 n
On pose pour t € [0,1] et n € N, g, (t) = ——— > (=1)"t*.
1+t =
Q 35 Montrer que |g, ()] < "1

Q 36 On pose u,, = fol gn (1) dt. Montrer que la suite (u,) converge vers 0.

Q 37 En déduire que S (1) =1n(2).

—1)*
(, +)1 . Donner un entier ny & partir duquel |In (2) — S, (1)| < 1072
i

Q 38 On pose S, (1) = Zn:
i=0

1
Q 39 Montrer que S (x) = — —1In(2) + 0,0 (1).
x

Troisieme partie: Réarrangement de la série harmonique alternée,
réarrangement d’une série a termes positifs

Attention 1 Le cours de MPSI sur les familles sommables n’est pas au programme de PSI et ne pourra pas étre
appliqué.

1 -1 -1 n
On pose, pour n € N, v3, = 1 Usn+1 = ) et V3,40 = T et T, = i:zovi'
In (2)

Q 40 Montrer que la suite (T3,12) converge vers

Q 41 En déduire que la série Y v, converge et préciser sa somme.

On considére une suite (a,) de réels positifs et ¢ une bijection de N dans N. Pour tout n € N, on pose
bn = a¢(n).

Q 42 Montrer que si la série > a,, converge alors la série Y b, converge
Q 43 Montrer que la série Y a,, converge si et seulement si la série Y b, converge et que si la série » . a, converge

+o0 +00
alors > a, = > by.
n=0 n=0

Q 44 Le résultat de la question précédente reste-t-il vrai si on ne suppose plus que Vn € N, a,, > 07.



Correction du DS 1

Exercice 1

R1OnakF(x — = [ gy = — .
e f2t>< f212 = e 2™ @ T e
R2 O L ! L done Vintégrale géné lisée [, S t vaut
n a — — onc Lintegrate generatisee ———% < converge et vau .
In(z) In(2) 2=+ In(2) grae g 2t xIn®(t) 7 In (2)

Exercice 2

R 3 Soit ¢ (x) = arctan () + arctan (1): ¢ est dérivable sur R*, ¢/ (z) = o + —=— 5 =0.

La fonction ¢ est donc constante sur |—oo, 0| et constante sur |0, 4o00].

Orgo(l):g etgo(l):—g donc si x >0 alorsgp(m):g et si x <0 alors p (x) = —

R4 Ona s ~nyoo 73 €l la SATP Y 5 converge donc la série Y = est convergente.

1 1 1
R5 Soitk>1ettelk—1,k. Onal+(k—12<1+t2<1+k2 donc < < d’ot
2
1+k> 7 1482 7 14+ (k—1)
1 k | k
k—(k— < —dt< ——— (k— (k-1 t— < —_—dt < —.
e k= < by SRR AU Nsot i < b T S T 1y
En remplacant k par k + 1 dans la deuxiéme inégalité, on obtzent
b1 dt<—1 d 1 ——dt d
fk 1—|—t2 k2 onc k 1—|—t2 —1_|_k2—fk 11+ onc
- S st doi [T it < S l< (P L
k;ﬂf 1—|—t2 k§+1 1+k2 — Z fk 114 ot n+l 1+¢2 k_;ﬂ 1+k%2 — Jn 14¢2

R 6 L’encadrement précédent équivaut & arctan (p + 1) — arctan (n + 1) < R,, < arctan (p) — arctan (n) et

P s
R,= lim 3} 5 +k2 et hm arctan (p + 1) = lim arctan (p) = — donc, en passant a la limite,
p—+o00 k=n-+1 + p—+o00 2

g —arctan(n+ 1) < R, < 5 — arctan (n).

R 7 La premiére question de l’exercice permet d’en déduire que arctan ( < R, < arctan ( )

+1)

Or arctan () ~, .o * donc arctan( +1) ~n o0 n_+1 ~ns oo % et arctan (E) ~ntoo % donc Ry ~poioo —

Exercice 3

1 1 1 -1
R8 Sia< 3 alors — = 0p— 400 (—) donc (=1) + — ~pioo — €t Sin(x) ~po T
n% ne

NG vn ne
1 1
donc Uy, ~p—ioo — > 0. La SATP Y — diverge donc ) u,, diverge.
n ne



R9 S@'a>1 on asin (z) =1+ Oy (2%) et lim (_1)”+L—Od0ncu —<_1)n+i+0 L 3
27 - z—0 oo \/ﬁ ne - n — \/ﬁ ne z—0 \/ﬁ

1 1
car E = On—+oo %

La série (\/1%)

La série — converge sst o > 1 donc la série U, converge ssi o > 1.
ne "

1
converge 'CSSA) et la série > O, ( ) (comparaison avec Riemann)
nz

Exercice 4

1> 2" noo1 1
R 10 O n = — = X )
A= AT (k4 3) Ak 1) (1)
1 n
Posons u,, = RS et v, = g 0N AWy = D Uiln—;
1 1
R 11 Onau, = — >0 et Z — converge donc la SATP ) u, converge ( donc absolu-

(TL + 1) (n + 3) n—>+oo n2

1 1 1 1
t.D l n — = — _— d
ment). De plus, un = 7=y e =gy 2(n+1 n+3> one

n n 1 ntl] nt31] 1 1 1 1 3

_ (e = b

kZ:OUk ( k+1 Ok+3> <Z 3k?> 2< +2 n+2 n—i—3)n:i-oo4
3

La série Y u, converge absolument et a pour somme —

1 1
La série Y v, (géométrique de raison 2 ) converge absolument et a pour somme 7= 2
1— =
g 3 3 ’
donc (th sur le produit de Cauchy) la série > w, converge et > w, = e 2= 5"
n=0

Exercice 5
Soit F un espace vectoriel de dimension 4. On suppose que f2 =0 et rg(f) = 2.

R 12 On a f> =0 donc Im (f) C ker (f) (cours 4)
Par le th du rang, dimker (f) = dim (£) — dim (Im (f)) = 2 = dim (Im (f)) donc Im (f) = ker (f)

R 13 Soit (e1, e2) une base de ker (f).

On aker (f) =Im (f) donc 3 (es,eq) € E? tels que f (e3) = ey et f (e4) = ea.

Montrons que (eq, es,e3,€e4) est une base de E.

Suppososns A\i1e1 + Ages + Azes + Ageq = Op.

En appliquant f on obtient, par linéarité Ase; + Agea = Op car eq et ey appartiennent a ker (f).

Or (ey, e3) est libre donc A3 = Ay = 0 d’ot A\je; + Aaea = 0g. Or (eq,e3) est libre donc A\ = Ay =0

Donc b = (ey,ese3,e4) est une famille libre de 4 = dim (E) éléments donc est une base de E et mat, (f) =
0010

0
0
0

o O O
o O O
o O =



Probléme 1:

1
R 14 On a cosh(x) > 1 donc la fonction x — —————— est définie et continue sur [0, +o00].
(cosh (x))™
De plus, cosh () = - <4 ! 2N" _onene 5 0 et Vintégrale généralisé
e plus, cosh () = ————— ~pjoo =— dONC ———F—= ~ostoo | — | = 2" > 0 et l'intégrale généralisée
s, 2 o9 (cosh (x))" oo\ les grae g

+oo
/ e " dx est convergente car n > 0 donc l'intégrale généralisé F,, est convergente.
0

R 15 La fonction v est de classe C' sur R (th opérations) et

, cosh (z) x cosh (z) — sinh (z) X sinh (z) 1
V' (z) = 5 = .
cosh” (z) cosh” ()
X : X _ -X b
‘ 1 x sinh(X) e* —e e
1 5 —d — — = Nr—dtoo o
R 16 On en déduit que/o cosh (2) z = [v(z)]; cosh (X) X o X e oX
X
1
donc lim ————~dz =1 donc F; = 1.

X—+oo Jo cosh® ()

+o00 1 +00 ) +o0 2e®
R 17 OnaFlz/ dx:/ —dx:/ S ——dx
o cosh(x) 0o e"+e® o (e)+1

La fonction x — ¢e® est de classe C, strictement croissante et bijective de [0, +o00[ sur [1,+oo], donc

+o00 2
Fl_/ du = [2arctan(u)]f°°:2(z—z> -
1

u?+1 2 4

+oo
R 18 Dans F, s = / ———————dux, effectuons l'intégration par parties avec
o (cosh (z))n+2

B ,, \ __ —nsinh (z)
u(e) = (cosh (z))’ v (@) = (cosh (z))n+1
o () = sinh () o (z) = '
~ cosh (z)’ ~ cosh®(z)’
Les fonctions u et v sont de classe C' et liril u(x)v(x) =0 car hIJP u(x) =0 et liril v (z) =1 (voir question

précédente)
+oo inh inh
On en déduit que F, o = [u(x)v ()] +/ : nsinh (x) sinh ()
0
2

cosh (x))"*+1! cosh (z)

T nsinh® (z) +oon (cosh® (z) — 1)
d F,is= — 7 dz = dx = F,—F,i5).
one Fruea / (cosh ()2 " / (costi (a2 07 = (= Fusa)

n

cosh (z)
n

On en déduit que F, 1o = ——F,.
n+1

1 1

1 > h > 1 <
R 19 On a pour x > 0, cosh(z) > 1 donc (cosh ()1 = (cosh (z))

F,1 < F, donc
(F,) est décroissante.

— donc par croissance de lintégration

R 20 On a F, 5 = %Fn donc (n + 1)Fyi2F, 11 = nE,F,.1 donc la suite (nF,F, 1) est constante et vaut
n
T

F1F2 — §

R 21 On a F,, > 0 (lintégrale d’une fonction continue positive n’est nulle que si la fonction est nulle),
n Fn+2

donc < Zfl <1. Par’ théoréme d’encadrement,| on en déduit que ’ Fri1 ~noioo Fr. ‘

n+1 F, n 7




Or (n+ 1)F, oF,+1 = nF,F, 1, suite constante qui vaut FyFy = g (d’aprés les calculs précédents).

D’ov : g =nF,1F, ~pioo n(Fn)?, comme F, >0, on en déduit que | F, ~, .\ 21
n

2n —1 2n—1 2n-—3 2n—1 2n-—3 1
R 22 O Fy,1 = Fy,_ 1= Fy,_3 = e x =F
S = Ty, ‘2 LT T, Mg ot 3' om  om—2 Tzl

2n)! 2n)! 2n)!

d’anQn_A'_l: <n) 2E: (n) 21: (n) 21.
(C2n)x (2n—2)x---2)"2 (2"xnx(n—1)x---x1)"2 (2" xn!)*2

R23 Ona(z—n)(n+1—12)=-n*—n+2nzr+z—2* donc

ntl n+ 3 n(n+1) n(n+1) e+l
In:/n -3+ 332— 5,2 dxz—%%—[(n—l—é)ln(m’)%—%]n =(n+3%)(In(n+1)—Ilnn)—1.
. 1 1
Orsizenn+1],alors0<z—n<let0<(n+l)—z<let0<—— < ——
212 — 2n? »
1 1 " 1
doncoé(m—”)(n~l—1—$)x2—x2§2—nzetpar’croissance de l’intégration‘.'OglnSA 2_n2dx:2_n2'

R 24 Comme v, —u, = il est clair que| lim v, —u, = 0.

2<TL — 1)7 n—-+00
1)"y/n+ 1 n e plo1

De plus, w1 — uy, = In (n+1) nt —1In n"yn =1In (n + )1 S L donc
(n+ 1)lent! nlen ntz  (n+1)le

Upi1 — Uy = (n + ) In (":1) —1=1, >0 d’aprés la question précédente. Donc |la suite (u,) est croissante.

1 1 1 1
Et|(v,) décroissante| car : Upi1 — Uy = Upy1 — Uy + o m = Upy1 — Uy — m <I, - o7 S <0 car
1 1
>

on(n—1) = 202"

R 25 D’aprés la question précédente, (u,) [et (v,)] converge vers une limite ly, donc e*» — e = (¢ # 0, soit
lim nyn =/ # 0 donc

mﬁmn@
n"\/ﬁ

fen

n! ~n—+o00

[T
L’équivalent précédemement obtenu donne 1 oo Foniq et

7 T (2n)! O T ml Diowle 1
n =5 ~n—4o0o0 te2 - . ou = —.
LT 22n(nl)? teeg 22n(”"f) V2n V21

I Probléme2

—1\"
R 26 Posons a, = (=1) . Ona(-1)"a, = > 0 donc la série est alternée.
n+x n+x

De plus |a,| = T donc nlirfm la,| = 0.

De plusn <n+1donc0<n+z <n+1+zx donc |aps1| < |an|. La suite (Jay,|) est décroissante donc d’aprés
C.S.S. A, la série Y a, converge.

R 27 Toujours d’aprés CSSA, la somme S (x) est du signe de uqg et vérifie |S (x)] < |ag].
Orag=1>0donc0<S(z) <2

R28 Siz>0 (@) +S@t1) =Sy D 5% (D7 3§
b O NE v CSon+z nzon—|81+x_n0n—|—x

()”f()

-1 n+x

HI'—‘

3



()" (D" 4D ()" () (ata—n—y)

R29 OnaS(y)—S(x)=> Y= >

nfon‘f‘y 1n;on+l’ wson+y n+r = (n+z)(nty)
donc S(y)—S(a:):(aj—y);::O (n+(:c-_)(21+y)
(=" I G O

est du

R 30 On montre de méme que la série Y est spéciale alternée donc Z

(n+z)(n+y) o(n+z)(n+y)

1
signe de son premier terme — > 0.

Ty
Si0 <z <y, aorsx—y < 0 donc S(y) —S(x) < 0 d’aprés la question précédente donc la fonction S est
décroissante.

P ™ 1)"
R 31 D’aprés ce qui précéde, |S (y) — S (x)| = |(x — y) Z e —|—(x) T ) ‘
Pour x > a ety > a, par le CSSA Jrf:o (=" < ! < e donc
—ay=ab e ) (nty)| T 0+ a) (0+y)| T a?

1S ()~ S ()] < 5w~ )l

R 32 La fonction S est lipschitzienne sur [a,+oo| donc continue sur |a,+00| avec a > 0 quelconque donc S est
continue sur |0, +o00|

1 1
R 33 La fonction S est continue en 1 donc im S (z +1) = S(1) et lim — = 400 donc S(x + 1) = 0,9 (—)
T

—0 z—0t T

1 1 1 1
OrS(z)=—-—S(x+1) donc S (z) = E+ox_>0 (E) ~a—0 -

X

1
R 34 On sait que pour x >0 on a S (z) + S (x + 1) = — et la fonction S est décroissante donc S (x) > S (x + 1)
T
1

donc S (z) + S(x+1) <25(x) donc S(z) > —. Pourxz >1, S(z—1)+ 5 (z) =

= < -
5 x_letS(x)_S(x 1)

1 1 1 1 1
d _1 > 25 (z) d < done — < ¢ e —
onc S(x—1)+ S(x) > 25 (x) 0ncS(:v)_2(x_1) one o S(>_2(x—1)62(x—1) rtoo o
1
donc S () ~pioo 55 " +00.
1 n k 1 n o1 1= (=t
R35 Onag.()=——— S (-1 th =g, (t) = ——— 3 (—t)" = -
nagt) =1 RV =a® = L =y 141
tn+1
done |gn (t)] = T <" cart > 0.
1 1 1 nt1 tn+2 ' 1 FJRRN :
R 36 0na|un|=‘fo gn(t)dt‘ﬁfo |gn ()] dt < [ t"H1dt = ] e d'ou lim u, =0.
R 37 Par ailleurs u, = [, ! ——dt — i(—l)kfltkdt = In(2) — zn: (_1)k. Or lim Zn: (=1 = S(1) et
01+t k=0 0 =0 k+1 n—+too f—o k +1

lim u, =0 donc S (1) =1n(2).

n—-+o00

_1)F
R 38 La série Z ( )1 est spéciale alternée (déja vu) donc |In(2) — S, (1)| < |ans1| (notation de la premiére

question pour x = 1) donc |[In(2) — S, (1)| =
Sin > 98 alors [In (2) — S, (1)] <1072,




R 39 OnasS(x :1_5 r+1)etlimS(x+1)=S5(1) donc S(x+1)=5(1) 4+ 0,9 (1) donc
x 0

S(z) = % 1 (2) + 050 (1).

R 40 Posons u, = v, + U3pi1 + Uspia-
1 1 1 1 1 1 < 1 1 >
On au, = = .
2n

m+1 4dn+2 4dn+4 4dn+2 4dn+4d 2 1 2n+2

3n+2 n 1 7 1 1 1 2n+1 (_1)1' 1 1
OnaTympm=3 == ) =2 > L =28, (1) = = 1n (2).
naTongz = 2, Von =20 2;)(27,4—1 2@+2) 5 2 g1 2ot (D) noieo 5 2)

1
R 41 On a T3, = T340 — (V3pg1 + U3ni2) €t lim v, =0 donc lim T3, = 3 In (2) et de méme

n—-+00 n—-+o00

In (2)
2

(résultat analoque & celui pour la suite des termes
In (2)
2

lim T3, = éln (2) donc la suite (T,,) converge vers

n—-+4o0o

d’indices pairs et impairs) donc la série Y v, converge et a pour somme

R 42 Supposons que Y a, converge et posons o, =y a; etol, = > b; =Y a,u) Si N =max{p(i),i € [[0,n]]}.
i=0 i=0 i=0

“+00
Onao,<on<)> a, cara,>0.
n=0

/

+oo +o0
') est donc magjorée donc Y b, converge (et en passant a la limite, > b, < > a,).

n=0 n=0

La suite (o

+00 +00
R 43 On a a, = b1, donc si ) b, converge alors ) a, converge et Y a, < Y by.

n=0 n=0

+o00o +00
On en déduit que > a,, converge ssi » b, converge et »_ an, = Y. b,.
n=0 n=0

R 44 On a vs, = Ugp, U3p41 = Udns1 €6 Vsnia = Ugpny3.
Posons pour n € N, ¢(3n) =2n, p(3n+1) =4n+1 et ¢ (3n+2) = 4n + 3. @ est bijective car atteint tous les
pairs et tous les impairs eractement une fois.

+oo +o0
On a v, = Uy et Y vy = = > Uy, donc le résultat précédent ne subsiste pas si la série n'est pas & terme positifs.

10



