DM 3 (pour le 26 septembre 2025)

Exercice 1: lien entre convergence de ’intégrale et existence de limite

On s’intéresse a la nature de l'intégrale généralisée [ = f1+°° cos (t?) dt.

oo Sin (u
Q 1 Montrer que lintégrale généralisée | - ()

———=du converge.
Y g

s €os (u
Q 2 En déduire que lintégrale généralisée |, * ()

bV

Q 3 En déduire que ['intégrale généralisée I est convergente.

du converge.

Q 4 La fonction f : t — cos (t?) admet-elle une limite en +oc.

Exercice 2: Forme d’une dérivée n'“"¢
I
Soit f : 1
xTr —
cos ()

Q 5 Justifer que f est de classe C*. Calculer f' (z) et " (x).

P, (sin (z))

Q 6 Montrer que pour tout n € N, il existe un polynome P, € R[X] tel que f™ (z) = )
cos™ T

Q 7 Préciser le degré de P,.

Exercice 3:
Soit E un espace vectoriel sur R de dimension 3 et f € £ (F).
Q 8 Justiifer, en utilisant le déterminant, que f? # —idg.
On suppose dans la suite de l'exercice que f2 = —f et f # 0.
Q 9 Justifier que ker (f? + idg) # {0g}.
Q 10 Justifier que sia € ker (f2 +idg) et a # 0, alors (a, f (a)) est libre et f (a) € ker (f* + idg).
Q 11 En déduire que dim (ker (f% + idg)) = 2
Q 12 Montrer que E = ker (f) ® ker (f? + idg).

Q 13 Montrer que Im (f) = ker (f? + idg).

0
Q 14 Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est | 1
0

1



Exercice 4
Q 15 Préliminaire: Rappeler le théoréme "limite de la dérivée”

Premiere partie: Etude d'un exemple.
sin ()

six #0

Soit f la fonction définie sur R par f (z) = {
lsiz=0

Q 16 Justifier que f est de classe C* sur R* et calculer f'(x) pour x # 0.

Q 17 Montrer que [ est dérivable en 0 et préciser f'(0).

Q 18 Justifier que f est de classe C* sur R.

Q 19 Justifier que [ est de classe C? sur R* et calculer " (x) pour x # 0.

Q 20 Montrer que f est de classe C? sur R.

Deuxieme partie: Généralisation.
Soit f : R — R une fonction de classe C'* vérifiant f (0) = 0.

f(x) .
On pose, pour:ce]R,g(@:{ TSlx;ﬁO
f(0)siz=0

Q 21 Montrer que g est continue sur R.
Q 22 Montrer que g est de classe C' sur R.

Q 23 Justifier que g est de classe C™ sur R* et que

n

. " n! ek T
V€NV £0, g (1) = 5 3 (1) 0 (@)
k=0 ’

Q 24 Montrer que g est de classe C™ sur R (on pourra raisonner par récurrence).

f(0)

25 Justi vn € N, g™ (0) =
Q ustifier que Vn g\ (0) o

Remarque On verra dans le cours sur les séries entiéres qu’on peut obtenir ces résultats beaucoup plus rapide-
ment pour certaines fonctions dites développables en série entiére.



CORRECTION DM3

Exercice 1:

R 1 La fonction f : u — 51;1351;) est continue sur [1,400].
1 too 1 +oo Sin (1)
De plus, 0 < |f (u)| < 32 et =7 du converge donc. [ 3—/2du converge.
1
R 2 Sous réserve de convergence, 'IPP avec v' (u) = cos (u) et w (u) = N donne
u

[ree cos (u)d _ | _sin(w) oo oo SiD (u)d
1 \/ﬂ U = \/ﬂ 1 o M
Or lim = () = 0 car sin est bornée et eroo sin (u) 00 €O (u)

u—~+00 \/a 2u3/? \/ﬂ

R 3 La fonction u : t — t* est une bijection de classe C' strictement croissante de |1, +oo[ sur |1, +o00|.
Sous réserve de convergence, le changement de variable donne

I = [ cos (2) dt = [ 25 )tht [t COS\/_)

R 4 Posons u, = v2nm et v, =2nm+m. Ona f(u,) =1 et f (v,) =

Si f admettait une limite | en +o0, alors, par composition des limites, on aumzt hI_P f(uy,) = hlil f (o) =1,

1

du converge donc f

du converge.

du qui converge donc I converge.

ce qui contredit ce qui précéde donc la fonction f n’admet pas en +oc.

Exercice 2: Forme d’une dérivée n'“"¢
|55~ ®
Soit f : 1
T
cos ()
R 5 La fonction f est de classe C*° comme inverse de fonction C*> qui ne s’annule pas.
_ sin () , 1
On obtient f'(z) = cosQ( 7= = f'(x) =sin (z) X o (2)
1 2sin® (z)  cos® (z) + 2sin® () , , 1 + sin? ()
"(x) = = début de | t tel = ————=).
f" (x) cos (7) + cos® () cos® () ( début de la question suivante cos? (2) )
R 6 La relation est vraie pour n = 0,1,2 avec Py =1, P, = X et P2 =1+ X2 d’apres la question précédente).
Soit n € N, il existe un polynome P, € R[X] tel que ™ (x) = (Si ix))) P, (sin (z)) x (cos™™ (z)).
cos" T (o
P, (si 1 :
On en déduit f) (z) = %ri((?)) = cos (x) P! (sin (z ))XCOSTI()_'_ ), (sin (x)) (n +1) (—sin (2)) (cos™? (z
cos? () P!, (sin (x)) + (n 4 1)sin (z) P, (sin (z)) (1 —sin®(z)) P, (sin (z)) + (n + 1) sin () P, (sin (z))
J0) (2) = - .
cos™t2 (x) COS"+2 (x)
Pas (sin (2)

Si on pose Poy1 = (1 — X?) P, + (n+1) XP,, alors P,,1 est un polynéme et f™ (z) = -
cos™t2 ()

R 7 Montrons que deg (P,) = n par récurrence sur n.

C’est vrai pour est vraie pour n = 0,1, 2.

Supposons que deg (P,) = n.

Onadeg((1-X?)P)=n+1etdeg((n+1)XP,) =

Soit a,, le coefficient dominant de P,. On a (1 — X?) P! = —nanX”“—i-Qn et(n+1)XP,,Pi=(n+1)a, X"+

R, avec deg (Q,) < n et deg(R,) < n donc P,y1 = a, X" +Q, + R, donc deg (P,i1) =n+1 et B, et Py

ont méme coefficient dominant (qui vaut donc 1).

w



Exercice 3

R 8 Supposons f> = —idg. On en déduit que det (f2) = det (—idg) = (=1)°. Or det (f2) = det (f)* donc
det (f)? = —1 absurde car det (f) € R.

R 9 Si ker (f2+idg) = {Og}.alors f? + idg est injectif donc bijectif (endo + dim finie) et f> = —f donc
2+ f=0=(f*+1idg)o f. En composant par (f*+ idE)_1 a gauche, on obtiendrait f = 0, ce qui contredit
Uhypothése donc ker (f? + idg) # {0g}.

R 10 Si (a, f (a)) est liée, alors AN € R, f(a ) = \a donc f?(a) = \?a = —a car a € ker (f> +idg). Ora #0
donc \* = —1 absurde car \ € R.
De plus (f* +idg) (f (a)) = (f*+ f) (a) = 0 donc f (a) € ker (f* + idg)

R 11 On a1 < dim (ker (f? +idg)) < 3 d’aprés la question 9
Si dim (ker (f? 4+ idg)) = 3 alors ker (f* + idg) = E donc f* +idg = 0, ce qui contredit la question.8
Le cas dim (ker (f? 4 idg)) = 1 n'est pas possible d’aprés 10 donc dim (ker (f% + idg)) = 2.

R 12 Soit x € E. Montrons qu’il existe un unique couple (a,b) € ker (f) X ker (f? + idg) vérifiant v = a + b.
Analyse: Supposons x = a + b, (a,b) € ker (f) x ker (f? 4+ idg). On a alors (f*+idg) (x) = (f* +idg) (a) donc
fP(x)+z=f*(a)+a=aetb=—f2(x). Dou l'unicité du couple (a,b).

Synthése: Posons a = f*>(x)+x etb=—f?(z). On a bien x = a +b.

Montrons a € ker (f): f(a) = f3(z)+ f(z) = 0.

Montrons b € ker (f? +idg): (f?+idg) (b) = —f4(z) + f2(x) = f(—=f2 () + f(x)) = 0 donc E = ker (f) &
ker (f2 + idg).

R 13 On a (f?>+idg)o f =0 donc|Im (f) C ker (f* +idg) |.
0 dim (Im (f)) = dim (F) — dim (ker (f)) (th du rang)

7’{ dim (ker (f? + idg)) = dim (F) — dim (ker (f)) (propriété des sev supplémentaires)
On en déduit que Tm (f) = ker (f? + idg).

R 14 Soit a € ker (f? +idg). On a Si (a, f (a)) est une famille libre ker (f* +idg) (d’aprés @ 10) donc base de
ker (f% +idg) (d’aprés Q 11)

Or E = ker (f) @ ker (f% +idg) donc dim (ker (f)) = 1 et si ¢ est un élément non nul de ker (f) (a, f (a),c) est
une base de E.

On a f?(a)+a=0 donc f (f (a)) = —a

donc|dim (Im (f)) = dim |

0
Dans cette base (a, f (a),c) la matrice de f est | 1
0

Exercice 4

R 15 Soit f : [a,b] = R. On suppose que f est dérivable sur |a,b] et continue en a.
Si f' admet une limite réelle | et a, alors f est dérivable en a et f'(a) =1

zcos(x) —sin (x
R 16 Par théoréme sur les opérations sur les fonctions, f est de classe C' sur R* et f'(x) = (z) 5 ( )

x
R 17 zcos(z) —sin (z) = 2 (1 4+ 0,0 () — (T + 020 (2?)) = 0,0 (z?) donc f' (z) = 0$+2(:172) = 0,0 (1) donc
xl%]{?#o @) =0.

De plus, On a }:13(1) sinx(x) =1 donc [ est continue en 0 donc, par le théoréme limite de la dérivée, f est dérivable
en 0 et f'(0) = ml%%lio f'(xz)=0.



R 18 f est de classe C' sur R* et f'(0) = 1%m¢0 f'(z) =0 donc f" est continue en 0 donc f est de classe C*

sur R.

R 19 [ est C? sur R* (th op) et f
22 (—xsin (z)) — 2z (vcos(z) —sin (z))  —x?sin(x) — 2z cos (z) + 2sin ()

() = =

i 3

—22 (2 + 0y (z)) — 22 (1 - ‘%2 + 020 (m2>) +2 <l’ - %3 T Oz—0 <*”33)>

R 20 On en déduit que " (x) =

3
1
.133 (—1—’—1—5) +O$_,0 (:[‘3) _lx?) 1

I _ ~ 3 : 7 _ _ =

[ () = 3 om0 —g— donc lim f7(x) :
1
Comme f' est continue en 0, le théoréme limite de la dérivée donne f" (0) = ~3 (et donc f" est continue en 0)
donc f est de classe C* sur R.
— f(0
R 21 Onag(z)= /(@) _J () g( ) —2—0220 f'(0) = g (0) donc g est continue en 0. Or g est continue sur
x T —
R* (th opérations) donc g est continue sur R.
/ —_—
R 22 La fonction g est C' sur R* (th opérations). Six # 0, alors ¢’ (v) = zf (z) 5 / (:z:)
x

Or f(z)=f(0)+ f(0)x+ %f” (0) 2% + 050 (22) et ' (z) = f/(0) + f" (0) & + 050 (z) (Taylor-Young) donc

% £7(0) 22 + 040 (22)

12

_ 1 " : / _
=5/ (0) 050 (1) done lim g (x) =

1
2! (1) (£) = 517 (0)a*0uo (1) et g (1) =
1
o1 (0).
Or g est continue en 0 donc d’aprés le théoréme limite de la dérivée, g est dérivable en 0 et g’ (0) = l%m#o g (v) =

1
§f” (0), ce qui entraine la continuité de de ¢’ en 0 donc g est C' sur R.

R 23 On a, pour x #0, g(z) = f () x =1, Posons h(z) =z
On montrer par récurrence sur k que h® (z) = (—=1)" x k! x 2751 done d’apres la formule de Leibniz,

- $111+1 Z <Z)$kf(k) (2) (=1)" x (n —k)! = $Zl Z (—1)" " % ®) (z)

R 24 f est de classe C* d”onc d’apres la formule de Taylor-Young appliquée o f* & lordre n —k +1 et 0,



f®(z)y= T (z"* 1) donc
=0 ?
- R 2 (k) .l — oy JE(0) i n—k+1
> (-1 0@ = > =1 T > — 2+ 0,0 (z77FHY)
k=0 k=0 L i=0
n [n—k+1 i ZL’IH_i '
_ Z (_1>TL— Wf(k+l) (O) 4 Or—s0 (:CTH*I)
k=0 L =0 o
n [n+1
= (=" (1" = /0| + 000 (2"
pard Jzk k'(J— k)! 2o (o)
n J
— (_1)" ()
= G O ]
j=0 k=0
n k
) (0) (1) CD. o (o)
2|1 ((n+1) — k)!

(-1)*

Orsij>1, alorsz j'zj:( DF () =11+ (~1)) =0 donc

o k! (j —k)! k=0
kﬁ:o(_l)k % ®) () = 21 (0 )kﬁ:o R (_1)) Bl + 0p—o (2"Y) car pour j =0, f9)(0) = f(0) =0 donc
no (-1
l.n—l—lf(n-&-l ( ) Z + 040 (:U’H'l) n \k
g(n) (z) = (=1)"n! k=0 k;le k)! = (-1)" n!f(n—f—l) (0) ,go ﬁ + 0z0 (1)

n i k
done limy_g 420 g™ (z) = (=1)" ! f&+V (0) kz;o X ((n(+11)) — k)

Montrons par récurrrence sur n que g est de classe C™ sur R :
- C’est vrai pour n =0 (continuité de g).
Soit n > 1. Supposons g de classe C"~!
opérations) et

- g™V est continue en 0

- g1 est dérivable sur R*

sur R. Montrons que g est C™ sur R. La fonction g est C™ sur R* (th

, (g(”*l))/ = ¢ admet une limite réelle en 0

donc (th limite de la dérivée, g""~Y) est dérivable en 0 et g™ (0) = I}Jm;éo g™ (x), ce qui entraine que g™ est

continue en 0 donc que g est de classe C™.

n _1\F (n+1) n+1
R 25 On adonc g™ (0) = (—1)" n! f*+1 (0) kz::() 1 ((n(—l—ll)) 7)) =(-1)" fn——l—i()) <k§:0 (nzl) (_1>k - (_1)n+1>'
Or:;:] ("Zl) (—1)k =(1+ (—1))7”rl =0 donc g™ (0) = f(:“——:i(])



