DM 4 (pour le 3 octobre 2025)

Exercice 1: Equation différentielle du deuxiéme ordre

Q 1 Méthode de Lagrange, cas général
Soit a et b des fonctions continues sur un intervalle I et (Ey) :y" +a(x)y +b(x)y =0.
Soit yo une solution sur I de (Ey) qui ne s’annule pas

On pose y (z) = z (x) yo (z). (c’est a dire plus précisément z (x) = et donc siy est deux fois dérivable si et
seulement si z est deux fois dérivable).

Montrer que y vérifie (Ey) si et seulement si z vérifie (E}) : yo (z) 2" + (2y, + ayo) (x) 2/ = 0.

Soit 'équation différentielle (12 + 1) y” (t) — 2y (t) = ¢ : (E). On utilise ce qui précéde pour déterminer les
solutions de I’équation homogene associée (Ep) sur R.

Q 2 Déterminer une solution polynoémiale yo de l’équation homogéne (Ey) associée.

Q 3 On pose y(t) =yo (t) x z (t).

a Montrer que y est solution de (Ey) si et seulement si z est solution d’une équation (Ej) a préciser.

4t

b Résoudre l’équati "t
ésoudre equazonv()+1+t2

v(t)=0

U2

c Calculer, pourt € R, fg mdu.
+u

d Résoudre (Ey).

Q 4 En déduire les solutions de (F).

Exercice 2:

Soit A et B deux matrices M,, (K). Pour (i,7) € [|1,n|]%, on note E;; la matrice carrée de taille n dont les

coefficients sont tous nuls excepté le coefficient de la i€ ligne et de la j*™ colonne qui vaut 1.

Q 5 Exprimer tr (AE; ;) en fonction des coefficients de la matrice A.

Q 6 On suppose que pour toute matrice M € M,, (K), on a tr (AM) = tr (BM). Montrer que alors A = B.

Q 7 Justifier que lapplication fa : M, (K) — K définie par fa (M) = tr (AM) est une forme linéaire.

Q 8 Soit f une forme linéaire de M,, (K). Montrer qu’il existe une unique matrice C € M, (K) telle que f = fc.

Q 9 Soit une forme linéaire f de M,, (K) qui vérifie ¥ (M, N) € M, (K)*> f(M x N) = f (N x M).
Montrer qu’il existe a € K tel que VM € M,, (K) on a f (M) = atr (M)



Exercice 3: matrices de trace nulle et matrices 4 diagonale nulle.

Soit A € M,, (R) et f € L(R™) canoniquement associée a A et by la base canonique de R".
On suppose que A # 0 et tr (A) =0

Q 10 Montrer que si pour tout e € R™ la famille (e, f (e)) est liée alors il existe X € R tel que A = \I,,.
Q 11 En déduire qu’il existe e € R™ non nul vérifiant: la famille (e, f (e)) est libre.
Q 12 En déduire qu’il existe une base b de E dans laquelle la matrice de f est une matrice définie par blocs sous

forme (%‘%) avec A €e M,,_1 (R), X e M,,_11(R) et L € My,—1 (R).

Dans la suite, les notations A’, X’ et L’ font référence au matrices obtenues dans la question précédente.

Q 13 Soit Q € GL,,_1 (R) et P définie par blocs sous forme P = ( (1) 221’"1 )
n—1,1

Montrer que P est inversible et préciser son inverse .

Q 14 Soit A” € M,,_1 (R). On suppose que A” est semblable ¢ A’.
!/
Déduire de la question précédente qu’il existe X" € My_11(R) et L" € My,—1 (R) tels que ( 0 | L ) et

X' | A
0 LI/
( X7 A ) sont semblables.

Q 15 Une matrice carrée est dite a diagonale nulle si et seulement si tout ses coefficients diagonauzr sont nuls.
Montrer qu’une matrice A de M,, (R) est de trace nulle si et seulement si il existe une matrice & diagonale nulle
semblable a A.



CORRECTION DM4

Exercice 1:

R 1 Onavy=zyy doncy = 2"yo + 2y, donc y" = 2"yo + 22"y, + 2y .

donc

(Eo) & (Z"yo+ 22"yo + 2yy) + a (2'yo + 2yp) + bzyo = 0
& oy 4+ (2yp 4+ ayo) 2" + (yy +ayy+bye) 2=0=0
S Yo"+ (2yy + ayo) 2 =0 car yo est solution de (Ejp)

Y +a(@)y +b@)y =0 (2yo+ 22"y, + 2yl) + a (2'yo + 2y}) + bzyg = 0

R 2 On remarque que yo;t — (t*> + 1) est solution de (Ey).

R 3 On posey =1y X z.

2
a En reprenant la premiére question avec (Ey) :y" (t) — o 1y’ (t) =0:(Ep) on obtient
(Ep) © yo2" + 4tz =0 & 2" + 7 +t2z’ =0:(E}).
At - , . . ,
b En posant a (t) = R dont une primitive est A(t) = 2In(1+t*), on obtient comme solutions de v’ +
4t
mv = 0.les fonctions:
—21n(14¢2) A
t— Xe = ——— avec A € R quelconque.
(1412)
(1 1
c Ona [y —— T = Ldu =t — arctan ().
1 —2u
IPP avec f (u) = et’u:—et u)=uetg (u)=1:
) T ) = g o) = ety
1 ¢ —2u2
donc ft ——dt = “ — t—UQdu donc
01 +u? 1+ u? 0(1+u2)
2 1 1 t 1 t
fg “ == fot dt — = — | arctan (t) — —— | .
(1+u?) 2 1+ u? 1+¢2 2 1+ ¢
d or [ ! = )_u2d tan (¢) L tan (¢) ! ! tan (¢) + !
r ——— —u:arcan — — | arctan (t) — = — | arctan .
" 1+u (14 u2)? 2 1+ 2 2 1+ 2
A
Or y vérifie & 2 vérifie v + v=0&3dNeR, 2 :t— ——

@EI(A,;L)GR,Z:?EH%<arctan(t)+ )+,u(:)

1+ t2
I\ pu) ER, y:tr—>%((1+t2)arctan(t)—l—t)—i—u(l—l—tQ).

t
R 4 On remarque que t — —3 est solution de (t* +1)y" (t) —

fonctions:

t— %((1 + t*) arctan (£) — ¢) + p (1 +t2) —

2y (t) = t donc les solutions de (E) sont les



Exercice 2:

§¢ col
0---0 a;; 0---0
R 5 OnaAE;; = . . . donc tr (AE; ;) = aj;.

0--0 ap; 0---0

R 6 Supposons que pour tout M € M,, (R), on atr (AM) =tr (BM). On a alors aj; =tr (AE; ;) =tr (BE;;) =
b;i donc pour(i, j) quelconque donc A = B.

R 7 L’ensemble d’arrivée est K. De plus fa (AM + uN) = tr (A(AM + uN)) = tr (AAM + pAN) = Xtr (AM) +
wtr (AN) par linéarité de la trace donc fa (AM + uN) = Afa (M) + ufa (N) donc fa est une forme linéaire.

R 8 L’application f est linéaire donc est définie par l'image d’une base. Posons f(E;;) = w;;. En posant
a,; = uj;, on aura tr (AE;;) = f(E;;). La famille des E;; étant une base de M, (K), on en déduit que
VM e M, (K), f(M) =tr(AM) donc f = fa.

R 9 L’application f est une forme linéaire donc il existe A € M, (R) telle que f = fa. Soit (M,N) € M, (K)?
f(MxN)=f(NxM) donctr(A(MN—NM))=0. Soiti#jetM=E;; et N=E;;. Ona MN =E,; et
NM =0 donc tr (A(MN — NM)) = tr (AE; ;) = 0 donc a;; = 0. Prenons maintenant M = E; ; et N = E;;.
Ona MN =E;; e¢ NM = E;; donc tr (A(MN — NM)) =tr(A(E;,; — E;;)) = a;; — a;;. On en déduit donc
que A est de la forme kI, et donc pour tout M, f (M) =tr(AM) =tr (kM) = ktr (M) donc f =k tr.

Exercice 3:

R 10 Question traitée en exercice: Si f € L(E) vérifie Vo € E, la famille (z, f (z)) est liée alors il existe A tel
que f = Midg.

R 11 On aA # 0 et tr(A) =0. SiVe € R", la famille (z, f (x)) est liée alors il existe A tel que A = \I,, donc
tr (A) = nA = 0 donc A = 0 donc A = 0, ce qui contredit ’hypothése A # 0. donc il existe e € R"™ non nul
vérifiant: la famille (e, f (e)) est libre.

R 12 On compléte la famille libre (e, f (e)) en une base by = (e, f(€),es,...e,). Dans cette base, la premiére

0
! 0 | L
colonne de la matrice est | 0 | donc le la matrice de f est une matrice définie par blocs sous forme < X A4 )
0
avec A’ € M1 (R), X € My_11 (R) et L € My,,1 (R).
R 13 En posant R = 1 ‘ 01;”1_1 , les régles du produit par blocs donnent PR = 1 ‘ 01’"111 =1,
On-1,1 ‘ Q@ On-1,1 ‘ QA

donc P est itnversible d’itnverse R.

R 14 On suppose que A" est semblable a A’ donc il existe Q € GL,_1 (R) telle que A" = Q71 A'Q
Avec la matrice R inversible définie dans la question précédente,

L (0 | I _ (1 | Oppt ) < 0 | L ) ( 1 | O1p1 )
R ( XA )R < On—11 ‘ Q! X! ‘ A On-11 ‘ Q
1 01,0 0o | L 0 L . , 0o | L'
- < On_11 Qlil : > ( X7 A’g ) = ( QX" Q%A’Q ) qui est bien de la forme < 7 A )

4




R 15 Sens réciproque: Si A € M,, (R) est semblable & B matrice & diagonale nulle alors tr (A) =tr (B) =0
Montrons le sens direct par récurrence sur n € N.

Sin=1. 8i A de M (R) est de trace nulle alors A =0 donc A semblable ¢ 0 qui est a diagonale nulle.

Soit n > 2. Supposons que toute matrice de M,,_1 (R) de trace nulle est semblable o une matrice a diagonale
nulle.

Soit A € M, (R) de trace nulle. D’aprés ce qui précéde, A est semblable & une matrice de la forme A; =

0o | L
X' A )
et par propriété des matrices semblables tr (A) = tr (Ay) = tr (A") donc tr (A’) = 0 donc (HR) il existe A" €
M, (R) a diagonale nulle semblable a A’.
"
X// A//
Par transitivité de la relation "est semblable”, A est semblable a A”, ce qui achéve la récurrence.

Par la question précédente, Ay est semblable a une matrice Asde la forme ( ) qui est a diagonale nulle.



