Exercice 1 Soit h une fonction continue de R dans R admettant 0 pour limite en +o0o. Montrer que toute solution de l’équation
y +y=nh sur R admet 0 comme limite en +oco.

Solution de ’exercice:
La méthode de variation de la constante aboutit aux solutions: y : z — Ae™® + y, (¢), A € R avec y, (z) = ™% x fx eth (t
Soit € > 0. On a :EEr-lr-looh () =0 donc 3A > 0 tel que Vt > a,|h (t)| < e/2.
Pour z > a, On a y, (x) = e~ " x [ e'h (t)dt + e x [ e'h (t)dt.
lyp (2)] < e™% x| [ eth (t) dt| + e x \fg” e'h (t) dt|.
Or e x |[Teth(t)dt| <e ™ x [Tet|h(t)|dt < e xe/2 [ eldt <e/2x e (" —e®) < e/2.
De plus, Tim e™®x [ [y e'h (t)dt| = 0 donc 3B > 0,¥z > B, e x | [ e'h (1) dt| < /2.

Six > max(A, B), on a |y, (z)| < 2¢/2 =¢e. On peut prendre € > 0 quelconque donc Emyp = 0 donc Emy =0

Exercice 2 Soit (b,) une suite de réels. On suppose que la Y b,x™ série entiére Y b,x™ admet un de rayon de convergence égal & 1
+oo

et on pose, pour x € |=1,1[, g(z) = > bpa™. Soit (£): (1 —z)y' (x) +y (z) = g (x). Montrer que I’équation (£) admet une solution
=0

sur ]—1, 1] développable en série entiere (on pourra appliquer la méthode de variation de la constante).

Solution de l’exercice:
La solution de 1’équation homogene est = — A (1 — z) (laissé au lecteur)
En posant yo (z) =1 —z et y = zyg, on a y vérifie (£) & 2'yp =g & 2/ = 9 soit,
Yo
1

Vo e|-1,1[, 2/ (z) = g (z) x T

Orzrg(z)etetz— 1
sur |—1,1[ (th sur le produit de Cauchy de SE)

sont développables en série entiére sur |—1, 1] donc = — g (x) x est développable en série entiére
— T

Une primitive z de z +— g (z) x

est développable en série entiere sur |—1,1[ (th sur les primitives de SE).

La fonction x +— (1 — x) x z () est solution de (£) développable en série entiére sur |—1, 1] :

+oo +oo —+oo
Ici le th sur le produit de Cauchy de SE est inutile: Si Y ec,2™ converge alors (1—1x) Y ¢,z = Y cpz™ — >, cpz™tt =
=0 = =
+(X> n n
co + Z (Cn +Cn_1)$

n=1

Remarque: on doit pouvoir exprimer les coefficient de la solution en fonction des b,,.



