PSI DS 2 (le mercredi 8 octobre 2025)

Le sujet comporte 4 pages

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et la concision de la rédaction.
St un candidat est amené a repérer ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et
devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.
| Les calculatrices sont interdites |

Lorsqu’un raisonnement utilise le résultat d’une question précédente, il est demandé au candidat
d’indiquer précisément le numéro de la question utilisée.

Les questions doivent étre rédigées dans ’ordre (quitte a laisser de la place pour revenir sur
une question ultérieurement).

applications directes du cours

32n+1
Q 1 Justifier de la convergence et calculer la somme de la série Y .o ———

n!
n
3 2n

rEaV

Q 3 Rappeler le développement en série entiére de In (1 — z) et de In (1 + x).

Q 2 Déterminer le rayon de convergence de la série entiére ) -,

2n+1 %) 2n+1
Déterminer le rayon convergence R de la série entiére 1 et calculer nZ::O an 1 pour x € |—R, R|.
]-1,0[U]0,1[ - R
Q 4 Montrer que la fonction f : In(1+ 2z) admet un prolongement de classe C* sur |—1,1].
xr— ——"
x

Q 5 Donner le rayon de convergence et la somme des séries entiéres Y nx™ et > n?z™ (pour x réel).

Exercice 1:

3 010
. . (31 , (40 (01 [ 0001
SOltlesmatrlcesA—(2 2),A—(0 1>etB—<1 O)etM— 50 2 0
01 00

Q 6 Montrer que M est semblable a la matrice blocs ( 2)4 OB )

Q7 C’alculerAx(i) etAx<_21>.

Q 8 En déduire que A et A’ sont semblables et déterminer P, € GLy (R) telle que Py 'AP, = A'.
Soit n € N.

Q 9 Déterminer P; ' et en déduire la valeur de A™.

Q 10 Calculer B™.

Q 11 Déduire des question précédentes la valeur de M™ (on pourra discuter suivant la parité de n).
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Exercice 2

Soit A € M,(R), D € M,(R), Be M, ,(R) et C € M,,(R).
On suppose que A est inversible.

Soit M la matrice définie par blocs par M = ( é g )

Q 12 Montrer qu’il existe E € M, , (R) telle que si N = ép ? alors M x N est triangulaire par blocs de
q
A0,y
la forme M x N = NS avec S € M, (R).
Préciser les matrices E et S obtenues.
Q 13 En déduire que det(M) = det(A)det (D — CA™'B).
Probléme 1
Dans tout ’énoncé de ce probléme,
e [ désigne un intervalle ouvert de R symétrique par rapport a l'origine ( [ = |—a, a[ avec a > 0 ou I = R)

e ©: I — R est une fonction paire, de classe C*° sur I.

e Toutes les fonctions considérées dans ce probléme sont & valeurs dans R.

On note (£) I’ équation différentielle linéaire homogene du second ordre en la fonction inconnue y de la variable
réelle x suivante :

(B) 9" (x) + ¢ (2)y (x) =0

e On note fy 'unique solution de (F) sur I vérifiant les conditions fy (0) =1 et f;(0) =0
et fi P'unique solution de (£) sur [ vérifiant les conditions f; (0) =0 et f] (0) = 1.

e On note S; 'ensemble des solutions de (E) sur I.

Les deux parties sont indépendantes.
Premiére partie:

Q 14 Montrer que siy est une solution de (E) sur I, alors y est de classe C* sur I.

Q 15 Montrer que si y est une solution de (E) sur I, alors la fonction z : x +— y (—x) est aussi solution de (E)
sur I.

Q 16 Montrer que fy est une fonction paire. On admet dans la suite que fi est une fonction impaire.
Q 17 Exprimer l’ensemble des solutions de (E) a l'aide des fonctions fy et fi.

Q 18 On pose, pour x € I, w(z) = fo(x) fi(x) — f§(x) f1(x). Montrer que la fonction w est une fonction
constante.

1
Q 19 On suppose que fy ne s’annule pas sur I et on pose u = ﬁ Montrer que u' = —.
0 0

Q 20 On suppose que I = } —g, g [ et la fonction x +— 5082 (x) est solution de (E) sur I.



a Déterminer les fonctions p et fy.

1
b Justifier que ——— = (1 + tan? (m))2 et utiliser le résultat de la question 19 pour en déduire f;.

/3 (z)

Deuxieme partie:

T
Dans cette partie, on suppose que I = ] 35 [ et w > 0. On se place dans le cas ou la fonction ¢ est constante

égale & w?, ce qui revient & considérer que (E) est I'équation différentielle:
Y (z) +w’y (z) =0 sur] —g, g [ ().

Q 21 Déterminer les solutions de l’équation (E) sur I. Préciser les fonctions fy et fi.

Q 22 Soit z une fonction de classe C*° sur |—1,1[ et y la fonction définie sur I par: Vo € I, y(x) = z (sin (z)).
Montrer que y est solution de (E) sur I si et seulement si z est solution sur |—1,1[ de ’équation différentielle
(Eo) -

(Eo): (L—13) 2" (t) =t/ (t) +w’2 (t) =0

Soit R € ]0,1].et (an),,cy une suite de réels. On suppose que la série entiére )  a,t" est de rayon de convergence

+o0
R et on pose, pour t € |—R, R[, z(t) = > a,t™.
n=0

Q 23 Montrer:z est solution de (Ey).sur |—R, R]| si et seulement si:

Vn €N, (n+2)(n+ Dayz — (n? — w?)a, = 0.

p—1

o

Qo

Q 24 Montrer que si z est solution de (Ey) alors pour tout p € N*, a9, =

Donner une expression de asp1 en fonction de p,w et a;.

Dans la suite, on note zj la fonction z obtenue dans la question précédente pour (ag, a;) = (1,0)
et z; la fonction z obtenue pour (ag,a;) = (0, 1).

Q 25 On suppose que w est un entier naturel pair, w = 2q. Montrer que zy est un polyndome.
Quelles sont les solutions polynoémiales de l’équation (Ey)?

Q 26 Déterminer le rayon de convergence des séries entieres Y ag,t?" et > ag,1t*P 1.

Q 27 Exprimer l'ensemble des solutions de (Ey) sur |—1,1[ a l'aide des fonctions zy et z;.

T
Q 28 Eaxprimer, pour x € } 53 [, cos (wz) et sin (wx) a laide des fonctions zg et z;.

Q 29 Soit m un nombre entier strictement positif.

Ezprimer cos (2mzx) et sin((2m + 1)), pour tout x € ]—g,g[, sous la forme cos (2mx) = P, (sin(x)) et
sin ((2m+1)z) = Qn (sin(z)) ou P,, est une fonction polynomiale de degré 2m et Q,, une fonction polyno-

miale de degré 2m + 1 dont on précisera les coefficients.
Ces expressions sont-elles valides sur R tout entier ?.

Probléme 2:

Soit n € N*,



Partie 1: matrices triangulaires & diagonale nulle

Soit M = (mi;); jyepny? € Mn (R).
On suppose que V (i, j) € [[1,71]]2, i>j = m;; =0.
Soit f l'application linéaire canoniquement associée & M et (eq,...,e,) la base canonique de R™.
Pour k € [[1,n]] soit F} le sous-espace vectoriel de R™ engendré par la famille (eq,...,ex).

Q 30 Déterminer f (Fy).
Q 31 Soit k € [[2,n]]. Justifer que f (F}) est contenu dans Fy_;.

Q 32 FEn déduire que M™ est la matrice nulle.

Partie 2: matrice nilpotente
Soit A = M, (R).

Soit g 'application linéaire canoniquement associée a A et by = (eq, ..., e,) la base canonique de R".
On suppose que A est nilpotente, c’est-a-dire que dp € N*, AP = (.

Q 33 Justifier que dim (Im (g)) <n — 1.

Q 34 En déduire qu’il existe k € [[1,n —1]], et A" € My_jn_i (R) et B' € M,,_j i (R) tels que A soit semblable

!/ !
a la matrice définie par blocs: ( A B )
On—kk | Ok

Q 35 Montrer que (A')’ = 0,k nr.
Q 36 En déduire qu’il existe une matrice M € M,, (R) semblable & A et vérifiant:

.. 2 . .
V(i 5) € [[L,nl]", i = j = mi; = 0.
Indication: on pourra raisonner par récurrence Sur n.

Q 37 Montrer que A™ =0

Partie 3: sous-espaces vectoriels contenant I’ensemble des matrices nilpotentes

On suppose que n > 2.
On note (Ei;); jienny? 1@ famille des matrices élémentaires de M, (R).
On pose H={M e M,,(R), tr (M) =0} et N ={M € M, (R), M" =0}

Q 38 Justifier que N C H.

Q 39 Montrer que N n’est pas un sous-espace vectoriel de M,, (R).

1 1\?
Q 40 Calculer < 11 ) .

Q 41 Soit F un sous-espace vectoriel de M,, (R) contenant N.
Montrer que F = H ou F = M,, (R).
Indication: considérer n> — n matrices élémentaires appartenant ¢ N et les n — 1 matrices F; définies par

Fi=—Ei1—Ei1+E;+E;; pur2<i<mn



Correction du DS 2

applications directes du cours

2n+1 (32)"
R1 Ona——=3x——

n! n!
pour somme 3e°.

(32)" 32n+1

32 L.
et > o converge et a pour somme > donc la série ), converge et a

n!
377/
n+ \/_
Si 3z < 1 (soit |z| < )

7

n++/n .

= 2 — 322

n+1l++vn+1 notoo

alors la série converge et si 3z > 1 la série diverge donc R =

Unp+1
Unp,

R 2 Posons u, = 22", Pour x # 0,

%JH

n —+o00 n
R 3 Pourze]-1,1[,onaln(l —x) = — Z —etln(l+z)etln(l+x)=> (—1)”_1x—.
n= 1 n n=1 n
" n—1y _ | 2 sin est impair
pour x € |—1,1[.onaln(1+2z) —In(1—2z) = ( ) - et (1+(-1) )—{ 0 sin est pair
0o 2n+1 0o 2n+1 1 ]_—f—[E
donc In (1 —In(1- =1 .
oncln(l1+z)—In(1—2x)= z_: 1 Z 1 211(1_x>
, . In(1+2) e
R 4 La fonction f est de classe C*° sur R*. On a hrr[l)— = 1 donc on peut prolonger f avec l’égalité
Tr— T
f(0)=1.
+00 n
Pourze]-1,1[, onaln(1+z) =3 (=1)*" L done si # 0, alors
n=1 n
+o0 xn —+o00 xn—&-l —+o0 l.n
—1 n—1-+ —1 n —1 n
o BT B BV e
N T N T N T 5 n+1

Cette égalité est aussi vraie pour x = 0. On en déduit que f est de classe C* sur |—1,1[ donc sur R.

R 5 Fuit en cours.

Exercice 1:

R 6 Soit f canoniquement associée & M et b= (e, ea, e3,€4) la base canonique de Myq (R).
Posons €| = ey, ey = e3, e = ey, ey = eq. La famille b’ = (€], €}, €%, €}) est une base de de My; (R) et

f(e1) = 3eyp + 2e;3 f(e}) = 3¢} + 2¢,
f(e3) =e1 + 2e; f(ey) = e + 26
A B N A IO
fes) = €2 f(,)—eé
31 00
donc maty (f) = g g 8 (1) (—‘—64 OB ) qui est donc semblable a M.
0010

wrcwwnan(1)- () o(D) orr(3)-(3)



R 8 Soit g canoniquement associée a A et by la base canonique de My, (R).

Posons Uy = ( 1 ) et Uy = ( _21 ) . La famille (Uy, Us) est libre donc base de Ma; (R)..

D’apres les questions précédentes, g(Uy) = 4Uy et g(Uy) = Uy donc matw, v, (9) = A" donc A et A" sont
semblables si Py = Py, u,) = ( } _21 ), on a PTTAP, = A'.

1
R 9 Le calcul de P[' donne P! = 3 ( _21 i ) .

Or A= PA'P7! donc A" = (PAPY)'=P(A)" P!

o (LSOOI 2 1) _ 1 2xan1 a1

omesm = 2 0 1/)3\—-11) 3\ 2x4m—2 a4n42 )

R 10 On vérifie que B? = Iy.donc si n est pair, n = 2p, B® = B* = (B?)" = I,, et si n est impair, n = 2p + 1,
B"=B®*xB=1,xB=B

R 11 Par propriété du calcul par blocs, (M')" = ( A" | 0 )

0 | B"
Dhu”‘epa’,rt (M/)n:mat(e’leéegeﬁl) (fn) 6tMn_mate1626364 (fn)
1 1
S@2x4"+1) 0 (4"—1) 0
Ll2xdartl an—11 | S, R 0
Sin est pair, (M')"=| 3\ 2x4"—2 4"42 >2 | done M™ = 1 1
02,2 | I 5(2><4"—2) 0 5(4"—%1) 0
0 0 0 1
1 1
S@2x4"+1) 0 (4"—1) 0
1/ 2x4m+1 4" -1 S, 0 2 o .
Sin est impair, (M')" = | 3\ 2x4" -2 4" 42 done M™ = | 4 1
0 | B §(2><4”—2) 0 §(4”+1) 0
0 1 0 0
Exercice 2
(A|B L,|E\ (A|AE+B
R12MN_(CD)<OIq “\C|CE+D )
OrAE+B+0& AE=-B< E=-A"'B. | | |
A|B I,| —A™'B AlO
_ A1 DAL _ P _
Pour E=A""B, onaCE+D = D—CA™"Bdonc M N (C’D ) < 0|7, ) (C’D—C’A‘lB )

R 13 On a det(M)det(N) = det(MN) = det(A)det(D — CA™'B) par la formule du déterminant triangulaire
par blocs

De plus, det (N) = det(I,) det(I,) = 1 par la formule du déterminant triangulaire par blocs.
On en déduit que det(M) = det(A)det (D — CA™'B).



Probléme 1:
Premiére partie:

R 14 Soit y une solution de (E) sur I. Montrons par récurrence sur n que y est de classe C".

La fonction y est deux fois dérivable donc est de classe C* sur I.

Supposons y de classe C™ sur I pour un certain n € N. Alors de y' = — ¢.y, comme @ est de classe C*®, on
déduit que " est de classe C™ donc y de classe C"2 et donc aussi de classe C™™ sur I.

Par récurrence sur n, y est de classe C™ sur I pour tout n € N donc de classe C™ sur I.

R 15 Soit y € S;. Comme I est symétrique par rapport a 0, on peut définir sur I la fonction z : t — y(—t) et
elle est de classe C* sur I cary lest. De plus, pour toutt € I, 2/(t) = —y/'(—t) et 2"(t) = y"(—t). Comme @ est
une fonction paire, Vt € I, 2"(t)+ ¢(t)z(t) = y"(—t)+ p(—t).y(—t) = 0. La fonction z est donc solution de (E)
sur 1.

R 16 Notons go la fonction définie sur I par : ¥Vt € I, go(t) = fo(—t). On a d’aprés la question précédente :
90(0) = fo(0) =1, g5(0) = —f5(0) = 0 et gy € Sr.D’apres le théoréme de Cauchy, il existe une unique solution de
(E) sur vemﬁant ces conditions initiales : par conséquent gy = fo et la fonction fy est paire.

R 17 L’ équation différentielle (E) est linéaire homogéne du second ordre et la fonction ¢ est continue sur I
intervalle: on sait alors que l’ensemble Sy des solutions de (E) sur I est un espace vectoriel de dimension 2.
Or (fo, f1) est une famille de solutions de (E) sur I, de cardinal 2. et (fo, f1) est une famille libre : Pour tout
(ag,a1) € R? tel que agfo+ a1 f1 = 0, en prenant la valeur en 0, ag = 0 puis comme f1 n'est pas la fonction nulle,
a; = 0. On en déduit que (fy, f1) est une base de Sy, ce que l'on peut encore traduire en disant que la solution
générale de (E) est ’ensemble des fonction de la forme f = agfo+ a1fi, avec (ag,a1) € R2.

R 18 La fonction w est dérivable et w' (t) = f§(t) f1(t) + fo (t) f1 (t) — f§ () f1 (t) — f§(t) f1 () donc
w' (t) = fo(t) fI (t) — f§ () fr (t). Or fy et f1 sont solutions de (E) donc f” (t)=—p(t )fz( ) On en déduit que
w' (t) = 0 sur lintervalle I donc que w est une fonction constante.

R 19 La fonction u = % est dérivable et u' = fol D’apres la question précédente, w est une fonction constante.
Orw (0) = fo (t) f1(0) = f5(0) f1(0) =1 donc v’ = f—og

R 20 Soit f:t+ cos®(t) sur I. On aVt € I, f'(t) = —2sintcost = —sin (2t) et f’(t) = —2cos (275)

Comme f est solution de (E) et ne s’annule pas sur I on a ¥Vt € I, —2cos (2t) + ¢ (t) cos? (t) =

donc p(t) = 252882((2;))) 2 (COS2C§22_(:;H2 (1) = 2(1—tan?(t)). On remarque que f(0) =1 et f'(0) = 0. Comme

la solution de (E) vérifiant ces conditions initiales est unique, fo = f.

1 1

R 21 On a B0 " oot @) (1 +tan? (¢))* = 1 + tan? (£) + tan? (¢) (1 + tan? (¢)).

! = 0 onc u = ﬁ = tan 1 an3 avec T = onc =
Oru(t)—fo()d (t)1 fo(t) t (t)+3t (t)+ A /\leR.Ofl(o) 0d Alo.
On a donc % (t) = tan (t)+§ tan® (t) donc f1 (t) = cos? (1) (tan (t) + 3 tan® (t)) = sin (t) cos (t)—l—g sin® (¢) tan ().

Deuxieme partie:
R 22 Déterminer dans ce cas la solution générale de ’équation (E) : y" (x) +w?y (t) = 0 admet comme solutions
les fonctions x +— Acos (wz) + Bsin (wx) sur I. On vérifie que les fonction fo et f1 sont fo : © — cos(wx) et

fiz — —sin (wz).
w
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R 23 La fonction z est C* sur |—1, 1] donc la fonction y définie pour tout x € I par y(x) = z (sin (x)) est C*

sur I.

De plus 3y (x) = cos (z) x 2/ (sin (z)) et y” (x) = sin (z) X 2/ (sin (z)) + cos? (x) x 2" (sin (x)) donc

y vérifie (E) sur I & Vrel, sm( ) 2’ (sin (x )) + cos? (z) x 2" (sin (z)) + w?z (sin (x)) = 0

y vérifie (E) sur [ < Vt € |—1,1[, t2'(t) + (1 —t*) x 2" (t) + w?2 (t) = 0 car t = sin (z) décrit |—1,1] lorsque x
décrit 1.

R 24 On suppose que z est solution sur|—1,1[ de (Ep) : (1 —t2) 2" (t) —t2' (t) +w?z (t) = 0 et z est developpable
en série entiére sur |—1,1].
La fonction z est donc de classe C* sur |—1, 1] et on peut dériver terme a terme:

+00 “+00 “+00 +00
2(t) = > apt™ donc Z'(t) = 3. na,t" ! donc t2'(t) = > na,t" = > na,t" car pour n =0, na, = 0.et
n=0 n=1 n=1 n=0
+oo +oo +oo
2'(t) = > n(n — 1)a,t" 2 donc t22"(t) = Y. n(n — Da,t™ = > n(n — Da,t™ car pour n = 1 et n = 0,
n=2 n=2 n=0
n(n —1)a, = 0.
+oo
De plus en effectuant le changement d’indice k =n —2, 2"(t) = > (n 4+ 2)(n + 1)a,42t™.
n=0
+o0
z est solution de (Ey) <Vt € |—-1,1[, Y. [(n +2)(n + 1)ayo — n(n — 1)a, — na, + w?a,)t" =0
n=0
+o0o
& Yln+2)(n+ Dans — (n* —w?)aylt" =0 = ZOt"

n=0
Par unicité du developpement en série entiére de Za fonctzon nulle, cette égalité équivaut a :
Vn €N, (n+2)(n+ 1)ans — (n* —w?a, = 0.

+oo

R 25 Comme pour toutn € N, (n+2)(n+1) #0, z = > ant™ est solution de (E') si et seulement si :
n=0
n? — w?
Vn eN, a,.9= a, : (R
P+ 2)(n+1) (®)
2(p—1))* — w? 2(p—1))° —w?(2(p—2))° — w?
En particulier, pour tout p € N*, ag, = 2 ) —w Aop—o = 2 ) —w 20 ) —w aop—4 et, de
(2p)(2p—1) 2p)(2p—1) (2p—2)(2p—3)
proche en proche,
2(p—1))° —w?(2(p—2))* — w? 0 — w?
o CO-DF R 0w
(2p)(2p—1) (2p—2)(2p—3) (0+2)(0+1)
ap 2=
Vp e N*,  agy = — 4k — w?): (1

2p (2]7)! H( ) ( )

p—1 _w2
(on peut rédiger la récurrence: pour p =1, —— [] (4k* — w?)ag = ——ag = as.

(2p)! =0 2
St l’égalité est vraie pour un certain p € N*, alors
(2p)” — (2p)” — o a Ftooa o ao
Agpro = a9y = X [](4k* — w?)ag = —— H(4k2—w)
PR 2 +2)2p+1) 7 20 +2)20+1) " (20) i (2p+2)!" 5o
L’égalité est vraie au rang p+ 1: la récurrence est établie).
De méme, pour tout p € N*, on a
a pl
Vp e N*, agpyq = —— 2%k +1)% — w?) : (2
p 2p+1 2p+1) kl;[O(( ) )+ (2)

Réciproquement, une suite (a,,) vérifiant (1) et (2) vérifie (R).
8



Qo q

R 26 Siw = 2q alors aggio = [T (4k* — w?) =0 car 4¢*> — w? = 0 et en utilisant (R), Vp > q¢+ 1, as, =0

(2p)! =0
donc zy est une fonction polynome de dégré 2q (car as, # 0).
q
De méme si Si w = 2q + 1 alors agyys = ﬁ [T((2k +1)* = w?) car (2¢+1)> —w? =0 et Vp > q+ 1,
p k=0

asp+1 = 0 donc 2, est une fonction polynome de dégré 2q+ 1 (car asqy1 # 0). Dans ces deux cas, les relations (R)
sont vérifiées et il n’y a pas de probleme de convergence de la série entiére qui est une somme finie.

R 27 Rayon de convergence de Y as,t?? dans le cas ot w n'est pas un entier pair: on a Vp € N, ag, # 0.
(2]9)2 — w? 2

t
p (2p+2)(2p+1)
[t| > 1 alors > agyt® diverge. Le rayon de convergence est donc Ry = 1.
On obtient le méme résultat pour Y asy,1t**+.

Up+1
u

Posons u, = agyt®. On a = —ptoo 12 donc si |t] < 1 alors Y asyt? converge et si

R 28 La fonction zy est définie sur |—1,1] et ses coefficients vérifient les relations (R) donc est zy est solution
de (Ey) (car le raisonnement fait en question 24 peut se faire par équivalence). De méme z; est solution de (Ey).
L’équation (Ey) est homogéne d’ordre 2 (coefficients continus et I intervalle) donc 'ensemble de ses solutions est
un espace vectoriel de dimension 2. La famille (zo, z1) est libre (prendre t = 0). On en déduit que les solutions de
(Eo) sont les fonctions z = agzo+ ay21, avec (ag,a;) € R?

R 29 En posant y (x) = z (sin (), si z est solution de (Ey), alors y est solution de (E).
Posons g (x) = 2o (sin (z)). On a go (0) = a9 =1 et g} (x) = cos () z; (sin (z)) donc g; (0)
(ap,a1) = (1,0) pour zp.

25(0) =a; =0 car

On en déduit grace au théoréeme de Cauchy que gy = fo donc que Vo € ]—g, g [, cos (wx) = 2o (sin (z)).

De méme V. e}__”,_”[’
e méme Yz 55

sinc(d—wx) = 2z (sin (x)).

R 30 Soit m un nombre entier strictement positif. D’aprés @ 26, en prenant w = 2m, cos (2mx) = z (sin (x))

et st w = 2m, alors zy est une fonction polynome P,, de degré 2m. On a donc
p—1

o . [T (4k% — w?)
Vo € ]—5, 5 [, cos (2mz) = Py, (sin (z)), ou P, = k;okzo(T)!sz'
sin ((2m + 1) x)

De méme,

= 21 (sin (z)) ou 21 est la fonction polynomiale lorsque w = 2m + 1. En posant Q,, =
w
p—1
o T2k +1)° —w?)
k=0
wzy, on a Q,, =w
! @ kzzo (2m + 1)!

prolonge sur [—E, E] . De plus, les fonction x — cos (2mx) et x — P, (sin (x)) sont w-périodique (car P, est pair)

X2kt En passant a la limite j:g, I’égalité cos (2mzx) = P, (sin (7)) se

donc Yz € R, cos (2mz) = P, (sin(x)). De méme Vx € R, sin ((2m + 1) z) = Q,, (sin (z)) (par prolongement par
continuité et imparité).



Probléme 2:

Partie 1: matrices triangulaires 4 diagonale nulle

R 31 La premiére colonne de A est nulle donc On a donc f(e1) = O donc si x € Fy alors 3X € R tel que
x = Aey donc f(x) = Af(e1) = 0p.
On a donc f (Fy) = {0g}.

n j—1
R 32 Sij e |[[1,k]] alors f(ej) =D mije; = > mije; € Fj_y C F_y car sii > j alors m;; = 0.
i=1 i=1
k k
Soit x € Fy,. On peut donc écrire x sous forme x = Y \je; et par linéarité f(x) = > Nif(e;) € Fy_1 donc
i=1 i=1

f(Fk) C kal-

R 33 Soit x € E = F, D’aprés la question précédente, f(x) € F,_y donc f?(z) = f(f(x)) € F,_» donc
2 (z) = f(f*(x)) € F_3 ...et de proche en proche, f*~'(x) € Fy donc f"(z) € {Og}. On a donc f" = Oggn).
Or A™ = mat(e,....c,) (f") donc A™ = 0.

.....

Partie 2: endomorphismes nilpotents

R 34 La composée d’isomorphismes est un isomorphisme. Si g était un isomorphisme, on aurait gP isomorphisme
donc g* # Oggy donc g n'est pas un isomorphisme donc g n’est pas surjectif (car E est de dimension finie) donc

E #1Im(g).

R 35 Soit F' un supplémentaire de Im (g) dans E et by une base de Im (g) et by une base de F' et b = (by,b2) la
base de E obtenue par jurtaposition .

Posons k = dim (F') > 0 d’apreés la question précédente.

Tout élément de la forme u (x) est combinaison linéaire d’éléments de by donc se décompose dans la base b = (by, bs)
avec ses k derniéres corrdonnées nulles.

A | B

La matrice de u est donc de la forme Ay = ( 010
k. k

) ,A, < Mn—k,n—k (R) et B € Mn—k,k (]R)

R 36 On a g* = Ogp donc A} = 0. Or, par propriété du produit des matrices triangulaires par blocs, MY

AP | B
est de la forme ( 0 Orr

AP = 0y, n—r, donc A’ est nilpotente.

> (a montrer par récurrence en utilisant les propriétés du produit par blocs) donc

R 37 Montrons par récurrence forte sur n qu’e pour toute matrice A nilpotente de taille n existe une matrice M
semblable a A qui vérifie ¥ (i,7) € [[1,71]]2, i>j=m;; =0.
Sin =1 et AP =0 alors A est nulle car sinon aucune de ses puissances ne serait nulle. On peut prendre M = A.
Soit n > 2. Supposons le résultat vrai pour tout i € [[1,n — 1]]
Soit A € M, (R) vérifiant AP =0 avec p € N*.
D’apreés la question précédente, il existe une base k entier strictement positif tel que A soit semblable & une matrice
!/ !/
de la forme Ay = ( A B > avec (A")P = 0.
0 | Ogr
A e M,_ k( ) et vérifiant (A")Y = 0 donc par hypothése de récurrence, A’ est semblable a une matrice M’
vérifiant m; ; =0 sii > j.
P1 0
0 | I

alors 0 Pl ‘ 0 = [ny. | 0 = 1, donc P est inversible et P~ = P O
0 Iy, 0
P P

1 A | B |0 (P‘10><A’P1 )
PlAP 1 _ 1
on e (o fk)(ook,k)(o%) 0T O

Soit P, € GLn i (R) telle que P[*A'Py = M’ et, si P =




P'AP | P.'B M | P'B
Posons M = P~1A| P = L L& ) = < 1
' ( 0 | Ok 0 | Ok

et M est semblable a Aq,qui est semblable a A donc M est semblable a A ce qui achéve la récurrence

). On a bien m;; =0 511> j,

R 38 D’aprés la premicre partie on a M™ =0 donc (P7*AP)" = P7APP = ( donc AP = 0.

Partie 3: sous-espaces vectoriels contenant I’ensemble des matrices nilpotentes

On suppose que n > 2. On pose H = {M € M, (R), tr (M) =0} et N ={M € M, (R), M™ =0}

R 39 Si M™ = 0 alors d’aprés la premiére partie, il existe une matrice M' semblable a M vérifiant ¥ (i, ),
i>j=mj;=0 et donctr(M)=tr(M')=0 donc NCH.

R 40 Pour n = 2, soit A = <8 (1)) et B = ((1) 8), alors A> = B? = 0 donc (A,B) € N> et A+ B =

( (1) (1) ) est de rang 2 donc inversible donc A+B ¢ N. Pourn quelconque, les matrice A,, = ( 0 4 002’"72 )
n—2,2 n—2n—2
et B, = ( 0 B 002’"_2 ) vérifient de méme (An, B,) € N? (utiliser le produit par blocs) et A, + B, ¢ N
n—2,2 n—2n—2

donc N n’est pas un sous-espace vectoriel.

2
) -1 1 0 0 -1 1
R 41 Onabzen(_l 1) —(Oo)doncA—(_l 1)€N.

On a H = ker (tr) et tr : M,, (R) — R est une forme linéaire non nulle donc H est un hyperplan vectoriel de
M,, (R) donc de dimension n? — 1.
Soit F' un sous-espace vectoriel contenant V.
La famille (£;;),,; est une famille libre de n? — n éléments de N (car de carré nul) donc F;; € F et E;; € H

. A0 . ) .
La matrice Ay = ( 010 ) appartient & N (A2 = 0 d’aprés la question précédente et le produit par blocs).
Plus généralement, si j € [[2, n]], la matrice A; = —Fy 1 — E; 1+ E1;+ E; ; est semblable & A, (faire un changement

de base inversant le deuxiéme et le ™ vecteur de base) et donc A? =0 donc A; € N.donc 4; € F et A; € H.
Or la famille 7 obtenue par juxtaposition des familles (Ei;),; i<, o izj €6 (Ai)ocic, est libre:
- <i,j< <i<

SiM =Y  w;E;+ > B;A; alors pour i > 2, m;; = 8, donc M =0 = Vi € [[2,n]] ,6, = 0 donc
1<i,j<n,ij i=2
>, ijE;; =0donc o ; = 0 car les matrices élémentaires forment une famille libre.
1<i,j<n,i#j
On en déduit que dim (vect (F)) = n? — 1. Les matrices de F appartiennent & H donc vect (F) C H et H est de
dimension n? — 1 donc vect (F) = H.
Les matrices de F appartiennent a F donc vect (F) C F donc H C F.et, comme H est de dimension n? — 1,

F=HouF=M,(R).
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REMARQUES

Attention 1 régle de D’Alembert: Implication! Pas équivalence

+o0o
Q1 évitez Y avant d’avoir la CV. D’Alembert inutile car se raméne & une série connue
n=0

Q3 DSE de In (1 4+ ) commence par « !

Q4: Penser a zf' (z) et 22 f" (x) simplifie les calculs

Q10: M? =0 = Vn > 2, M" = 0 mais B? = I,, n’entraine pas Vn > 2, M" =0
Q13: préciser déterminant triangulaire par blocs

Q14: PAS DE CALCULS (sinon formule de Leibnitz?)
Q15: Pourquoi ¢y’ (—z) 4+ -7

Q16 et 17: hypothéses des théoréemes?

Q18 [, (1 + tan? ())* dz avec u = tan (z)

Q22 Expliquer le lien entre les intervalles de résolution
Q23

Ramener toutes les sommes a partir de 0

Ecrire Vx et Vn a certains endroits

Q24 le résultat est donné: faire une récurrence propre.
Q25: Quand une série entiére est elle un polynéme?

Q30 confusion entre ensembles et vecteurs

Q31 et 32 Rédaction souvent a revoir

Q33.1a composition d’isomorphismes est un isomorphisme

Q38 tr (AB) # tr (A) x tr (B) en général.
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