DM 5 pour le 16 octobre 2025

Exercice 1:

On consideére I'équation différentielle (€) : ¢/ () — 22y () = 1 sur l'intervalle R.
Pour tout z réel, on pose u (z) = [; e~ dt.

Q 1 Résoudre l'équation (£) sur R en exprimant les solutions a l'aide de la fonction u.

Q 2 Justifier que lintégrale généralisée f0+oo e dt est convergente.

Q 3 Pour x >0, on pose v (x) = e®’ f;oo et dt.
Montrer que v (x) = 0+Oo eu@rtu) gy,

1
En déduire que Vxr >0, 0 <wv(z) < 2 puis, que v admet une limite nulle en +oc0.
x

Q 4 Justifier qu’il existe une et une seule solution de (£) admettant une limite réelle en +oo.

Exercice 2:
r+In(l—ux)
I I
On considére la suite (a,,)nen définie par ag = 1 et la relation de récurrence :

Pour z € |-1,1[, si  # 0, on pose u (x) =

n

1 ag
Vn € N, ntl = )
" Ont1 n—i—lkzzon—k—{—Q

Partie 1: Etude de u et d’une de ses primitives

Q 5 Rappeler le développement en série entiére de x +— In (1 — x).

+00 n
Q 6 En déduire que pour tout x € |—1,1[\ {0}, u(z) = > 3:_2.
n=0 T

Q 7 Justifier que la fonction u admet un prolongement sur |—1, 1] qui est de classe C°.

Dans la suite, on pose u (0) = hH(l) u (z) (on note donc encore u le prolongement de obtenu).

On note U 'unique primitive de u sur l'intervalle |—1, 1] qui s’annule en 0.
Q 8 Justifier que U est développable en série entiére sur |—1,1[ et préciser ce développement.

Q 9 En déduire une expression de U (x) pour x € |—1,1[\ {0}.
(On pourrra faire une décomposition en éléments simples)
(On pourra exprimer U (x) sous la forme 1 4+ 1In(1 —x) x v (x)).



Partie 2: Application a I’étude de la suite (a,)

Q 10 Ecrire un fonction python liste(n) d’argument un entier naturel n qui renvoie la liste [ag, ay, . .., ap).
Q 11 Démontrer que : Yn € N, 0 < a, < 1.

Q 12 Justifier que le rayon de convergence de la série entiére ano a,x" est supérieur ou égal a 1.
+o00
Pour z €] — 1, 1[, on pose f(z) = > apz".
n=0

Q 13 Montrer que pour x € |-1,1[, f'(z) —u(z) f () = 0.
Q 14 FEn déduire une expression de f(x) a l'aide de fonctions usuelles.

Q 15 Justifier que la série ), ., 5= converge et calculer sa somme.

Exercice 3:

Cet exercice est une illustration de la méthode de la base adaptée.
On définit la famille de polynomes réels (F,), .y par Py = 1 et par les relations suivantes :

n—1
Vn>1, P(X)=X(X-1)...(X—-(n-1)=][(X-k.

k=0

Q 16 Etablir que (Py, P, ..., P;) est une base de Ry[X].

Soit P un polynoéme & coefficients réels de degré d.
N P (n)

Q 17 Déterminer le rayon de convergence Ry de Y P (n)a" et Ry de ) —a".

n!

Q 18 Dans cette question P = X3. Donner la décomposition de P dans la base (Py, Py, Py, P3) de R3[X].

P(n
En déduire la somme des séries entiére Y P (n)a™ et de ) #x” dans leur intervalle ouvert de convergence.
n!

Q 19 Dans cette question P est quelconque.
Montrer qu’il existe un polynéme @ de degré inférieur ou égal & d d tel que Vo € |—RiRy[, > P(n)z" =
n=0

Q (z)

(1 o Jf)d+1 :

+oo P

Que peut-on dire de ﬂx"?
n=0 T

Exercice 4:
On se propose de déterminer les fonctions f : R — R deux fois dérivables et vérifiant:
(&): Ve eR | f"(z) — f(—x) =cos () +x

Soit f : R +— R deux fois dérivable.



Q 20 Justifier qu’il existe un et un unique couple (g, h) de fonctions de R dans R telles que

f=9+h,
g est paire et h est impaire,

g et h sont deux fois dérivables sur R.

Q 21 On suppose f décomposé sous forme g + h comme dans la question précédente.
Montrer que f est solution de (€) si et seulement si g est solution d’une équation différentielle (£1) et h est
solution d’une équation différentielle (E2) (on précisera les équations (E1) et (£2)).

Q 22 En déduire les solutions de (£).



Correction:

Exercice 1:

R 1 D’apreés le cours, les solutions de (H) : ' (z) — 2xy (z) = 0 sont les fonctions x — Ae*, X € R.

Posons y(z) = A(x)yo(z) avec yo(x) = €. La fonction y est solution de (€) si et seulement si V& €
R, X (2) 1o () = 1 soit N (z) = e, On obtient donc une solution particuliere en prenant \ = w.

Les solutions de (§) sont donc les fonctions x — \e*" + e fom e~ dt.

et

1
=

R 2 La fonction t — e est continue sur [0, +oo[ et t2e™" —, o 0 donc

—t2 _ 1
-€ = Ot—+o0 (t_z)

-/ oo tizdt est convergente

—t—QZOsitZI

donc fOJrOO e dt est convergente

R3 Onav(z)=e" f;oo e dt = f;oo et dt = f;"o ela—t)(@+t) g
On pose u (t) =t — x fonction affine (bijection strictement croissante de [z, +oo[ sur [0, +00].
On av(zx) = [ e u@rtugy,

Or0 < efu(2x+u) — 672wu7u2 fuzefou < e~ 2zu

e car u > 0 donc (comme f0+°° e 2y est convergente si x > 0)

o0 1 .
0<w(z)< [ e 2du = . done hljfrl v(x)=0.
€T T——+00

R 4 Une solution de (£) esty : x — e’ ()\ + fom e*tzdt> avec \ constante réelle.

o Si\#— fOJrOO e ¥dt, alors lim ()\ + J3 eftht) =\+ f0+oo e Pdt £0 et lim e = +oo

r—-+00 T—-+00

donc liI_’I_l y (z) = £o0.

0 0
+o00 d’apres la question précédente.

o Sid=— [Pedt alors y(z) = e (— [ e dt + Iy e*tzdt> = —¢* f;oo e~ dt qui a pour limite 0 en

Exercice 2

Partie 1: Etude de u et d’une de ses primitives

+00 In

R 5 Soitxe]-1,1[\0. Onaln(l—z)=—-> —
n=1 N

33—2; —Z; +o0 gn—2 400 om
R 6 doncu(z)=— > = = = .
T T =y n n—omn+2

n

+o00
R 7 La fonction x — >

n=0 T

est développable en série entiére sur |—1, 1] et prolonge u en 0 (avec la valeur %)

R 8 Le théoréme d’intégration terme a terme des séries entiéres s’applique sur |—1,1[ a la fontion u donc
+oo ol +00 Pk +o00 "

U(x)=U(0)— > donc U (x) = > =>

n=o0 (n+2)(n+1) n:o<nj2)(n+1) w1 (n+1)n




R 9 Pour tout x € |-1,1[, si x # 0,

g X R X 1R !
;(n—l—l)n_;F_;n—kl _;;_E;n—kl

n=1 =
1 11—z
=—In(1—2)+—(In(l —2)+ ) =1+In(l1—=x)
x x
0stx=0
done U (w) = { 14+ =2 ln(l — o) six e |-1,1[\ {0} -
Partie 2: Application a I’étude de la suite (a,)
R 10 On peut écrire:
def liste(n):
L=[1]
for i in range(n):
S=0
for j in range(len(L)):
S=S+L[j1/(i-j+2)
L.append(S/(i+1))
return L
R 11 Montrons par récurrence forte sur n que, pour toutn € N, 0 <a, <1 (HR,).
Initialisation : Par hypothése, ag = 1 €]0, 1], donc on a bien HR,.
Hérédité : Soit n € N et supposons H Ry, vérifiée pour tout k € [[0,n]].
Alors
1zn: “’“<12n: ! (dapres HRy, a;, <1 pour 0 <k <n) d
Apy1 = < apres ar <1 pour 0 < k <n) donc
H n+1k:0n—k‘+2 n+1k:0n—k+2 b b b
R n+1 , 1
api1 < n+1k2:%1:n+1 =lcarsin—k+2>22>1 doncn_—mgl et
1 - a
A1 = n+1;n—l§+2 >0 (d’aprés HRy, a > 0 pour 0 <k <n)

donc on a bien HR,, 1.
Conclusion : D’ou, par récurrence, pour toutn € N, 0 < a,, < 1.

R 12 On a |a,| < 1 donc la série entiére > a,z"™ a un rayon de convergence R supérieur ou égal & celui de la
série entiére Y x™ donc R > 1.

P N n x™ P 2 \
R 13 Les deuz séries entieres ) ooana™ et Y o+t ont un rayon de convergence supérieur ou égal a 1, donc

le produit de Cauchy ano w,x" de ces deux séries entiéres, a aussi un rayon de convergence supérieur ou égal a
1.
De plus, par définition du produit de Cauchy de deux séries (entiéres),



on a, pour tout n € N, w,, = > aj X m =(n+1a,.
k=0
On en déduit que pour x €] — 1,1,

f(z) xu(x)= (Z ana:”> X (Z nx—:2>

n=0
+o00 —+o00
= E wpr" = E (n+ 1)ag, 12"
n=0 n=0

= f'(z) (th de dérivation terme a terme des SE)

doncVz € |-1,1], f'(z) —u(z) f (z) = 0.

R 14 La fonction f vérifie ’équation différentielle v — u(x)y = 0 : (£). La fonction u est continue (car C*)
sur |—1, 1] donc Uensemble des solutions de (E).est I’ensemble des fonction x +— AV ou U est la primitive de u
donnée par U (z) = { 0 sz :,0 : .

Il+ln(l—2)x =2 siz#£0

La valeur de X correspondant a la solutfon f est obtenue par légalité f(0) = ag = 1 donc A = 1. On en déduit
que

. _ (1+1n(1—:c) l_z) _ 1=z
siz#0 f(x)=¢ v )=e(l—x)=

1 six=0
flz) = {e(l_x)l.;l sixze]-1,1[\ {0}

R 15 Comme 1/2 €] —1,1] est a Uintérieur du disque ouvert de convergence de ) ~,anx™, > <o % converge et

n>0 2n
o 1-1/2
+Z Qp, f 1 1 1 1/2 e
2n 2 2 2

n=0

Exercice 3:

R 16 On adeg(P;) =i donc (Py, Py, ..., Py) est libre et est formée de d+1 = dim (R4[X]) vecteurs donc est une
base de Ry[X].

d .
R 17 Soit P un polynéme a coefficients réels de degré d, P = > a;X".
i=0
On a P(n) ~n.e agn?. Le rayon de convergence de > nix™ est égal a 1 d’aprés le cours donc le rayon de

convergence de >, P (n)z" est égal a Ry = 11

R18 OnaX?’=XX-1)+XdncX?=XX-1)x(X—-2+2)+X x (X —1+1) donc
XB=XX-1DX-2)+3X(X-1)+X=P3+3P+P.

1 oo =
Posons f (x) = T On aVx e]-1,1[, f(x)= > a™ et Ph=1 donc f(z) = > By (n)a™.
Le théoréme de dérivation terme a terme des séries entiéres donne que pour tout x € |—1,1],

+oo +oo +oo +oo
f(x)=3 nz"Vdoncxf (z)=> nz" = > na" et P, =X donczf (z)=>. P (n)z".
n=1 n=1 n=0 n=0

+o0o +o00o +o0o

f"(x)=>n(n—-1)2"2 donc 2*f" () = > n(n—1)z" = Zn(n—l)x”:;i(;f’g(n)x”.

n=2 n=2 n=0
+oo
f® @)=Y n(n—1)(n—2)2"3 donc
n=2 6



23O (z) = Jion(n— 1)(n—2)z" = +Zo:on(n— 1)(n—2)z" = %opg (n) z"
On en déduig_q?;ze, pour x € |—1,1], i i
400 400 400 +oo +oo
Sndrn =Y (P3+3P+ P)(n)a"= >, Ps(n)a"+3>. Pa(n)z" + > P (n)a"
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
d’ot Jion?’x” = 23f0) (2) + 322" (z) + xf' (z) et
n=0
Onaf(zx)=(1—x)" donc f (x)=(=1)x (=1)x (1 —z) = ﬁ donc
—x
(@) = (=1) % (=1) x (1) x (=2) (1 —2)* = — > done
(1—x)
FO () = (1) x (=1) x (=1) % (=2) x (=) x (=3) (1 —2) " = (1_6 K
On en déduit que zn?’aﬁ” =23 fO) (1) + 322" (2) + 2 f' (v) = (16_m;4 + (16_3:;3 + a _mx)Q
00 3 00 00 00 00
De méme, pour x € R, +Z n—'x —Jrz: ! (P3+3P2+P1)( )" :JFZ: P?'—@m”—i-3+23 PQ—('n) "—i—Jrz: P1(|n)x”
n=0 T n=0 T n=0 n. n=0 n. n=0 n.

+OOP1( ) n_+oon & n " = 1 n_+001 nt+l _ .z
nZ:O nl " _nzzjon z:: 1 nzzjl( —1)! _nZ::On‘x -
kM), Wnxn-1) , &nx@e-1) X 1 =1, L,
nz:o nl ! —HZ:O n! _nz::g n! * _nZ::Q(n—Z)! _nz::on!m ve
2P0, axnh-1)xn-2) t®axnh-1)xn-2) = N
n=0 Nl ’ =" n! ’ _nz::3 n! 712—:3( —3)! —;::On!iﬁ —re
3
donczn' = (2°+ 32" + x)
. oo ‘
R 19 On obtient en dérivant i fois la fonction f que fO () =Y. n(n—1)---(n—i+1)2"" donc
o +oo +o00 -
2Oy =Y"nn-1)---(n—i+1a"=> P(n)az" etVn € [[1,i —1]], P;(n) =0 donc

d
Or (Py, Py, ..., P;) est une base de Ry[X] donc il existe des réels by, . .., by tels que P =Y b;P;.

=0

On en déduit que si v € |=1,1[, alors 5" P(n)a" = (ZbP( )) _ 3 (z b:P, (n) n) car toutes les

n=0 n=0 1=0
séries convergent (déja vu,).

00 d
On en déduit que > P (n)a" =Y ba' fO (z).
=0 i=0

Onaf@)=(—-2)" donc f' (z) = (—1) % (<1) x (1 =) donc
f"(z) =(=1) x (=1) x (=1) x (=2) (1 —2)"” donc \
FO () = (1) x (1) x (=1) x (=2) x (=1) x (=3) (1 —z) """

| | 1
Par récurrence immédiate, Vi € N, f@ (z) =il (1 — z) " = Ozﬁ
x
et e Emeee g,
On en déduit que Pn)z" = S bzt fD () = 3 bt = = = avec
! nzgo () ;) o) z;) (1—az)*! (1 — )" (1—az)™!

7



d .
Q=i X' (1= X)"" somme de polynomes de degré d donc de degré inférieur ou égal a d.
i=0

\ , & P(n)
On procéde de méme pour le calcul de —'x"'
n=0 Tl

oo P (n) +00 .zd: biP; (n)

— d +oo P.
OnaY —Zgn=S"2 4 =3"p 3 ﬂx” (valable car chaque série converge) et
n=0 N n=0 n! i n=0 n!
2P, ™nmnh-1)---(n—-i+l)  ®nn-1)---(n—i+1) = 1 - B
2 T i = 7l T Lt T ma
zie”. . . .
+oo P +oo R ) .
On en déduit que ﬁx” => 0> (‘n) " =Y ba'e” = <Z bix’) e® d’ou le résultat.
n=0 T i=0 n=0 T i=0 i=0



Exercice 4:

R 20 On raisonne par analyse-synthése:

Supposons f = g+ h et [ est paire et g est impaire. alors Vx € R,
{ f (@) =g () +h(2) aone { 90 =36 @) 1(70)
f(=2) =g(=z) +h(—x) =g () = h(z) hz)=35(f (@)= f(-2))

ce qui entraine l'unicité du couple (f,g).

Réciproquement, siVx € R, g(z) =1 (f (z) + f (—x)) et h(z) = 5 (f (x) — f (—x)), on vérifie que
f =g+ h, g est paire et h est impaire.

De plus, comme [ est deux fois dérivable, = +— f(—x) lest aussi et donc g et h le sont aussi.

R21 Ona

&) & ¢"(x)+h"(x) —g(—x) — h(—x) =cos(z) +x
& g'(z) —g(x) —cos(x) = —h"(z) —h(z)+ 2

Or doncVx € R ,g(x) = g(—x) donc en dérivant (x — g (—x) est dérivable déja vu) Ve € R ¢ (x) = —¢' (—x).
Autrement dit, la dérivée d’une fonction paire est impaire et, de méme la dérivée d’une fonction impaire est paire.
On en déduit que g" est paire et b est impaire donc v — ¢" (x)—g (z)+cos (z) est paire et x — —h" (x)—h (z)+x
est tmpaire.

Une fonction u qui est paire et impaire est nulle (u(—z) = u(z) = —u (z)) donc

9" () —g(zx) —cos(z) =0: (&)
(£) & { 1 (@) — b))+ (E)

R 22 Les solutions de (H1) sont les fonctions x +— Asinh (x) + B cosh (z) donc On peut chercher une solution
particuli¢re de (£1) : g" (x) — g (z) = cos (z) sous forme x — acos (x) + bsin (z) et on trouve que x — —3 cos (z)
est solution donc g vérifie (€1) si et seulement si (A, B) € R?,Va € R g (z) = Asinh (2) 4+ B cosh (z) — 1 cos ().
Or g est paire donc A =0 (Vzr € R, g(—z) = g(—z) & Vo € R, —Asinh (z) = Asinh (z) & A = 0 car sinh
n’est pas identiquement nulle).

Les solutions de (Ha) sont les fonctions x — C'sin (x) + D cos (x) donc on peut chercher une solution particuliére
de (&) : " (x) + h(x) = = sous forme x — ax + b et on trouve que x +— x est solution donc h vérifie (£2) si et
seulement si 3(C, D) € R?,Vz € R h(x) = Csin (z) + D cos (x) + .

Or h est impaire donc D =0 (Vz € R, h(—z) = —h(—x) & Vz € R, Dcos(x) = —Dcos (z) < D = 0 car cos
n'est pas identiquement nulle).

On en déduit que si f vérifie (£) alors 3(A,C) € R%,Vz € R h(z) = Bcosh (z) — 3 cos () + +C'sin (z) + .
Réciproquement, on vérifie que h” (x) — h (—z) = x + cos x.



