PSI DM6 pour le 3 novembre

EXERCICE 1: Exemple de trigonalisation de matrice

2 -1 2
Q 1 Déterminer le polynome caractéristique de la matrice A= | 10 =5 7
4 -2 2

Q 2 Déterminer le rang de A. En déduire que la matrice A n'est pas diagonalisable? (On citera précisemment le
résultat de cours utilisé.)

Q 3 Déterminer les sous-espaces propres de A. Un notera Us l'unique vecteur propre associé & la valeur propre
0 de premiére composante égale a 1.

Q 4 Déterminer un vecteur Uz vérifiant AUz = Us.

Q 5 Déterminer un vecteur Uy tel que (Uy,Us,Us) soit une base dans laquelle ’endomorphisme canoniquement
associé a A admette une matrice triangulaire supérieure.

EXERCICE 2:

Premiére partie
Dans cette partie, a et b sont deux réels fixés, a # 1. On considére une suite u = (u,,)
initial ug et vérifiant la relation de récurrence:

nen définie par un terme

Vn €N, uy,1 = au, +b
Q 6 Ezxpression de uy:
a Déterminer un réel k tel que la suite v = (vy), oy définie par ¥n € N, v, = u,, — k soit géométrique.
b En déduire une expression de u, en fonction de uy et n.

+oo
Pour z complexe, on définit, lorsque la série converge, S (z) = Y u,2".
n=0

Q 7 Rayon de convergence

a On suppose que k = 0. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y u,z".

b , . .
b On suppose que uy # T .et k # 0. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y  u,z".
—a

c On suppose que ug = 1 . Déterminer le rayon de convergence de la série entiére > u,z".

—a
. 1 . . .
d On pose p =min | 1, ’—| . Justifier que si |z| < p alors S (z) est défini.
a
+oo
Q 8 On suppose que |z| < p. En partant de la relation évidente Y (uny1 — au, —b) 2" = 0, montrer que
n=0
Ug bz

S<Z):1—az+(1—z)(l—az)’ 1



Pour x réel, on définit, lorsque la série converge, G (z) = —

2 . s - . A uTL
Q 9 Déterminer le rayon de convergence ps de la série entiére » —a".
n!

+o0o il — L — b
Q 10 En partant de la relation évidente (tn 1 ?“ )
n=0 n

tielle du premier ordre sur Uintervalle |—pq, pel. En déduire une expression de G (x) en fonction de x.

2" = 0, montrer que G vérifie une équation différen-

Q 11 Justifier que G est de classe C*™ sur |—pg, pg| et exprimer G™ (x) pour x € |—pg, pal et n € N. Retrouver
le résultat de la question 2.

Deuxiéme partie: utilisation de série entiere pour le calcul du terme général d’une suite

1 n
On consideére la suite (ay,), .y définie par ag =1 et Vn € N, a,,41 = 3 > (Z) Q-
k=0

Q 12 Montrer que Vn € N, a,, < n!.
Qn . ..
Q 13 En déduire que le rayon de convergence R de la série entiére —':U” est strictement positif.
n!

+00a

Pour x € |- R, B[, on pose, f (z) = > —a".
n=0 T

Q 14 Pour z € |—R, R|, exprimer f*(x) en fonction de f’ (x).

Q 15 En déduire qu’il existe r > 0 tel que YV € |—r,r[, f(x) =

Q 16 Exprimer a, en fonction de n.

EXERCICE 3:

On considére la matrice A = ol a est un réel.

QO
— O Q
O =

Q 17 Calculer le déterminant de A. Déterminer le rang de A.

Q 18 Calculer le polynéome caractéristique P de la matrice A.
Préciser P (—1). Déterminer le spectre de la matrice A.

1
Q 19 Justifier que si P admet trois racines distinctes si et seulement si a ¢ {1, -2, —5}

1
En déduire que si a ¢ {1, -2, —5} alors A est diagonalisable.

Q 20 On suppose que a = 1. Préciser sp(A) et rg (A+ I3). En déduire que A est diagonalisable.

Q 21 On suppose que a = 2. Préciser sp(A) et rg (A + I3). En déduire que A n’est diagonalisable.

1
Q 22 On suppose que a = —3 La matrice A est-elle diagonalisable?
2



EXERCICE 4:
On consideére I'équation différentielle (1 — %)y (2) — zy (z) = 1: (€) et un réel R > 0.
Q 23 Résoudre I’équation homogeéne (1 — 22)y' (z) — xy (x) = 0 : (H) sur Uintervalle |1, 1[.

Q 24 Déterminer une solution particuliére de (£) sur lintervalle |—1,1] a l'aide de la méthode de variation de
la constante. En déduire l’ensemble des solutions de (€) sur Uintervalle |—1,1].

Q 25 Soit > a,x* ™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.

+oo
On pose, pour v € |-R, R, f () = Y a,z*""".
n=0

1. Montrer que f est solution de (£) si et seulement si (ag =1 et Vn € N, (2n+ 3) an+1 = (2n +2) a,).

4nn)?
2. Montrer que [ est solution de (£) si et seulement si Vn € N, a, = ——.
(2n +1)!
4nn)?
3. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére m 2n+1
n !

Aresin ()

V1— 22

Q 26 Justifier que la fonction x +— est développable en série entiére sur |—1, 1| et préciser ce développe-

ment.

EXERCICE 5:

0 0 ay

e Soit ay,...,a,_1 des réels, a; # 0 et M = : : : e M, (R).
0 -~ 0 a,,
a; - Ap_1 0

e f:R" — R"™ canoniquement associé¢ & M et (eq,...,e,) la base canonique de R".

n—1
2 n—1
e On pose F = vect (e, [ (e,)), A= 0 ; Gl et A=,/ a2
10 V=i

Q 27 Calculer le polynome caractéristique de la matrice A.
Montrer que la matrice A est diagonalisable et déterminer les sous-espaces propres de A.

Q 28 Déterminer le rang de M.
Q 29 Montrer que F' est stable par f.

Q 30 Soit g I’endomorphisme induit par f sur F.
Justifier que (en, f (e,)) est une base de F' et déterminer la matrice de g dans cette base.
Justifier que g est un isomorphisme.

Q 31 Justifier que {—\, A} C sp(f) et donner un vecteur de propre de f associé a A et a —\.
Q 32 FEn déduire que f est diagonalisable.
Q 33 Déterminer une base de ker (f).

Q 34 Déterminer une matrice P € GL,, (R) telle que P3_1MP est diagonale.



PROBLEME:

Soit n € N, n > 2.

0000100
0 - 01 0000010
10 0 1000000

Onpose K,=| 0 1 . |l eM,(C)etM=| 000000 1 |eM;(C).
0010000
0 0 10 0001000
0100000

On pose, k € [[0,n — 1]], wy = e*r
Premiére partie: Puissances de k,, éléments propres de k, et application

Q 35 Soit f,, ’endomorphisme canoniquemement associé a K, et (E1,..., E,) la base canonique de M,, 1 (C).
Déterminer, pour j € [[1,n]] Uimage de E; par f2. En déduire la matrice K?2.
Soit i € [[1,n]]. Déterminer, pour j € [[1,n]] l’image de E; par f.. En déduire la matrice K}..

Q 36 Soit A € C une valeur propre de K,, et X € M, 1 (C) un vecteur propre associé. En calculant de deux
maniéres K" x X, montrer que \" = 1.
En déduire que sp (K,) C {w, k € [[0,n — 1]]}

Q 37 Déterminer le polynome caractéristique de K,,. En déduire que sp (K,) = {wk, k € [[0,n — 1]]} et que K,
est diagonalisable dans M,, (C).

Préciser la dimension des sous-espaces propres.

Q 38 Déterminer le sous-espace propre de K,, associé a la valeur propre wy,. On notera U, un vecteur propre de
K, de premiére composante 1.

Q 39 Donner une matrice P, € GL,, (C) et une matrice D,, € M,, (C) diagonale telle que
P 'K,P, =D,

Soit f : Mz, (C) — M7 (C) endomorphisme canoniquement associé & M et (Ey,. .., E7) la base canonique

de M771 ((C)

Q 40 Montrer que le sous-espace vectoriel vect (Ey, E3, Es) est stable par f.

Q 41 Montrer que la matrice M est semblable a la matrice diagonale par blocs ( 5(3 2{ )

Q 42 Justifier que la matrice |0
0 | P

) est inversible et exprimer son inverse & l'aide des matrices P3 et Pj.

Q 43 Montrer que la matrice M est semblable dans My (C) a une matrice diagonale & préciser.



Deuxiéme partie:
21
On pose E = M, (C). Soit Z = : € M,1(C). et H le sous-espace vectoriel de E d’équation
Zn,
214+ 2, =0. OnposeB:%(]nJrKn).

Q 44 Justifier que pour k € [[0,n — 1]], le vecteur Uy est un vecteur propre de B.
Q 45 Montrer que (Uy,...,U,_1) est une base de H.

Q 46 Montrer que si Z € H, alors la suite (BPZ converge vers Ocn. (On pourra utiliser la question précé-
peN
dente).

On considére un plan muni d’un repére orthonormé direct (O, i, ¥). A tout point M de coordonnées (z,y), on
associe le complexe z); = x + iy appelé affixe de M. Si M et N sont deux points du plan, le milieu du segment
[MN] est le point d’affixe 3 (2 + 2’). On considére un polygone Py & n sommets (A, As, ..., A,) du plan. On
note z;, l'affixe du point A;. Le centre du polygone est le point d’affixe % (21 4+ 29+ -+ + z,) et on suppose que

ce centre est le point O. On définit par récurrence pour tout £ € N le polygone Py = (Pl(k), PQ(k), e P,Sk)> de la

maniere suivante:
- Pouri € [[1,n]], on a P = 4,
- Le point Pl(kﬂ)

k k
[P, P

est le milieu du segment [R&k), Pl(k)] et pour i € [|2,n/] le point Pi(kﬂ) est le milieu du segment

Q 47 Représenter les polygones Py, P1, P2 sur une figure lorsque n = 3 et Py est le triangle de sommets les
j4m

. , 2
points d’affives respectives 1, '3 , e's .

Q 48 Soit r > 0. Montrer qu’il existe un entier ko tel que pour tout k > kg, le polygone Py est a l'intérieur du
disque de centre O et de rayon .

Troisieme partie: Déterminant circulant

ag  Gp-1 Qp-2 - ax
aiq Qo
Soit (ag, az,...,a,_1) € C". Soit A = G2
(p—2 (p—1
ap—1 Qp—2 - ay Qg
Q 49 Ezxprimer la matrice A comme combinaison linéaire des matrices I,,, K,,, K2, ..., K",

Q 50 En déduire que la matrice A est diagonalisable dans M,, (C) et préciser une matrice diagonale semblable &

A.

n—1 /n—1
Q 51 En déduire que det (A) = [] < aiw};).
k=0 \k=0



Correction du DM6

EXERCICE 1:
R 1 On obtient x 4 () = det (vly — A) = 2% (v + 1).et donc sp (A) = {0, —1}.

R 2 La valeur A = 0 est une valeur propre de A donc dim (ker (A)) = dim (ker (A — 013)) > 1 donc par le th du
rang, g (A) < 2. Or sa famille de colonnes (Cy, C3) est libre donc rg (A) > 2 donc rg (A) = A. On en déduit que
dim (Ep (A)) = dim (ker (A)) = 1. On a donc dim (Ey (A)) = 1 < m(0) = 2 (multiplicité de la valeur propre 0)
donc la matrice A n’est pas diagonalisable car A est diagonalisable si et seulement si son polynéme caractéristique
est scindé et pour tout X € sp(A), on dim (E) (A)) =1 < m(\).

1 1
R 3 On vérifie que E_1 (A) = vect (Uy) et Ey(A) = vect (Uy) avec Uy = | =1 | et Uy = | 2
9 0
a 20 —b+2c=1 _
R4 SiUs= | b |, AU, =0 o 10a—5b+7c=2 o { ool o { e s -
c 4a —2b+2¢c =0 -
a 0
2a+1 |. En prenant a = 0 on obtient par exemple U3 = | 1
1 1
1 10
R 5 Soit By la une base canonique de R®. On a detp, (U, Us, Uz) = 1 2 1|=1%#0doncB=(U,Us,Us)
-2 01
est une base de R3. Si f est canoniquement associé a A, on a f(U)) = AU, = =U, f(Us) = AU2 =0ce
-1 0 0 10
f(Us) = AUs = Uy donc matp (f) = 0 01 |=TetdoncT =P AP avec P = PBO -1 21
0 00 -2 01
EXERCICE 2:
Premiére partie (D’aprés centrale 2008 PST)
R6 O cawtbe = =k £1. Onad Uni1 =0 tb o g
n remarque que T = ax z =1 =kcara . On a donc b kb n a donc

Ups1 — k = a(u, — k) donc la suite définie par ¥n € N, v, = u,, — k est géométrique.
On en déduit que v, = a™vy donc u, =k + a" (ug — k).

R 7 Rayon

a Sib=0, alors u, = a"ug.Si ug = 0, alors R = 400 et si ug # 0 alors Y u,z" = > ug(az)" converge si et

1
seulement si |az| < 1. donc R = —.

lal
b Siuy # k alors
- i |al > 1 alors u, = k+a" (ugp — k) ~nojoo a" (ug — k) et Y a™ (ug — k) 2™ a méme rayon de convergence
(égal a o |) donc R = |61L|
- sz' la| <1 alors u, =k +a™ (ug — k) ~p—ioo k et Y a" (ug — k) 2™ a méme rayon de convergence (égal a
a |) donc R = — Tl

-sia=—1 alors u, =k + (=1)" (uo — k) donc Uzg = k4 (uo — k) et ugpr1 = k — (uo — k) donc R = 1.



b

—a

c Siug= =k. On a doncVn, u, = k. Si k=0 alors R= 4o et si k # 0 alors R =1.

1
d Si p = min (1, ﬂ) alors d’apreés les questions précédentes, p < R donc si |z| < p alors S (z) est défini.
a

) +o0o ) +o0 1 £ 1 S (Z) — Up
R 8 Soit |z] < p. On a > (upy1 —au, —b)z" = 0 or si z # 0, > up12" = = > Upp 2"t = ——
n=0 n=0 z n=0 z
too b S(z) — b S (2) —azS b
et ngobz" = 1= donc y —aS(z) — 1= = 0 d’ou ) Zaz ) = % + 1_Zdonc S(z) =

Up n bz
l—az (1-2)(1-az)

. Cette éqgalité est aussi vraie pour z = 0.

R9 Onaw, =k+a"(u—k) donc si la] > 1 et k # 0, alors u, = O (a") donc U—Tm" = O(@). La
n! n!

(az)

P un . A
série » i est absolument convergente donc —a" converge donc pn = +0o. On raisonne de méme en
n

considérant tous les cas traités dans la question 3 et on obtient & chaque fois pPa = +oo.

too (u,q —au, — b o u, oo U, T,

R 10 On a )] (21 ' )x” =0et ) Tlsc” = > (n+1) L _gn = n—':v"_l = G'(z) car
n=0 n. n=0 T n=0 (?’L + ].)‘ n=1 T

on peut dériver terme o terme la série entiére sur |—pg, pal = R. On en déduit que G' (x) — aG (x) = be”.

On en déduit qu’il existe A € R tel que G (x) = Ae™ + 1 b e®. Comme G (0) = ug, A = up — % donc

eq ho
sol part

G (z) = (uo—

R 11 La fonction G résulte d’opération sur des fonctions de classe C*° donc est de classe C*° sur R. On a

b b n (n) b b
G™ () = a” (uo — —) e’ + e®. D’aprés le cours, u_' = G—<O) donc u,, = a" (uo — ) +

1—a 1—a n! n! 1—a 1—a’

Deuxieme partie

1 n
On consideére la suite (ay,), .y définie par ag = 1 et Vn € N, ap 41 = 5 > (Z) Wy -
k=0
1 n
R 12 ay = 1 < 0. Supposons que Yk € [[0,n]], on a ar, < k. On a alors a,41 = 3 > (:)akan_k =
k=0

n! 2 apQn,_k n!
— Y " < —(n+D<(n+1.
2 iK' (n—k)! (mr) 2 ( ) < ( )

On en déduit que Yn € N, a,, < n!.

a
R 13 Ona |—| <1 donc R > 1, rayon de convergence de la série entiére Y ™. Pour v € |—R, R[, on pose,
+o0 an, n

x) = —x".

-5
2 = nag Qpg . . .

R 14 Pour x € |-R,R|[ on a f?(x) = > w,a" avec w, = — ———— (produit de Cauchy des série entiére

a n=0 =0 k! (n —k)!

n n 5
> T avec elle méme).

1z (n41 = Ap41 Ry (p41
On a donc w, = — "apap_ = 2 . On a donc f?(z) = 2 " = 2 n+1) ——a" =
" n;,§<k) WEn—k n! f (@) = n! EO( )(n+1)!

2f" (x).car on peut dériver terme a terme sur |—R, R|.

7



R 15 Ona f(0) = o= 1 donc f(0) > 0. La fonction f est continue en 0 (car C* sur |—R, R[) donc il existe
' 0
donc r > 0 tel que Vx € |—r,7[, f(x) > % >0
0
(prendre € = @ dans la définition des limites).
!
1
On en déduit que si x € |—r,r| alors ;2 ((Z)) =3
Une primitive de la fonction G sur |—r,r[ est L donc 3\ € R* tel que si x € |—r,r| alors 1 A+
/(@) ’ f () , ’ f(z) 2
soit f (x) = T En prenant x = 0, on obtient que A = —1 donc f (z) = T
AT 2 2
T rp\n  t®q, n!
R 16 On en déduit que, si x € |—r,r[ alors f () = > <§> => —" donc a, = on par unicité du développe-
n=0 n=0 T "
ment en série entiére.en fonction de n.
EXERCICE 3:
R 17 Aprés calcul, on trouve det A = a(a +1). Si A
Premier cas: a #0 et a # —1
Alors, det A # 0 donc A est inversible.
Donc rgA = 3.
Deuxiéme cas : a =0
0 01
A=10 0 1| doncrgA=2.
010
Troisiéme cas: a = —1
0 -1 1
A=|-1 0 1| doncrgA > 2 car les deux premiéres colonnes de A sont non colinéaires.
-1 1 0

Or det A =0 donc rgA < 2.
On en déduit que rgA = 2.

R 18 Notons P le polynéme caractéristique de A.

r —a —1
P(z) =det(zl, — A)=|—a z= -1
—a -1 =

Alors, en ajoutant a la premiére colonne la somme des deux autres puis, en soustrayant la premiére ligne aux
deux autres lignes, on trouve successivement:

r—a—1 —a -1 1 —a -1 1 —a -1
det(zl, —A)=|z—a-1 o —1ll=(@x—-a-1)|1 2 -1l=(@x—-a-1)|0 z+a 0
r—a—1 -1 = 1 -1 = 0 -1+a z+1

Donc, en développant par rapport a la premiére colonne,

P(z) =det(zl, — A)=(z—a—1)(x+a)(z+1).

Done P=(X —a—1)(X +a)(X +1).

Les racines de P sont les valeurs propres de A donc sp(A) = {a+ 1, —a, —1}.

Remarque: On obtient donc P (—1) = 0 mais cela n’a pas servi car les combinaisons linéaires de colonnes et de
ligne ont permis d’obtenir directement une forme factorisée.

1 1
R 19 Onaa+1:—a<:>a:—§ eta+1l=—-1<=a=-2 et—a—l(z)a1doncsia¢{1,—2,—§}

le polynéome P admet trois racines distinctes. )



1
Sia¢ {1, -2, —5} A admet 3 valeurs propres distinctes \y = a+ 1, Ay = —a et \3 = —1 vérifiant par définition

dim (E), (A)) > 1 donc Z dim (E), (A)) > 3 donc A est diagonalisable.

R 20 Sia=1. On 2)(X +1)? donc sp(A) = {-1,2}.

aP=
1 11
OrA+I3=11 1 1] doncrg(A+13) =1 et, en appliquant le théoréme du rang,
1 11
dim (E_,4 = dim (ker (A+ I3)) =
De plus dlm (E2 (A)) > 1 donc dlm( ( )) +dim (F (A)) > 3 donc A est diagonalisable.

R 21 Sia= -2 alors, P = (X +1)*(X —2) donc sp(A) = {-1,2}.

1 -2 1
O’I"A+13 = —2 1 1
-2 1 1

Les deuz premiéres colonnes de A + 13 ne sont pas colinéaires, donc rg(A +13) > 2.

De plus, —1 est valeur propre de A, donc dim (ker (A + I3)) > 1 donc rg(A + 13) < 2.

Ainsi, rg(A+13) =2 et dim E_; (A) = 1.

Or Uordre multiplicité de la valeur propre —1 dans le polynome caractéristique est 2 > 1 = dim E_; (A).
On en déduit que A n’est pas diagonalisable.

1 1 1
R 22 Sia= ~3 alors P = (X — 5)2(X—|— 1) donc sp(A) = {—1,—}.

2
1
A_113: —i —i 1
? T2
2 2

1
Les deux premiéres colonnes de A — 513 sont non colinéaires, donc rg(A — 513) > 2.
1 1
De plus, 3 est valeur propre donc rg(A — 513) < 2.
1
Ainsi, rg(A — 513) =2 et dim B (A)=1.

1
Or Uordre de multiplicité de la valeur propre 3 dans le polynome caractéristique est 2.

On en déduit que A n’est pas diagonalisable.

EXERCICE 4:

R23 Ona(H):(1-2*)y (z)—2y(z) =0y (z)— _xey(m) =0 sur|—1,1][.

Une primitive de v — — 1 ’ In (1 — 2?). Les solutions de (H) sont les fonctions

2= Ae~ Al — \em3i(1=2%) _ ), ( 1—12> -

R 24 L’équation différentielle est linéaire du premier ordre.
z ()
V1—a?

/ A s
2 (7) = 1. Or z(z) = Arcsin (x) convient et yp (x) = Arcsin(z) est

V1 — 22 9 V1 — 22

Appliquons la méthode de variation de la constante. Posons y(x) =

(1—2®)y (2) —ay(2) =1 = (1-2?)



une solution particuliére de ’égquation.
Arcsin (z) A

pu— + .
V1— a2 V1—a?
R 25 Soit > a,z*"*' une série entiére de rayon de convergence R. On pose, pour * € |—R, R[, f(x) =

“+o00
Z CLnSU2n+1 .

Les solutions sont les fonctions y (x)

n=0
+oo
1. On peut dériver terme a terme une série entiére sur |—R, R| donc sixz € |—R,R[, f' () = > (2n + 1) a,a®”
n=0
(on garde n =0 car x**°t1 = '),
’ ™ =
1—a2?)f (2)—zf(x)=1 <<= (1-2H)> 2n+1Daa*™ -2 a,x* =1
n=0 n=0
+o0 oo 2
= > 2n+1)a2a®™ = > 2n+1) a2 = > aa® =1
7 - i
— > 2n+ 1D a2 = > 2n—1)a,12°" = > ap12*" =1
n=0 n=1 n=1
+oo
< a+ Y (2n+1)a, — (2n)a, ) r* =1
n=1
(unicité du DSE) = ao =1
Vn € N*(2n+1)a, — 2na,—1 =0
donc [ est solution de (&) si et seulement si (ag=1 et Vn € N, (2n+ 3) ant1 = (2n + 2) a,).
4nn)? by 471 (n +1)12 (20 + 1)! 4(n+1)? 2n + 2
Q.Posonsbn:—n. Onaby =1 et o (n+)(n+2)7 (n+1) = nt
(2n + 1)! by (2n+3)! 4 (n)) (2n+3) (2n + 2) 2n + 3
donc (bg =1 et VYn € N, (2n+3) b1 = (2n+2)b,). Cette suite (b,) est donc l'unique suite vérifiant les
conditions de la question précédente. On en déduit que [ est solution de (£) si et seulement si ¥n € N,
4nn?
n = (2n+ 1)1
3. Posons u, = a,z* 1. Pour x # 0, Untl _ Gnn1® SR 22 done lim || = 42, Si 22 < 1 alors
Up, anp 2n + 3 n—+oo | Uy,

> u, converge et si x> > 1 alors Y. u, diverge. On en déduit que R = 1.

R 26 Comme on a raisonné par équivalence dans les questions 1 et 2, on en déduit que la fonction f est solution
de Uéquation (€) sur |—1,1[. On peut appliquer le théoréeme de Cauchy o l’équation (€) sur |—1,1[ car (1 — 2?)

, , Aresin () ,
ne s’annule pas sur cet intervalle. On a f(0) =0 et si r) = ————= alors 0) = 0. Les fonctions f et

Arcsin(z) T 4'n!?

Vi—a2 ,;0 (2n +1)!

yp sont solutions de () donc f = yp donc Vx € |—1,1], 2n+1

EXERCICE 5:

n—1
_ 2 n—1 n—1
R 27 Onax,(z) = v ;CLZ =z22— > al=(x— N (z+ ) avec A = a?.
' \ =1

SoitX:(ml eR. Ona

)
. 0 )\2 T . T )\2$2 = )\%1 . A .
AX)\X<:><1 0><m2>)\<x2>®{ 1 = Aty & X =19 1 donc E\ (A) = vect (Uy) avec

10



n-(2)

De méme E_y (A) = vect (Us) avec Uy = < _1)\ )

R 28 Les colonnes C et C,, sont non nulles et non proportionnelles. Les colonnes Cs, ..., C,_1 sont colinéaires
a Cy donc le rang de M est égal o 2.

n—1
R 29 Soit z € F. On ax = xe, + 22f (€,) donc f(x) = z1f (e,) + xof?(e,). Or f(e,) = > ase; donc
i=1

n—1

n—1 n—1

f2(en) = > aif (e) = (Z af) en. dou f(x) =z1f (e,) + 2 (Z a?) e, € F. On en déduit que F' est stable
i=1 i=1 i=1

par f.

n—1
R 30 La famille (e, f (e,)) est libre car f (e,) = > a;e; donc est une base de F' = vect (e, f (e,)).
i=1
— n—1
g(e) = f(c.) ) e
1

On a 9 (f (en)) = 2 (en) = <nz—:1 a2> e On en déduit que mate, (. (9) = — A

3
3

=1
0

i=1

n—1
Ordet (A) = — > a?#0 car a; # 0 donc A est inversible donc g est un isomorphisme.
i=1

R 31 Ona A x i\ =\ i\ et mat(e, f(e.) (9) = A.
Posons uy = e, + [ (e,) # O (car (e,, f (e,)) est libre).
On a f (uy) = g (uy) = \uy donc uy est vecteur propre de f associé a \.

De méme si u_y = —Xe, + [ (e,), u_y est vecteur propre de f associé a —\.

R 32 Onarg(f)=rg(M)=2 donc, par le théoréeme du rang, ker (f) = Eq (f) est de dimension n — 2.
De plus, dim (Ey (f)) > 1 et dim (E_,(f)) > 1 et A > 0 donc 0, \ et —\ sont des valeurs propres distinctes et
dim (Ey (f)) + dim (E) (f)) + dim (E_, (f)) > n donc f est diagonalisable (et dim (E\ (f)) = dim (E_, (f)) = 1).

R 33 On remarque que, pour2 <i <n-—1, { ‘;((6613 i leeen donc a;f (ex)—a1 f (e;) = 0 done f (a;eq — are;) = 0.

Q;

Posons u; = aeq — ae; = . La famille (ug, ... ,u,_1) est une famille échelonnée (car ay # 0)
— 1

donc libre de ker (f). Orrg (f) =rg(M) = 2 donc, par le théoréeme du rang, ker (f) est de dimension n —2 donc
admet (ug, ..., U,—1) comme base.
Remarque: on peut aussi résoudre le systéme A x X =0 d’inconnue X € M,,; (R).

R 34 D’aprés ce qui précéde,

- (uy) est une base de E (f),

- (u_y) est une base de E_y (f),

- (ugy ..., u,_1) est une base de Eq (f)

-R"=FE\(f)® E_x(f)® Eo(f) car [ est diagonalisable donc
11



A 0 o o 0

0 =X
<u)" U_\Uz, - - 7un—1) est une base de R" et mat(u/\,u_xuz,‘.‘,un_l) (f) = R 0 L =D.
0
0 0 0
On a P'MP = D avec
al a’l a2 e e an_l
—ay 0 ce 0
= P(u07-~~7un—1) _ 0 ’ ' :
(e1ye-ven) - 0
ap-1 Qp—1 - - —Qp—1
A -2 0 0

PROBLEME:

Notation 1 Si \i,...\, sont n scalaires, diag(\i,...\,) est la matrice carrée de taille n diagonale dont les
éléments diagonaux sont, dans ordre,\y, ... \,.

Premiére partie: Puissances de k,, éléments propres de &,

R 35 Les images des vecteurs de la base canonique par f, sont donnés par:
Fi—FEy—FE3— . --—FE, 1 — E,— FE| donc

E, — F; 0 O 10
Ey, +— E, 0 0 01
2 S 2 2 10 0 0
: ’ ’ : t K: = t = .
R I
Enq — E S 00
| B — B 0O --- 0 100
Soit i € [[1,n — 1]]; On obtient de méme que,
Ey = i+1
i. E,; — E, i i A L . Oi,n—i | I;
par f*: By — B donc K} = matg,, . g, (f,) peut étre écrite par blocs: ( Ty [0ns )

\ En — Ez
et Vi € [[1,n]], 7 (E;) = E; donc K} = matg, ... g, (f1) = In-

R 36 X est vecteur propre de K, associé a \ donc K, X = \X d’ou '

(Kn)2 X = K, (K,X) = K,DX = MK, X = \X. Par récurrence immédiate, pour tout i € N, (K,)' X = \'X
(KR)" =1, done (K,)" x X =1, x X =X.

On en déduit que \"X = X et comme X # 0 car X vecteur propre; \" = 1.

D’apreés le cours, l'équation z™ = 1 admet comme ensemble de solutions complexes {wg, k € [[0,n — 1]]} donc

sp (K,) C {wk, k € [[0,n — 1]]}.

R 37 Le polynome caractéristique de K, est défini par P (x) = det (I, — K,,) =

12



z 0 0 -1

1 0 T 0 -1 =z

0 -1 —a|| ! o G Vi I

0o --- 0 =1 =z . n—1 n—1

Donc P (z) = 2™ —1 L’équation z™ =1 admet n racines distinctes dans C (wy, = ¢*, k € [[0,n — 1]])
n—1

Pour tout k € [[0,n—1]], on a 1 < dim(E,, (K,)) < m(wg) = 1. On en ) dim(E,, (K,)) = n donc K,, est
k=1

diagonalisable dans M, (C) et ses sous-espaces propres sont de dimension 1.

_1 1
Ty = WiT1 r1 = (W) Tp ool
~1 k
. T1 = WgT2 ) To = (wk) T )
R 38 Soit AX = w, X & . soit ) . En prenant v, = 1, X = :
. . ((.d_l)n_2
Tp_1 = WETy T, = (wk)_l T, ]il n—1
(Wk )

(noté Uy, dans la suite), obtenu avec les n—1 derniéres équations, et la premiére équation équivaut 1 = (w;l)n T1
qui est vérifiée car wi = 1. On en déduit que E,, (A) = vect (Uy).

R 39 La famille (Uy, ..., U,_1) est libre car formée de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes.

Soit P, la matrice de passage de la base canonique a cette base.
On a P, = (Up|+-|U,_1) et P,'K, P, = D,, avec D,, = diag(1,w1,...,wn_1).

R 40 Soit f : C" — C" I’endomorphisme canoniquement associé a M et (E1, ..., Ey) la base canonique de C7.
Posons Fy = vect (F1, E3,E5). Ona f(Ey) = E3 € F, f(Es3) = Es € F et f(Es) = Ey € F donc Fy est stable

par f.

R 41 Posons Fy = vect (Es, Eq, Ey, Eg). On montre de méme que F; est stable par f. La familleb = (Ey, Es, Es, Es, E
est permutation de la base canonique donc est une base de C” et en utilisant les images des vecteurs de cette base,

maty (f) = ( 5{3 2(4 )

o (BP0 (Pt]o
R 42 Soit P = 0 R et R = ( 0 Py

I7 donc P est inversible d’inverse R.

) . Les régles du produit par bloc donnent PR = < ég (; ) =
4

R 43 la matrice M est semblable est semblable a M; = 5(3 2{ ) et les régles du produit par bloc donnent
4
K; |0 Py KPR | 0 : P ,
1 3 _ 3 1313 _ 2 1 s 1) — .
P < 0 I, )P = ( 0 | P4_1K4P4 ) = diag(1,7,7%,1,i,—1,—i,—1) = D donc M est semblable a

M (transitivité de la relation "est semblable a").
Deuxiéme partie:

R 44 On a BU, = % (I, + K,) Uy = % (Up + K Ug) = H%Uk . On en déduit que Uy, est un vecteur propre de B
associé & la valeur propre H—;’i

1—w;"
ko — 0 car

R 45 Sik € [[1,n—1]] pour Z = Uy, on a z1 + -+ + 2z, = 1—1—(0.1,;1)—1—“-—1—(@0,;1)”_1 =7

wr # 1 donc Uy € H. La famille (Uy,...,U,_1) est libre et dim (H) = n — 1 (équation d’hyperplan de C") donc
(Uy,...,U,_1) est une base de H.
13



n—1 n—1 n—1 n—1
‘ I _ _ _ _ 14wy \P
R 46 Soit Z € H. On peut écrire Z = ];lakUk donc BPX = Bp’;aka = kzlakBpXk = kzlak (%) Xe.
Or |1+%| < 1 (il n’y a pas égalité dans l'inégalité triangulaire car wy et 1 n'ont pas meme argument) donc

pEToo (H52)" = 0. On en déduit quela suite (BPZ),en converge vers 0.

R 47 La figure ne présente pas de difficulté...

21 131
R 48 Posons Zy = : (respectivement Z, = : | ) le vecteur dont les composantes sont les affizes des
Zn tn
points Py (respectivement Py) dans lordre.. On a t; = % (zn + 21), to = % (z1+29), oov , tp = % (zn_1 + 2n) donc
7y = BZy. De méme, si Z; est le vecteur dont les composantes sont les affixes des points Py, on a Zy, 1 = BZ
et donc, par récurrence, on montrer que Z, = B*Z,. Or Zy € H car le centre de Py est le point O donc
z1 (k)
kkgloo Z = 0cn. Soit r > 0. Posons Z, = : . Ona kgr—{loo 21 (k) donc il existe k1 € N a partir duquel
zn (k)

|21 (k)| < 7. On définit de méme ko, ..., k,. En posant kg = max{k;,1 <i < n}, si k> ko, le polygone Py est a
['intérieur du disque de centre O et de rayon r.

Troisieme partie: Déterminant circulant

R 49 D’apres les calculs précédents sur les puissances de K, on a A = agl, + a1 K, + -+ + a, 1 K" L.

n—1 n—1 .
R 50 On a P7'AP, = P71 (aol, + a1 Ky + - + ap 1 K" Py = Y aiP7 K Py = 3 a; (PTK,LP,)
k=0 k=0

n—1 ) ) n—1 oon—1 ) n—1 )
P7YAP, = > a;D! = diag( Y. aw}, > aiwi, ..., Y a;w! ).
k=0 k=0 k=0 k=0

n—=1 /n-1
R 51 On adet(A) =det (P, 'AP,) = [] < aiw};).
0

k=0 \k=
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