DM9 (pour le vendredi 28 novembre 2025)

e Vous pouvez retravailler le probleme du DS3 qui est trés classique

e Je suis disponible pour répondre aux questions sur le DS3 et le DM9 le mercredi 19 aprés le cours.

Probléme:

On considére deux entiers naturels non nuls n et p, un espace vectoriel £ de dimension finie n sur R et un
0 0 -+ 0 a
1 0 . ay

endomorphisme f de E. Pour (ag,aq,...,a,-1) € RP,onpose A= o *-. "-. 0 : e M, (R).

oy

0 0 1 ap

Soit x 4 le polynome caractéristique de A et Q@ = X? —a, 1 X! —a, 2 XP2 — -+ —a; X — aq.

Préliminaire

Q 1 Montrer que x4, = Q.

Premiére partie: Etude de trois exemples

Premier exemple

01

Soit M =| 0 0 et f I'endomorphisme de R? de matrice M dans la base canonique (e, 5, e3) de R3.
11

—_ = =

3

Q 2 Déterminer f (e1) et f2(e1). Justifier que la famille (eq, f (e1), f%(e1)) est une base de

—

R
00
Q 3 Ezprimer f3(e1) dans la base (ey, f (e1), f*(e1)). En déduire que M est semblable a | 1 0
01

— N

Deuxiéme exemple

On consideére la matrice B € My(R) définie par

-7 =16 7 -4
9 -3 -4 -7
7T -4 -7 -16

-4 -7 9 =3

B—

On note f 'endomorphisme de R?* dont la matrice dans la base canonique (ey, €9, €3, €4) est B.
Q 4 Justifier que la famille (e1, f (e1)) est libre et montrer que f*(e1) + 10f(e1) + 100e; = 0.
Q 5 En déduire qu’il existe (By, By) € (May (]R))2 tels que M est semblable a la matrice définie par bloc
0 —100
( 1 -10 ) B

022 ‘ By

Q 6 En déduire que la matrice B n’est pas trigonalisable dans My (R).
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Troisiéme exemple

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension 4 et f € £ (E) vérifant:

f?+idg #0

f? +4idg #0

(f* +idg) o (f* + 4idg) = 0: (R)

Q 7 Justifier que sp (f) = 0.
Q 8 Justifier que ker (f* +idg) # {0}.
Q 9 Montrer que ker (f? + idg) est stable par f.
Q 10 Soit e € ker (f? +idg), e # 0g. Montrer que (e, f (€)) est libre. En déduire que dim (ker (f* + idg)) > 2.
Q 11 Montrer que E = ker (f? + idg) @ ker (f% + 4idg). Préciser dim (ker (f% + idg)) et dim (ker (f? + 4idg)).

Q 12 FEn déduire qu’il existe une base b = (e, 2, e3,€4) de E dans laquelle la matrice de f est
0 —1
()] e
0 —4
(1)

Dans la suite de cette partie,

e b= (ey,eq,63,6e4) est une base obtenue dans la question précédente.
e On pose u = e; + e3.

Q 13 Justifier que la famille (u, f (u), f2 (u), f2 (u)) est une base de E
(on pourra prendre les coordonnées des vecteurs de cette famille dans la base b).

Q 14 Déterminer la matrice de f dans cette base (on pourra utiliser la relation (R)).

Deuxiéme partie: Plus petit sous-espace stable contenant un vecteur et théoréme
de Cayley-Hamilton

Le but de cette partie est la démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton.
Soit x un vecteur non nul de £. On considere la suite de vecteurs (xy),.y définie par récurrence

To =

Q 15 Exprimer, pour k € N, xy en fonction de zq et f.

Q 16 Justifier qu’il existe un plus grand entier p € N* tel que (zo,x1,...,2,-1) est une famille libre.
Dans la suite on note p 'entier obtenu dans cette question et E, = vect(xo, 21, ..., Tp_1).
p—1
Q 17 Montrer qu’il existe une unique famille de réels (ag,ay, ..., a,-1) tels que x, = > a;z;.
9 i=0



~1 ~1
Dans la suite (ag, a1, ..., a,-1) est I'unique famille de réels tels que x, = > az; et Q = Q = XP — > a; X"
i=0 i=0

Q 18 Justifier que E, est stable par f.
Q 19 Soit F' un sous-espace vectoriel de E contenant x et stable par f. Montrer que E, C F.

On a donc montré que E, est le plus petit sous-espace vectoriel de E' contenant x et stable par f.
Q 20 Vérifier, sans utiliser le théoréeme de Cayley-Hamilton, que Q (f) (x) = Og

R . E,—FE
Q 21 On note f l’endomorphisme de E, induit par f sur E,: on a donc f : { P
I d T am i@ =rw

Déterminer le polynéme caractéristique de f .
Q 22 Déduire de la question précédente que le polynome caractéristique de f est un multiple de Q).

Q 23 En déduire le théoréme de Cayley-Hamilton.



DM 9 correction

R 1 Récurrence (fait en cours)
p=1:det((z —ap)) =z —aop
T —Aayg
=2:
p -1 z—a
Supposons la propriété vraie pour p — 1 avec p — 1 > 2. Montrons la pour p. On a, en développement par rapport
a la premiére ligne,

:xz—alx—ag.

T 0 0 —Aayg
-1 =z : —aq
Xa(@)=1| 0 0
: R A )
0 0 -1 z—ap »
T 0 0 —aq
-1 —as9 -
=z| 0 0 + (=12 | O 0
: : . " f IR
' ' 2 0 0 -1
0 0 -1 z—ap p—1 p—1
T 0 0 —aq
-1 =z : —ay
Oor,| o 0 : i Pt —q, jaP2 — .- —ay et donc
: T —apo
0 0 -1 z—ap p—1
Xa(@) =z (2Pt —a, 12772 — - —a1) —ap = Q ().
1 01
R2Onatf (61) =e3 et f2 (61) =f (63) = e1 + ex + ez donc Mat (e es.e3) (€1> f (61) ) f2 (61>> = 001 qui
01 1

est de déterminant non nul (égal & —1) donc (e1, f (e1), f? (e1)) est une base de R3.

R 3 Ona f(e1) = fer+ex+e3) = f(er) + f(e2) + f (e3) = 2e1 + €2 + 3es

donc f3(e1) = (e1 +ex+e3) +2e3+er = f2(e1) +2f (e1) + e1.
0 01
Dans la base (e, f (e1), f2(e1)) la matrice de f est donc | 1 0 2 | qui est donc semblable & M.
011
-7 1
R4 Ona f(e) = 2 non colinéaire 8 donc (ey, f (e1)) est libre.
—4 0
-7 -7 =16 7 -4 -7 —30
9 9 -3 —4 -7 9 —90
De plus. B 7T -4 T 16 7 - —70
-4 -4 -7 9 =3 —
—30 —7 1 0
—90 9 0 0
2 _ —
donc f*(e1) +10f(e1) + 100e; = 70 | T 10 - |t 100 ol =1 o
40 —4 0 0



R 5 On compléte la famille libre (e1, f (e1)) en une base b de R*.

0 —100
On a donc maty (f) de la forme B’ = ( 1 -10 ) B car f (f(e1)) = f2(ey) = —10f(e1) — 100e;.
02,2 ‘ By
0 —100 . ,
R 6 Posons By = 1 —10 J Les matrices B et B’ sont semblables donc xg = Xp

xly — B -B
0r i (0) = et ot — B) =det (=B B ) ) o),

Or xp, = X2 + 10X + 100 dont le discriminant est —300 < 0 donec X, n'admet pas de racines donc xXp = Xp
n’est pas scindé donc B n’est pas trigonalisable.

R 7 Le polynéome (X2 + 1) (X2 +4) est un polynéme annulateur de f et n'a pas de racines (réelles)
donce sp(f) = 0.

R 8 Si on avait ker (f? + idg) = {0} alors (f? + idg) serait bijectif (endo +dim finie)
Or (f2+idg) o (f2 4 4idg) = 0 donc en composant & gauche par (f2 +idg) ", on aurait (f2 + 4idg) = 0, ce qui
contredit I’hypotheése donc ker (f% +idg) # {0}

R 9 Soit x € ker (f? +idg). Montrons f (z) € ker (f? + idg).
On a (f*+idg) (f(x)) = f2(x) + f(z) = f((f*+idg) (z)) = f(0g) = 0 donc f(z) € ker (f*+idg) donc
ker (f? + idg) est stable par f.

R 10 Il existe donc e € ker (f* +1idg) \{0g}. On a f (e) € ker (f? + idg)
La famille (e, f (e)) est libre car sinon e serait vecteur propre de f qui m’admet pas de vecteurs propres donc
dim (ker (f? +idg)) > 2.

R 11 Le polynome (X + 1) (X +4) est un polynéme annulateur scindé o racines simples de f*
donc f* est diagonalisable et sp (f*) C {—1,—4}.

On a vu que ker (f? +idg) # {0} et (de méme), ker (f? + 4idg) # {0} donc sp (f?) = {—1,—4}
et E =ker (f? + idg) @ ker (f* + 4idg).

On a donc dim (ker (f? + idg)) + dim (ker (% + 4idg)) = 4.

Or dim (ker (f% +idg)) > 2 et dim (ker (f? + 4idg)) > 2 (idem)

donc dim (ker (f2 + idg)) = dim (ker (f? + 4idg)) = 2

R 12 Soit e; € ker (f2 +idg) \ {Or} et ez € ker (f% + 4idg) \ {0g}.
D’apres ce qui précede, (ey, f (e1)) est libre dans ker (f? + idg) qui est de dimension 2 donc (e, f (e1)) est une
base de ker (f? + idg)
De méme (e, f (e3)) est une base de ker (f* + 4idg) donc (ey, f (€1) ,es3, f (e3)) est une base de E
(car E = ker (f? + idg) @ ker (f% + 4idg)) .Dans cette base de E la matrice de [ est
( v ) 02

0ss (0 _4) (car f(f (1)) = —e1 et f(f (e3)) = —des).

1 0

R 13 Onau=e; +es.donc f(u) = f(er)+ f(e3) = ea+eq donc f2(u) = f (e +ey) = —e; — des

10 -1 0

3 ) 3 0 1 0 —1

et 2 (u) = f(—e1) + f(—4des) = —ex — des donc mat (e, ey eq.e0) (U, f(w), f2(u), f?(u) = L0 4 0
01 0 -4

qui est inversible (faire les transformations Cs < C3+ Cy et Cy « Cy+ Cy) donc (u, f (u), f2 (u), f2 (u)) est une

base de E.
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R 14 Or (f*+idg) o (f? + 4idg) = 0 donc f*+ 5f% + 4idg = 0 donc f* (u) = —5f% (u) — 4u.
000 —4
" . , , 100 0
On en déduit que la matrice de u dans la base (u, f (u), f* (u), f? (u)) est 01 0 —5
001 0

R 15 Par récurrence, Yk € N, x5, = f* (z).

R 16 Posons € ={k € N*, (zg,1,...,Tk_1) est libre}.

- La famille (zo) est libre car x # 0 donc 1 € € qui est donc non vide.

- st k> dim (E) alors (xg,x1,...,x5_1) est lice donc k & £ donc € est une partie majorée par dim (F).
L’ensemble £ est une partie de N majorée donc € admet un plus grand élément donc il existe un plus grand entier
p tel que (xg, x1,...,xp_1) soit une famille libre.

R 17 On ap € € donc (xg,x1,...,2p-1) est une famille libre et p+ 1 ¢ € donc (xg,x1,...,x,) est une famille

p—1
liée donc il existe une unique famille de réels (ag, aq, ..., a,—1) tels que v, = > a;x;.
i=0
p—1 p—1 p—1 p—1
R 18 Soit y = Y Niw;. Par linéarité, f (y) = > Nif (2:) = D) Niwiv1 = >, Niami + A1y € By
p—1
car T, = a;x; € E,..donc E, est stable par f.
i=0

R 19 F un sous-espace vectoriel de E contenant x = xq et stable par f. doncxy = f(x) € F doncxs = f (x1) € F
. et par récurrence finie, Yk € [[0,p — 1]], xx € F

Comme F' est un sous-espace vectoriel de E, F continent les combinaisons linéaires de (zo,1,...,T,—1) donc
E,CF.
R20 Q(f)=fP—ap 1ff ™t —ay, of > — - —a1f — apidg.donc

p—1
Q(f) (x) = f7(2) = ap-1 f77 (x) — @p2f?7? (x) — -+ — arf (2) — aoidp (z) = 7, — 3 a;z; = 0.

i=0
R 21 On compléte la famille libre (xg, x1,...,xp—1) en une base B de E. La matrice M de f dans B est carrée
de taille n définie par blocs de la forme ( 4 B )

Op—pp C

On a donc x,; (z) = det (zidg — f) = det (xl,, — M) = vl =4 -5 donc

On—pp xlp_p—C
Vo € R, xy (z) =det (1, — A) x det (21,—, — C) = Q (x) H (v) ou H est le polynéme caractéristique de C' donc
X est multiple de Q).

1(1 22 Ona d)onc Xu = HXQ done xy, (f) = H (f)oQ (f) donc xy (f) (z) = H () (Q(f) (z)) = H (f) (0p) = 0
par linéarité

R 23 On a, pour tout x € E, x,; (f) (x) = 0g donc x5, (f) = Ozmy: Théoréme de Cayley-Hamilton.



